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VORWORT. 


Für'  die  ältere  mechanische  Wärmelehre  besitzen  wir  das 
classische  Werk  ihres  Schöpfers,  Clausius,  selbst  und  so  aus- 
gezeichnete Handbücher  wie  das  von  Zeuner,  Rühlmann  und 
Anderen.  Ein  vollständiges  Lehrbuch  der  neueren  Thermodynamik 
scheint  in  Deutschland  noch  nicht  herausgegeben  zu  sein  und,  soviel 
\  ich  weiss,  auch  noch  nicht  in  einem  anderen  Lande.  Was  auf 
\  Grund  der  bahnbrechenden  Untersuchungen  von  Villard  Gibbs, 
welche  durch  Ostwald's  Bearbeitung  auch  bei  uns  bekannter 
geworden  sind,  und  von  v.  Helmholtz,  Duhem,  Max  Planck 
und  Anderen  erschienen  ist,  betrifft  vereinzelte  Abhandlungen  zum 
weiteren  Ausbau  dieser  W^issenschaft,  oder  Werke,  welche  wesent- 
lich solche  Abhandlungen  zusammenfassen  und  zu  einem  Ganzen 
auf  beschränktem  Gebiete  verbinden,  also  wesentlich  Special- 
arbeiten der  betreffenden  Forscher.  Hierzu  ist  in  Frankreich  das 
trotz  seiner  Mängel  hervorragende  Werk  von  Duhem:  Le  potentiel 
thermodynamique  und  in  Deutschland  das  Buch  von  Max  Planck: 
Thermodynamik  zu  rechnen,  letzteres  durch  Tiefe  und  Klarheit 
der  Darstellung  ausgezeichnet.  Indessen  würde  ich  es  nicht  unter- 
nommen haben,  ein  solches  vollständiges  Lehrbuch  zu  schreiben, 
wenn  ich  nicht  Manches  aus  Eigenem  hätte  beibringen  können, 
denn  wer  selbst  bestrebt  gewesen  ist,  bei  dem  Ausbau  der  Wissen- 
schaft wenigstens  Dienste  zu  leisten,  entschliesst  sich  nur  schwer, 
fremde  Untersuchungen  lediglich  zusammenfassend  darzustellen. 
Mit  den  Lehren  der  Thermodynamik  habe  ich  diejenigen  der 
Kinetik  der  Substanzen  verbunden.  Hier  ist  nach  den  classischen 
Arbeiten  eines  Clausius,  Maxwell,  Boltzmann,  O.E.Meyer 
wenig  Neues  geschaffen  worden.  Auch  haben  wir  auf  diesem  Ge- 
biete bereits  so  hervorragende  zusammenfassende  Werke  wie  das 
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von  0.  E.  Meyer:  Die  kinetische  Theorie  der  Gase  und  von 
Boltzmann:  Vorlesungen  über  Gastheorie.  Nicht  leicht  findet 
sich  bei  zwei  fast  den  gleichen  Gegenstand  betrefifenden  Werken 
ein  so  ausserordentlicher  Unterschied  der  Behandlungsweise  wie 
bei  diesen.  Das  Werk  von  Boltzmann  ist  von  so  eindringender 
Wissenschaftlichkeit  und  so  voll  origineller  Gedanken  und  schwie- 
riger Untersuchungen,  dass  man  sich  durch  dasselbe  wie  durch 
einen  gewaltigen  Urwald  den  Weg  zur  Klarheit  bahnen  muss. 
Das  von  0.  E.  Meyer,  .  insbesondere  in  der  neuen  Auflage, 
durchwandert  man  wie  einen  wohlgepflegten  Garten. 

Die  Kinetik  ist  neuerdings  ein  wenig  zurückgedrängt  worden. 
Die  grossartigen  Erfolge  der  neueren  Thermodynamik,  insbeson- 
dere auf  dem  Grenzgebiete  zwischen  Physik  und  Chemie,  haben 
ihre  Bedeutung  stark  herabgemindert,  zumal  nach  den  ersten 
überraschenden  Entdeckungen  neue  so  lange  schon  auf  sich 
warten  lassen  und  mittlerweile  so  viel  Zweifel  an  der  Berechtigung 
ihrer  Grundlagen  und  Methoden  entstanden  sind.  Gleichwohl  ist 
sie  bei  einer  Behandlung  der  Thermodynamik  nicht  zu  entbehren, 
denn  schliesslich  bedarf  auch  diese  jetzt  so  stolze  Wissenschaft 
gewisser  Angaben,  welche  ihr  anscheinend  nur  von  der  Kinetik 
geboten  werden  können..  Dieses  betrifft!  namentlich  die  sogenannten 
Zustandsgieichungen  der  Körper.  Dem  skeptischen  Verhalten 
mancher  Forscher  gegenüber  diesen  aus  der  Kinetik  abgeleiteten 
Zustandsgieichungen  kann  man  nur  entgegensetzen,  dass  in  an- 
derer Weise  man  bisher  nur  zu  bedeutungslosen  Interpolations- 
formeln gelangt  ist,  und  dass  man  die  grössten  Erfolge  jedenfalls 
mit  den  von  Glausius  und  van  der  Waals  auf  Grund  kineti- 
scher Betrachtungen  abgeleiteten  Gleichungen  erzielt  hat. 

Ich  habe  in  diesem  Buche  die  Thermodynamik  und  die 
Kinetik  eng  mit  einander  verknüpft,  die  beiden  Wissenschaften 
sind  fast  durcheinandergearbeitet.  So  eingehend  die  Theorie 
behandelt  ist,  so  sollte  sie  doch  stets  an  die  Erfahrung  an- 
geschlossen werden,  darum  enthält  das  Buch  auch  zahlreiche  nume- 
rische Berechnungen  nicht  allein  zur  Versinnbildlichung  der  Theorie, 
sondern  auch  zu  deren  Prüfung.  Insbesondere  betriflft  dieses  die 
Zustandsgieichungen,  auf  deren  kritische  Untersuchung  und  ziffern- 
mässige  Erprobung  ich  die  grösste  Mühe  verwendet  habe.  Hier 
wie  kaum  irgendwo  in  der  Wissenschaft  herrschen  falsche  Ver- 
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trauensseligkeit  und  unberechtigtes  Misstrauen  dicht  bei  einander, 
88  schien  darum  nothwendig,  die  Geltungsbereiche  für  beide  fest- 
zustellen. Kritik  hat  oft  geübt  werden  müssen  an  Theorie  wie 
an  Erfahrung,  doch  ist  nirgend  unterlassen,  die  abweichenden 
Ansichten  vollständig  darzustellen.  Seine  Meinung  hat  der  Ver- 
fasser, wie  er  wenigstens  glaubt,  nirgend  bevorzugt  oder  in  den 
Vordergrund  gedrängt.  Wissenschaft  ist  kein  Vollendetes,  son- 
dern Werdendes,  und  da  Niemand  das  gewaltige  Gebiet  zu  über- 
schauen vermag,  muss  man  allen  Anschauungen  möglichst  ge- 
recht zu  werden  suchen.  Der  Verfasser  hofft,  die  Nachsicht  des 
Lesers  nicht  dadurch  verscherzt  zu  haben,  dass  er  sich  selbst 
etwa  als  voreingenommen  erwiesen  hat. 

In  diesem  ersten  Bande  sind  die  allgemeinen  Lehren  der 
Thermodynamik  und  der  Zustandsgieichungen  der  Körper  be- 
handelt. Sodann  ist  die  Lehre  von  den  idealen  und  den  wirk- 
lichen Gasen  mathematisch  und  physikalisch  zur  Darstellung  ge- 
bracht. Eigene  Untersuchungen  des  Verfassers  schliessen  sich 
an  den  zweiten  Hauptsatz  der  Thermodynamik,  die  Theorie  der 
Zustandsgieichungen,  das  MaxwelTsche  Gesetz  für  die  Ver- 
theilung  der  Geschwindigkeiten  in  Gasen ,  die  Theorie  der  mitt- 
leren Weglänge  der  Molekeln  in  Gasen,  die  Theorie  der  Reibung 
und  der  Reibungscoefficienten,  die  Maxwell'sche  Theorie  der 
Gase,  das  Verhalten  der  wirklichen  Gase  u.  s.  f.  an.  Es  dürfte 
Manches  in  den  theoretischen  Betrachtungen  klarer  gestellt  und 
der  Erfahrung  näher  gebracht  sein.  Die  Literatur  habe  ich, 
wie  die  Anmerkungen  unter  dem  Text  und  die  Angaben  im  Text 
darthun  werden,  so  viel  als  möglich  berücksichtigt.  Sollte  etwas 
übersehen  sein,  so  bitte  ich  um 'Entschuldigung,  das  Material  ist 
allzu  massenhaft  angewachsen.  Auch  mache  ich  nirgend  auf 
Priorität  für  das  Richtige  Anspruch;  es  kommt  in  der  Wissen- 
schaft nicht  darauf  an,  wer  etwas  Richtiges  gefunden  hat,  son- 
dern nur  dass  es  gefunden  ist. 

Bei  dem  Lesen  der  Correcturen  ist  mir  Herr  Dr.  Stadt- 
hagen  behülflich  gewesen,  wofür  ich  nicht  unterlassen  will,  ihm 
meinen  Dank  auszusprechen. 

Zum   Schluss    gestatte   ich    mir  noch    folgende   Bemerkung. 

Der  Leser  wird  bemerken,  dass  die  Untersuchungen  im 
letzten,  vielleicht  wichtigsten  Gapitel  dieses  Bandes,  die  wirklichen 
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Gase  betreffend,  nicht  so  befriedigend  auslaufen,  als  wohl 
wünschenswerth  wäre,  dass  sie  fast  mit  einem  non  liquet  in 
Bezug  auf  die  Vergleichung  der  Theorie  mit  der  Erfahrung  enden. 
Der  Grund  liegt  einerseits  in  der  UnvoUkommenheit  der  Theorie, 
andererseits  aber  —  und,  wie  ich  glaube,  überwiegend  —  in  den 
Mängeln  der  gegenwärtig  vorhandenen  Angaben  über  das  wirk- 
liche Verhalten  der  Körper.  Sieht  man  nur  auf  die  Menge 
dieser  Angaben,  so  bleibt  nicht  viel  zu  wünschen  übrig,  allein 
das  Material  ist  nur  zu  einem  unverhältnissmässig  geringen  Theil 
verwerthbar.  Auch  ganz  abgesehen  von  den  naturgemäss  vor- 
handenen Abweichungen  zwischen  den  Angaben  der  verschiedenen 
Forscher  muss  man  vielfach  über  den  Mangel  eines  Systems  bei 
den  experimentellen  Ermittelungen  klagen,  namentlich  aber  über 
die  Art  der  Veröffentlichung  der  Ergebnisse.  Das  grossartige  Bei- 
spiel Regnault's,  der  selten  unterlässt,  die  unmittelbaren  Ergeb- 
nisse seiner  Experimente  mitzutheilen  und  jeden  Umstand  aufs  Ge- 
naueste zu  notiren,  so  dass  man  seine  Angaben  fast  überall  con- 
troliren  kann,  hat  leider  nur  wenig  Nachahmung  gefunden.  Meist 
bekommt  man  vielfach  überrechnete,  interpolirte  und  ausgeglichene 
Zahlenreihen,  oder  glatt  gezogene  Curven.  Findet  man  .  Ab- 
weichungen gögen  die  Theorie,  so  weiss  man  nicht,  ob  sie  dieser 
Theorie  oder  den  Beobachtungen  zur  Last  fallen,  denn  eine 
Uebersicht  über  den  Werth  dieser  Beobachtungen  zu  gewinnen, 
bemüht  man  sich  vergebens.  Man  würde  den  betreffenden  For- 
schern Unrecht  thun ,  wenn  man  ihnen  hieraus  einen  Vorwurf 
machen  wollte,  sie  sind  meist  nicht  in  der  Lagei,  die  sehr  kost- 
spielige Veröffentlichung  des  gesammten  Beobachtungsmateriales 
zu  bewirken.  Dazu  kommt  noch-,  dass  die  Ausführung  der  Unter- 
suchungen selbst  ausserordentliche  Mittel  und  Zurüstungen  er- 
fordert, wie  sie  einzelnen  Gelehrten  und  selbst  den  Universitäts- 
instituten nicht  zur  Verfügung  stehen.  Auch  Regnault  hat  mit 
grossen  Staatsmitteln  gearbeitet,  und  doch  übersteigt  das,  was  wir 
von  Beobachtungen  über  das  Verhalten  der  Körper  immer  noch 
erwarten  müssen,  bei  Weitem  dasjenige,  was  wir  von  diesem 
Forscher  bereits  besitzen.  Da  auch  ein  grosses  Maass  von  Selbst- 
verleugnung dazu  gehört,  so  weit  ausschauende  Untersuchungen, 
bei  denen  erhebliche  qualitative  Ergebnisse  nicht  so  sehr  in 
Aussicht  stehen,  zu  unternehmen,  und  da  solche  Untersuchungen 
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auch  physisch  die  Kräfte  des  Einzelneu  übersteigen,  wird  man, 
angesichts  der  ausserordentlichen  Bedeutung,  ja  der  Noth- 
wendigkeit  der  Ermittelungen  für  den  weiteren  Fortschritt  der 
Wissenschaft,  sich  an  die  Hülfe  des  Staates  wenden  müssen,  der 
allein  die  Mittel  hat,  sie  zu  organisiren  und  durchzuführen.  Wir 
Deutschen  sind  bereits  glücklicherweise  in  dem  Besitze  der 
Physikalisch-Technischen  Reichsanstalt.  Von  dieser 
dürfen  wir  die  Ausfüllung  der  Mängel  in  unseren  Erfahrungen 
über  das  wirkliche  Verhalten  der  Körper,  zunächst  der  Gase  und 
Dämpfe,  erwarten  und  erhoflfen.  Bis  jetzt  ist  man  kaum  im 
Stande,  die  Theorie  auch  nur  qualitativ  mit  der  Erfahrung  zu 
vergleichen. 

Dieses  musste  ich  zum  Ausdruck  bringen.  An  Mühe  in  der 
Kritik  und  Sicherung  der  Tbeorieen  durch  die  Erfahrung  hat  es 
der  Verfasser  nicht  fehlen  lassen,  wie  der  Leser  hoffentlich  ins- 
besondere aus  den  letzten  Capiteln  des  Buches  ersehen  wird, 
denn  es  war  mein  Hauptbestreben,  ein  Werk  zu  schreiben,  welches 
Theorie  und  Erfahrung  gleich  sorgfältig  behandelt. 

Berlin,  im  November  1900. 

Weipstein. 
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1.    Begriff  der  Thermodynamik. 

Ehe  die  Therinod3rnainik  der  Gase  selbst  dargelegt  wird,  ist  es 
nöthig,  die  allgemeinen  Lehren  dieses  Abschnittes  der  Physik  vor- 
zuführen und  auseinanderzusetzen.  Es  betrifft  dieses  die  in  der 
Thermodynamik  überhaupt  behandelten  Vorgänge  und  Erscheinungen 
sowie  die  Grundlagen,  welche  zu  ihrer  zusammenfassenden  mathema- 
tischen Bearbeitung  erforderlich  sind. 

Allgemein  gehören  zum  Wissensgebiet  der  Thermodynamik,  wie 
schon  der  Name  andeutet,  alle  diejenigen  Vorgänge,  bei  welchen  Wärme 
in  irgend  einer  Weise  mitwirkt.  Dabei  macht  es  keinen  Unterschied, 
ob  die  Wärme  diese  Vorgänge  hervorbringt,  oder  aus  diesen  Vor- 
gängen selbst  erst  entspringt,  es  kommt  nur  darauf  an,  dass  sie  irgend- 
wie an  dem  Vorgange  betheiligt  ist. 

2.     Bewegung  der  Wärme;  Wärmeabstufungen. 

Bei  manchen  Vorgängen  scheint  nur  die  Wärme  als  solche  in 
Betracht  zu  kommen,  so  wenn  Wärme  in  Körpern  oder  von  Körper  zu 
Körper  sich  bewegt.  Geschieht  diese  Bewegung  durch  sichtbare  oder 
fassbare  gewöhnliche  Substanz,  so  sagen  wir  „die  Wärme  strömt"  von 
Ort  zu  Ort  oder  sie  wird  von  Ort  zu  Ort  „geleitet" ;  geht  sie  durch 
den  anscheinend  leeren  Raum  vor  sich,  so  „strahlt"  die  Wärme  wie 
Licht.  Diese  rein  thermischen  Vorgänge  sind  sehr  charakteristisch  und 
treten  stets  in  Erscheinung,  wenn  Körper  „verschieden  warm  sind**. 
Sie  können  bewirken,  dass  ein  Körper  an  einer  und  derselben  Stelle 
ständig  wärmer  oder  ständig  kälter  wird  oder  bald  mehr,  bald  weniger 
warm  ist.  Immer  aber  streben  sie  dahin,  vorhandene  Differenzen  aus- 
zugleichen, und  sie  gleichen  sie  aus,  wenn  diese  nicht  fortdauernd 
durch  irgend  welche  Ursachen  immer  aufs  Neue  hervorgerufen  werden. 
Kommt  die  Ausgleichung  nicht  zu  Stande,  so  wird  wenigstens  ein  Zu- 
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stand  möglich  geringster  Differenz  erstrebt  und  meist  bald  erreicht. 
Wie  bald  die  Ausgleichung  erfolgt  oder  dieser  Zustand  möglich  gering- 
ster Differenz  in  der  Wärme  eintritt,  hängt  ausser  von  etwaigen  fremden 
Einwirkungen  noch  von  der  Beschaffenheit  der  Körper  ab,  innerhalb 
deren  oder  zwischen  denen  die  Wärme  sich  bewegt.  Je  rascher  es 
geschiebt,  desto  besser  „leiten"  die  Körper.  Gate  Beispiele  hierfür 
sind  stabförmige  Körper,  deren  eines  Ende  in  eine  Flamme  gehalten 
oder  einer  Flamme  genähert  wird.  Sie  sind  am  heissesten  an  dem  der 
Flamme  zugekehrten,  am  kühlsten  an  dem  entgegengesetzten  Ende. 
Die  Erhitzung  schreitet  aber  vom  heissen  Ende  zum  kühlen  fort,  und 
um  so  rascher  fort,  je  besser  die  Stäbe  die  Wärme  leiten.  Ist  sie  auch 
am  abgewandten  Ende  niemals  so  gross  wie  an  dem  der  Flamme  zu- 
gewandten, so  ist  sie  doch  erheblich  grösser  bei  Stäben  aus  Silber  als 
bei  solchen  aus  Glas,  und  ein  gewisser  Grad  derselben  tritt  auch  bei 
jenen  viel  rascher  ein  als  bei  diesen.  Dass  auch  die  Gestalt  der 
Körper,  die  Beschaffenheit  ihrer  Oberfläche,  die  Umgebung  u.  s.  f.  mit- 
entscheidend ist,  habe  ich  nur  hervorzuheben.  Kommen  hiernach  auch 
bei  diesen  anscheinend  rein  thermischen  Vorgängen  die  Eigenschaften 
der  Körper  selbst  in  Frage,  so  ist  doch  der  ganze  Vorgang  ein  solcher, 
der  nur  die  Wärme  betrifft;  was  in  den  Körpern  geschieht,  ^ird  nicht 
untersucht,  und  in  der  That  weiss  eigentlich  Niemand  sicher,  auf 
welchem  Processe  die  „Leitung"  oder  „Strahlung"  der  Wärme  beruht. 
Die  Vorstellungen,  die  man  hierfür  entwickelt  hat,  und  die  wir  noch 
kennen  lernen  werden,  machen  nicht  den  Anspruch  auf  alleinige  Zu- 
lässigkeit.  In  der  Theorie  finden  sie  ihren  Ausdruck  in  der  Einführung 
gewisser  thermischer  Constanten,  wie  Wärmeleitungsfähigkeit,  Diather- 
manität  u.  s.  f.  Hervorzuheben  aber  ist  das  Gesetz,  dass,  an- 
scheinend völlig  unabhängig  von  den  Körpern,  in  denen 
diese  thermischen  Vorgänge  sich  abspielen,  die  Wärme- 
bewegung niemals  anders  als  von  den  wärmeren  Stellen 
nach  den  kälteren  Stellen  gerichtet  ist.  Wärmebewegung 
allein  von  kälteren  nach  wärmeren  Stellen  kommt  in  der 
Natur,  so  viel  wir  wissen,  niemals  vor. 

Das  betrifft  offenbar  eine  Eigenschaft  der  Wärme,  und  jeder  wird 
bereit  sein,  die  Richtigkeit  derselben  aus  tausend  Beispielen  des  all- 
täglichen Lebens  zu  erhärten.  Indessen  ist  die  Auffassung  dieses 
(resetzes  mit  vielen  Schwierigkeiten  verbunden.  Ich  werde  auf  diese 
erst  später  eingehen  können.  An  dieser  Stelle  sei  nur  eine  hervor- 
gehoben, die  auch  aus  anderen  Gründen  zur  Sprache  kommen  muss. 
Wann  ist  eine  Stelle  wärmer  als  eine  andere  ?  Wenn  sie  sich  wärmer 
anfühlt.  Aber  das  ünterscheidungsvermögen  hierfür  schwindet  bald, 
wenn  die  Wärme  oder  die  Kälte  einer  Stelle  einen  gewissen  Grad  über- 
schritten hat.  Allein  nach  dem  Gefühl  würden  wir  nur  innerhalb 
eines  sehr  engen  Intervalls  zwischen  wärmeren  und  kälteren  Körpern 
unterscheiden,  und  so   enorm  empfindlich  wir  innerhalb  gewisser  Ab- 
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stufungen  für  Wärmeunterschiede  sind  —  wie  gering  ist  zum  Beispiel 
für  den  Menschen  das  Intenrall  von  der  tödtlichen  Kälte  bis  zur  ebenso 
tödtlichen  Fiebergluth  —  so  unempfindlich  sind  wir  für  solche  Unter- 
schiede, wenn  die  bezeichneten  Grenzen  nach  der  einen  oder  anderen 
Richtung  überschritten  werden;  die  Wirkungen  sehen  und  empfinden 
wir  (in  Frostbeulen,  Brandwunden  u.  s.  f.),  wir  können  aber  bald  nicht 
mehr  unterscheiden,  ob  sie  in  dem  einen  Falle  durch  eine  wärmere 
oder  kältere  Stelle  hervorgebracht  sind  als  in  einem  anderen.    Aus  der 
Wärme  allein  scheint  es  überhaupt  kaum  möglich  zu  sein,  wärmere 
Stellen  von  kälteren  anders  als  mittelst  Umkehrung  des  obigen  Satzes 
zu  definiren,  dass  nämlich  eine  Stelle  wärmer  ist  als  eine  andere,  wenn 
die  Wärme  sich  von  ihr  zu  dieser  bewegt.     Dann  freilich  hätten  wir 
es  nicht  mehr  mit  einer  Eigenschaft  der'  Wärme   zu  thun ,  sondern 
lediglich  mit  einer  Definition,  die  nur  dadurch  höheren  Werth  erhielte, 
dass  wir  ihrer  in    einem  gewissen  Intervall    entbehren   könnten,   in 
welchem   dann   der  Satz  selbst  bestehen   bliebe.      In   solchen  Fällen 
pflegt  man  in  der  Physik  die  Erfahrung  ideell  fortzusetzen.    Man  stellt 
sich  Wesen  vor,  welche  die  Fähigkeit,  die  uns  nur  in  beschränktem 
Umfange  zukommt,  ins  Unbegrenzte  und  gleich  wie  wir  in  diesem  be- 
schränkten Umfange  besitzen,  und  dehnt  die  Sätze  nach  beiden  Rich- 
tungen hin  aus.    Doch  sind  die  Betrachtungen  über  die  Correspondenz 
zwischen  Empfindung  und  Reiz,  um  solche  handelt  es  sich  hier  offen- 
bar, so  schwierig  und  trotz  der  glänzenden  Arbeiten  eines  Weber, 
Fechner,  Helmholtz  noch  so  unsicher,  dass  der  Physiker  ihnen, 
wenn  er  andere  Mittel  hat,  um  seine  Angaben  bestimmt  zu  fassen, 
gerne  aus  dem  Wege  geht. 

8.     Natur  der  Wärme. 

Solche  Mittel  würden  wir  aus  der  Wärme  allein  entnehmen  können, 
wenn  wir  wüssten,  was  eigentlich  Wärme  ist.  Weil  ich  nicht  allein 
von  der  Thermodynamik  handeln  will,  sondern  auch  von  der  Zustands- 
gieichung der  Gase,  bei  welcher  eine  mit  der  Wärme  auf  das  engste 
verbundene  Grösse ,  die-  Temperatur ,  in  Frage  kommt ,  will  ich  gleich 
hier  auf  diese  Angelegenheit  genauer  eingehen.  Früher  hat  man  ge- 
glaubt, Wärme  wäre  eine  besondere  Art  Flüssigkeit,  die  nicht  wägbar 
und  nicht  fassbar  ist  und  alle  Körper  zu  durchdringen  vermag,  ein 
Imponderabile.  Ein  Körper  sollte  dann  wärmer  als  ein  anderer  sein, 
wenn  er  mehr  von  dieser  Flüssigkeit  besitzt  als  dieser,  und  die 
Flüssigkeit  sollte  zum  Theil  aus  ihm  in  diesen  übergehen,  wie  Luft 
aus  einem  lufterfüllten  in  einen  luftentleerten  Raum  übergeht,  bis 
beide  Körper  gleich  viel  von  dieser  Wärmeflüssigkeit  hätten,  was 
wiederum  dem  Beispiele  mit  der  Luft  entspricht.  So  weit  ist  auch 
alles  in  Ordnung  und  für  Definition  und  Vorstellung  zweckmässig. 
Allein  seit  dem  Beginne  unseres  Jahrhunderts  lernte  man  mehr  und 
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mehr  Thatsachen  kennen,  die  der  Annahme,  dass  die  Wärme  ein 
Körper  sein  könnte,  durchaus  widersprechen.  Wir  vermögen  absolut 
nicht  anzugeben ,  wie  eine  wirkliche  Substanz  je  verschwinden  oder  je 
plötzlich  entstehen  könnte;  Wärme  aber  kann  vollständig  zum  Ver- 
schwinden gebracht  und  wiederum  von  uns  geschaffen  werden,  ohne 
dass  wir  sie  im  ersten  Falle  an  anderen  Stellen  vorfinden  oder  im 
zweiten  Falle  von  anderen  Stellen  entnehmen.  Das  Auskunfts mittel, 
das  man  bei  der  Elektricität  anwendet,  wo  Analoges  stattfindet  und 
analoge  Erklärungen  zu  Hülfe  genommen  wurden ,  schlägt  hier  fehl, 
weil  wir  nur  eine  Wärme  kennen,  während  es  zwei  sich  aus- 
gleichende Elektricitäten  giebt.  Bald  erkannte  man,  dass  Wärme 
auch  nach  anderer  Richtung  keine  Aehnlichkeit  mit  körperlicher  Sub- 
stanz hat. 

Körper  nämlich  vermögen  Arbeit  zu  leisten,  aber  bald  thun  sie 
es,  bald  thun  sie  es  nicht,  und  bei  näherer  Betrachtung  der  Verhält- 
nisse sieht  man,  dass  immer  noch  ein  Anderes  dabei  in  Frage  kommt, 
was  mit  den  Körpern  als  solchen  nicht  nothwendig  zusammenhängt. 
Man  nennt  dieses-  Andere  bekanntlich  die  bewegende  oder  wirkende 
Kraft.  Deren  bedarf  es  noch  ausserdem ,  wenn  ein  Körper  Arbeit 
leisten  soll,  selbst  wenn  er  vollkommen  frei  ist,  diese  Arbeit  zu  leisten. 
Das,  was  er  zu  leisten  vermag,  das  hängt  allerdings  auch  von  seiner 
eigenen  Substanzialität  ab,  aber  auch  von  der  bewegenden  Kraft. 
Welche  Differenzen  in  dieser  Hinsicht  vorhanden  sind,  kann  man  an 
der  an  sich  so  geringfügigen  Gravitation  und  der  so  immensen  elek- 
trischen Kraft  sehen.  Körper  sind  zwar  arbeitsfähig,  sie  leisten  aber 
Arbeit  nur  unter  äusseren  Antrieben ,  oft  auch  unter  inneren ,  wenn 
diese  durch  äussere  Ursachen  ausgelöst  werden.  Wir  sprechen  deshalb 
von  der  Energie  der  Körper,  so  oft  diese  Körper  äusseren  oder 
inneren  Antrieben  unterliegen,  und  nennen  diese  Energie  latent, 
potentiell  oder  virtuell,  wenn  sie  als  Arbeit  noch  nicht  in  die 
Erscheinung  getreten  ist,  dagegen  actuell  oder  kinetisch,  wenn  die 
Arbeit  vollzogen  wird. 

Körper  haben  also  Energie,  ob  potentielle  oder  actuelle, 
nur  unter  der  Einwirkung  oder  in  Folge  der  Einwirkung 
von  inneren  oder  äusseren  Antrieben  (Kräften). 

Ganz  anders  verhält  es  sich  mit  der  Wärme,  hier  ist  von  einer 
Arbeitsfähigkeit  und  von  nothwendigen  äusseren  Antrieben  zur  Arbeit 
keine  Rede.  Alle  Erfahrungen  weisen  übereinstimmend  darauf  hin: 
Wärme  ist  selbst  Arbeit,  selbst  Energie.  Wenn  wir  vor- 
sichtig sein  wollen  und  beachten,  dass  es  in  der  Natur  sehr  ver- 
schiedenartige Arbeiten  giebt,  wie  rein  mechanische,  elektrische,  elek- 
trolytische, magnetische,  chemische  u.  s.  f.,  sagen  wir: 

Wärme  ist  eine  (Art)  Arbeit,  eine  (Art)  Energie  und 
zwar  stets  actuelle. 
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Die  Erkennung  dieser  Thatsache  hat  einen  der  gewaltigsten  Fort- 
schritte in  unserer  Wissenschaft  und  der  Naturbetrachtung  überhaupt 
bewirkt,  worauf  wir  später  noch  zurückkommen  werden . 

Es  fragt  sich  nun,  wie  viel  dadurch  für  die  Einsicht  in  die  Natur 
der  Wärme  gewonnen  ist  ?  Je  nach  dem  Standpunkte :  alles  oder 
wenig.  Für  diejenigen  Naturforscher,  welche  in  dem  ganzen  Welt- 
getriebe nichts  anderes  sehen  als  stetige  Umwandlungen  von  Energieen 
in  einander,  enthält  der  Satz,  die  Wärme  ist  eine  Energie,  alles,  was 
zur  Erkenntniss  oder  Vorstellung  nöthig  ist.  Für  diejenigen  dagegen, 
welche  zwischen  der  Erscheinungs  w  e  1 1  und  den  Erscheinungen  darin 
unterscheiden,  ist  die  Frage  noch  nicht  befriedigend  gelöst.  Zunächst 
handelt  es  sich  um  den  Träger  der  Erscheinung.  In  dieser  Hinsicht 
ist  zu  bemerken,  dass  wir  einstweilen  noch  zwischen  zwei  Arten  von 
Trägern  für  Erscheinungen  unterscheiden,  den  gewöhnlichen  Substanzen 
und  dem  Aether.  Ist  der  Träger  der  Energie  „Wärme"  Substanz  oder 
Aether?  Es  scheint,  als  ob  beides  in  Frage  kommt,  für  strahlende 
Wärme  sind  wir  nach  Analogie  der  Lichterscheinung  gewöhnt,  Aether 
als  Träger  anzunehmen,  für  die  geleitete  Wärme  Substanz.  Es  ist 
aber  zu  bemerken,  dass  Vorgänge  im  Aether  selbst  unseren  Sinnen 
nicht  zugänglich  scheinen,  dass  sie  für  uns  erst  bemerkbar  werden,  wenn 
sie  aus  dem  reinen  Aether  in  die  Körper  gelangen.  Dadurch  ist  jedoch 
nicht  ausgeschlossen,  dass  der  Träger  auch  dann  noch  der  Aether  bleibt; 
in  der  That  wird  dieses  ja  beispielsweise  in  der  Wellenlehre  des  Lichtes 
vom  Träger  des  Lichtes  angenommen.  Die  Substanz  hat  dann  nur 
auf  den  Vorgang  im  Träger  einen  Einfluss  oder  die  Substanz  wird 
vom  Träger  durch  den  in  ihm  stattfindenden  Vorgang  in  Mitleiden- 
schaft gezogen,  und  dadurch  kommt  der  Vorgang  für  uns  zur  Wahr- 
nehmung und  gewinnt  es  den  Anschein,  als  ob  die  Substanz  selbst 
der  Träger  ist.  Wäre  für  uns  ein  Vorgang  in  reinem  Aether  auffass- 
bar, so  könnte  hiernach  für  die  Sinne  dieser  Vorgang  von  dem  in  der 
Substanz  stattfindenden  durchaus  verschieden  sein.  Dieses  wird  in 
der  That  angenommen.  Indessen  hat  gerade  die  Wärme  einen  so  auf- 
fallenden Einfluss  auf  die  Substanz  selbst  und  ist  anscheinend  so  innig 
mit  Substanz  verknüpft,  dass  man  es  fast  als  selbstverständlich  be- 
handelt, dass  sie  an  Substanz  gebunden  ist,  wo  sie  auf  Substanz  ein- 
wirkt und  nicht  an  den  Aether,  selbst  nicht  in  dem  Falle,  wo  sie,  wie 
bei  der  strahlenden  Wärme,  aus  dem  Aether  in  die  Substanz  gelangt. 
Wiewohl  Beweise  hierfür  nicht  vorhanden  sind,  und  es  vielmehr  der 
überall  erstrebenswerthen  Einfachheit  der  Annahmen  entsprechen 
würde,  lieber  den  Aether  allein  zum  Träger  der  Wärmeerscheinungen 
zu  machen,  hat  sich  dieses  doch  nicht  als  zweckmässig  erwiesen.  Da 
wir  jedoch  den  Aether  weniger  und  weniger  zu  entbehren  im  Stande 
sind,  ist  es  wohl  möglich,  dass  schliesslich  auch  die  Wärmeerscheinun- 
gen auf  ihn  als  den  eigentlichen  Träger  werden  zurückgeführt  werden. 
Einstweilen  gehen  wir  von  dem  Grundsatze  aus,  dass,  wo 
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Wärme  in  und  von  Substanz  wirkt,  die  Substanz  ihr 
Träger  ist,  dass  jedoch  diese  Substanz  vermöge  der  Wärme- 
erscheinung auf  den  Aether  wirken  und  in  ihm  einen  Vor- 
gang hervorrufen  kann,  der,  fortgepflanzt  und  auf  an- 
dere Substanz  übertragen,  dort  wieder  als  Wärme  zum 
Vorschein  kommen  kann. 

Eine  zweite  Frage  knüpft  sich  an  die  Art  der  Energie,  welche  als 
Wärme  aufgefasst  wird.  Dass  eine  solche  Frage  überhaupt  gestellt 
werden  darf,  hat  seinen  Grund  darin,  dass  jede  Energie,  wie  die  Er- 
fahrung gelehrt  hat,  in  andere  Energie  verwandelbar  ist,  beispielsweise 
Wärme  in  Energie  des  mechanischen  Druckes,  in  chemische  Energie, 
elektrische  u.  s.  f.  Die  Vermuthung  liegt  nahe,  dass  am  Ende  alle 
Energie  überhaupt  nur  eine  Energie  ist  in  verschiedener  Erscheinung ; 
und  eigentlich  sträubt  sich  der  Menschenverstand  dagegen,  anzunehmen, 
dass  wirklich  Verschiedenartiges  in  einander  verwandelt  werden  kann. 
Zuwider  läuft  es  dem  Menschenverstände  nicht,  und  was  neuerdings 
einer  unserer  grössten  Chemiker  hervorgehoben  hat,  dass,  wenn  Ele- 
mente einen  neuen  Körper  zusammensetzen,  es  durchaus  nicht  gesagt 
ist,  dass  in  dem  Körper  die  Elemente  unversehrt  (das  heisst  mit  allen 
ihren  Eigenschaften)  vorhanden  sind  und  nicht  vielmehr  sich  eben  in 
den  Körper  verwandelt  haben,  ist  als  durchaus  richtig  anzuerkennen. 
Nur  hilft  uns  das  nichts,  denn  die  Natur  wird  uns  dadurch  nicht  ver- 
ständlicher, und  das  andere  Verfahren  hat  wenigstens  den  Vortheil, 
eine  bequeme  und  mnemotechnisch  sehr  vortheilhafte  Ausdrucks  weise 
an  die  Hand  zu  geben.  Vielleicht  ist  es  auch  weniger  unver- 
ständlich, wenn  man  annimmt,  alle  Energieen  sind  qualitativ 
nur  von  einer  Art,  daher  für  die  Erscheinung,  in  der  sie 
spielen,  nach  der  Quantität  und  Form  verschieden,  und  die 
Umwandlungen  der  Energieen  in  einander  sind  Umwand- 
lungen in  der  Quantität  und  Form  (was  uns  ganz  verständ- 
lich scheint),  als  wenn  man  ganz  unzusammenhängende 
Arten  von  Energieen  annimmt  und  diese  sich  in  einander 
umwandeln  lässt.  Vorsichtshalber  ist  noch  Verschiedenheit  der 
Form  zugelassen  neben  der  der  Quantität;  was  diese  Verschiedenheit 
aber  bedeuten  möchte  ohne  Verschiedenheit  der  Art,  kann  leicht  in 
einem  Beispiele  gezeigt  werden,  während  es  in  Worte  schwer  zu  fassen 
ist.  Alle  Bewegung  ist  nur  einer  Art,  denn  für  alle  gelten  genau  die 
nämlichen  Gesetze,  und  alle  bestehen  in  Orts  Veränderungen.  Aber  die 
Bewegung  eines  Pendels  ist  von  der  einer  fortgeschleuderten  Kugel 
der  Form  nach  verschieden,  ebenso  die  Schallbewegung  von  der 
Wellenbewegung  im  Meere  oder  von  der  Fallbewegung  eines  Kör- 
pers u.  s,  f.  So  können  wir  von  allen  Energieen  der  Bewegung  als 
der  Art  nach  gleich,  aber  je  nachdem  es  die  Energie  einer  Pendel-, 
Schall-,  Wellen-,  Fallbewegung  u.  s.  f.  ist,  der  Form  nach  verschieden 
sprechen,  wiewolil  alle  denselben  Ausdruck  haben. 
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Noch  eines  dürfte  vielleicht  nicht  ohne  Bedeutung  sein :  Geht  man 
von  der  Annahme  verschiedenartiger  Energieen  aus,  dann  ist  es  eigent- 
lich schwer  zu  verstehen,  warum  die  Naturerscheinungen  für  uns  so 
immens  complicirt  sind,  wenn  man  nicht  zugleich  eine  grosse  Zahl  solcher 
verschiedenartigen  Energieen  voraussetzt.  Das  hat  offenbar  hier  seine 
Schwierigkeiten,  dagegen  nicht  in  der  ersten  Annahme,  denn  Quanti- 
Uten  gehen  stetig  in  einander  über,  und  selbst  verschiedene  Formen 
thun  es,  und  dadurch  bildet  sich  die  Vielheit  ganz  von  selbst.  Ich 
glaube  hiernach,  dass  der  Wunsch  der  Mehrzahl  der  Facbgenossen,  die 
Vielartigkeit  möglichst  einzuschränken,  durchaus  berechtigt  ist. 

Nunmehr  stellt  sich  die  Frage  so:  Kann  man  annehmen, 
dass  die  Energie  „Wärmo**  der  Art  nach  mit  einer  der 
anderen  bekannten  Energieenidentisch  ist?  Die  Frage  ist 
lange  Zeit  hindurch  mit  grosser  Zuversicht  bejahend  beantwortet 
worden,  man  hat  auch  die  Energie  angegeben,  mit  der  sie  identisch 
sein  soll,  nämlich  die  Energie  der  Bewegung.  Die  Energie  Wärme 
soll  also  Bewegungsenergie  sein.  Diese  Annahme  kann  aber 
nur  in  Verbindung  mit  einer  anderen  bestehen ,  welche  indess  schon 
lange  von  Physikern  und  Chemikern  gemacht  worden  ist,  und  in 
manchen  Gebieten  der  Physik  und  in  der  Chemie  fast  axiomatisch  be- 
handelt wird,  nämlich  derjenigen,  dass  Körper  aus  einzelnen  Individuen, 
Molekel  nennt  man  sie,  zusammengesetzt  sind. 

Wärme  soll  Bewegungsenergie   dieser  Molekel  sein.     In' 
jedem  Körper,  der  Wärme  hat,  sollen  sich   also  die  Molekel 
bewegen,   die  Energie   dieser   Bewegung   ist  die  Wärme, 
ihr  Maass  das  Maass  der  Wärme. 

Es  handelt  sich  noch  um  die  Form  der  Bewegung.  Die  Molekel 
können  hin-  und  berfliegen,  fortschreitende  Bewegung  haben,  oder 
schwingen,  oder  sich  abwechselnd  zusammenziehen  und  ausdehnen 
(pnlsiren)  oder  in  ihrer  Masse  selbst  vibriren,  indem  sie  ihrerseits  aus 
noch  kleineren  Individuen  zusammengesetzt  sind,  aus  Atomen,  die 
Bewegungen  aufweisen.  Die  Energie  welcher  dieser  Bewegungen 
kann  als  Wärme  angesehen  werden  ?  Diese  Frage  lässt  sich  im  gegen- 
wärtigen Stande  der  Wissenschaft  nicht  beantworten,  früher  nahm 
man  allein  die  fortschreitende  Bewegung  der  Molekel  als  Ganzes  in 
Anspruch.  Es  scheint  nicht,  dass  das  allgemein  zulässig  ist,  doch 
werde  ich  auf  diese  Angelegenheit  später  zurückkommen.  Einstweilen 
genügt  das  Vorstehende. 

Mit  Hülfe  der  Anschauung  von  der  Wärme  als  Bewegungsenergie 
der  Molekel  hat  man  eine  sogenannte  kinetische  Theorie  der 
Wärme  aufgebaut,  und  namentlich  bei  den  Wärmevorgängen  in  Gasen, 
Dämpfen  und  Flüssigkeiten  zum  Theil  glänzende  Erfolge  erzielt. 
Clausius,  Maxwell  und  Boltzmann  sind  die  genialen  Forscher, 
denen  wir  fast  alles  in  dieser  Theorie  Errungene  zu  verdanken  haben. 
Neuerdings  ist  diese  Theorie  etwas  in  Miscredit  gerathen;  einerseits 
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hat  man  bemerkt,  dass  ihre  Rechnungsgrundlagen  stark  discutabel  sind, 
andererseits  scheint  sie  nicht  das  erfüllt  zu  haben,  was  man  von  ihr 
erwartete;  namentlich  der  Umstand,  dass  noch  kein  Versuch  hat  ge- 
machtwerden können,  die  starren  Körper  in  diese  Theorie  einzubeziehen, 
hat  ihr  viel  Abbruch  gethan.  Indess  ist  nicht  zu  vergessen,  dass  — 
aus  Gründen,  die  der  Leser  noch  kennen  lernen  wird  —  die  Theorie  un- 
gemein complicirt  ist.  Es  ist  zum  Theil  sogar  erstaunlich,  wie  man  mit 
so  schwierigen  Rechnungen,  wie  sie  diese  Theorie  erfordert,  so  viele 
und  auffallende  Ergebnisse  hat  erzielen  können.  Es  kommt  noch  dazu, 
dass  wir  gar  keinen  anderen  Weg  sehen,  hinsichtlich  gewisser  Fragen 
ohne  diese  Theorie  zu  irgend  einer  Aufklärung  zu  gelangen,  und  so 
hat  dieselbe  auch  noch  eine  eminent  praktische  Bedeutung. 

4.     Wärmeäquivalent. 

Wir  haben  bis  jetzt  die  Wärme  für  sich  betrachtet  und  gesehen, 
dass  sie,  auch  abgesehen  von  allen  Hypothesen  über  ihre  Art,  jeden- 
falls Energie  ist.  Da  alle  Energieen  in  einander  umwandelbar  sind, 
ist  auch  Wärme  in  jede  andere  Energie  verwandelbar.  Man  ist  über- 
eingekommen, der  Quantität  nach  alle  Energie  durch  eine  Energie  zu 
messen,  die  man  aus  der  Mechanik  entnommen  hat.  Conventionell 
wurde  hierfür  früher  die  Energie  benutzt,  mit  welcher  ein  Gewicht  beim 
'Herabfallen  aus  bestimmter  Höhe  in  Folge  der  Schwerkraft  am  Boden 
anlangt;  genauer  und  in  bestimmten  Einheiten  angegeben,  die  Energie, 
welche  ein  Gramm  beim  Aufschlagen  auf  eine  in  der  Höhe  der  all- 
gemeinen Meeresfläche  liegende  Stelle  unter  45^  Breite  hat,  wenn  es 
aus  der  Höhe  von  einem  Centimeter  herabfällt  und  durch  luftleeren 
Raum  fährt.  Offenbar  handelt  es  sich  dabei  um  Energie  in  Folge  der 
Anziehungskraft  der  Erde  auf  den  Körper  und  des  Körpers  auf  die 
Erde.  In  solcher  Einheit  kann  man  in  der  That  die  Energie  Wärme 
messen.  Julius  Robert  Mayer  hat  das  zuerst  gethan.  Nimmt 
man  nämlich  diejenige  Quantität  Wärme,  welche  durch  Abkühlung  von 
lg  Wasser  von  l^C.  auf  O^C.  gewonnen  werden  kann,  so  hat  man 
nahezu  eben  so  viel  Energie,  als  42  500  der  vorstehend  angegebenen 
Einheiten  ausmachen,  also  als  eine  Masse  von  42  500g  beim  Auf- 
schlagen auf  den  Erdboden  hat,  wenn  sie  unter  den  angegebenen  Um- 
ständen aus  der  Höhe  1  cm  herabfällt  oder  als  1  g  hat ,  wenn  es  von 
425m  Höhe  herabfällt  (der  erstere  Ausdruck  ist  besser).  Julius 
Robert  Mayer  hat  diese  genaue  Zahl  nicht  ermittelt,  sondern  eine 
davon  stark  abweichende  berechnet,  aber  die  geniale  That  bestand 
eben  darin,  dass  er  den  Weg  hierzu  fand.  Joule  hat  durch  sorg- 
fältige Experimente  jene  Zahl  wirklich  bestimmt ;  man  schmälert  sein 
Verdienst  nicht,  wenn  man  das  noch  grössere  J.  R.  May  er 's  hervor- 
hebt. Bekannt  ist  die  Zahl  als  das  mechanische  Wärmeäqui- 
valent. 
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Wissenschaftlich  ist  es  zweckmässiger,  sie  in  Einheiten  aus- 
zudräcken,  weiche  allgemein  in  der  Physik  Anwendung  finden,  also  in 
sogenannten  „absoluten  Einheiten".  Hierfür  dienen  nunmehr  Centi- 
meter,  Gramm,  Secunde  (cm,  g,  s)^),  und  die  Umrechnung  nach  be- 
kannten Principien  ergiebt  für  das  mechanische  Wärmeäquivalent, 
das  mit  J  bezeichnet  werden  soll : 


J=  42  200000^ 


cm^ 


Bekanntlich  heisst  die  Wärmemenge,  welche  durch  Abkühlung  von 
lg  Wasser  von  l^C.  auf  O^C.  gewonnen  wird,  eine  Gramm -Calorie 
(g-Calorie). 

Eine  Grammcalorie  Wärme  ist  also  42,2  Millionen 
Arbeitseinheiten  (Ergs). 

Ebenso  viel  Energie  ist  selbstverständlich  die  Wärme,  deren  es 
bedarf,  um  1  g  Wasser  von  O^C.  auf  l^C.  zu  erwärmen. 

Hiernach  ist  man  stets  in  der  Lage,  Wärmemengen  in  absolute 
Einheiten,  in  Ergs,  umzurechnen;  man  vergleicht  sie  zunächst  mit  der 
Wärme  lg- Calorie  und  multiplicirt  die  Zahl  mit  der  obigen  Zahl  J*. 
Umgekehrt  erhält  man  Zahlen,  die  in  absoluten  Arbeitseinheiten,  in 
Ergs,  ausgedrückt  sind,  iu  g-Calorien,  wenn  man  sie  durch  eT"  dividirt. 
Auf  diese  Weise  ist  es  ermöglicht,  Wärme  mit  allen  anderen  Energieen 
za  verbinden,  für  welche  ihre  Aequivalente  in  absoluten  Arbeitsein- 
heiten gleichfalls  bekannt  sind,  sie  also  mit  diesen  in  mathematische 
Formeln  zusammenzustellen.  Hier  werden  wir  es  nur  noch  mit  mecha- 
nischen Energieen  zu  thun  haben. 

5.     Specifische  Wärme  und  Temperatur. 

Die  Wärme,  Körpern  mitgetheilt,  macht  sie  wärmer,  verleiht  ihnen 
eine  höhere  Temperatur  für  das  Gefühl,  wie  man  sagt*  Indessen  wäre 
die  Annahme,  dass  man  Temperaturen  wie  Wärme  messen  kann,  jeden- 
falls unrichtig,  denn  die  einfachsten  Erfahrungen  zeigen  schon,  dass 
dieselbe  Wärmemenge,  verschiedenen  Körpern  zugeführt,  ganz  ver- 
schiedene Temperaturerhöhung  für  das  Gefühl  herbeiführen  kann;  ja 
bei  einem  und  demselben  Körper  kann  die  Temperaturerhöhung  ver- 
schieden ausfallen,  je  nach  dem  Zustande,  in  dem  er  sich  befindet, 
manchmal  tritt  überhaupt  keine  Temperaturerhöhung  ein,  wenn  man 
dem  Körper  Wärme  zuführt.  Wärmezufuhr,  Erwärmung,  ist  also  zu- 
nächst nicht  immer  gleichbedeutend  mit  Temperaturerhöhung,  und  je 
nach  den  Verhältnissen  von  ganz  verschiedener  Bedeutung.  Tempe- 
raturerhöhung hängt  durchaus  von  den  Körpern  selbst  ab  und  von 
ihrem  Zustande,  und  ausserdem  von  der  Wärmezufuhr.     Ist  die  zu- 


*)  In   der   Physik   hat   sich   dafür    das   kürzere   Symbol   (c,  g,  s)   ein- 
gebürgert, amtlich  ist  aber  die  Bezeichnung  für  Gentimeter  cm,  nicht  c. 
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geführte  Wärme  ^  Q  und  die  Temperaturerhöhung  ^  -O",  so  kann  man 
zwar  immer  setzen 

aber  a  ist  nicht  constant,  sondern  von  Körper  zu  Körper  und  bei  dem- 
selben Körper  von  Zustand  zu  Zustand  verschieden,  manchmal  sogar  0. 

Man  nennt  dasEeciproke  von  a,  also  —  =  c  die  specifische  Wärme 

des  Körpers  in  dem  betreffenden  Zustande.  Da  übrigens  die  Erwär- 
mung naturgemäss  um  so  kleiner  sein  muss,  je  grösser  der  durch  eine 
bestimmte  Menge  Wärme  zu  erwärmende  Körper  ist,  so  hat  die 
Grösse  c  nur  eine  bestimmte  Bedeutung,  wenn  alles  auf  gleiche  Ver- 
hältnisse, Massen  oder  Volumina  bezogen  wird.  Gewöhnlich  be- 
zeichnet man  diejenige  Wärme,  welche  bei  einer  Massen-  oder 
Volumeneinheit  (1  g  oder  1  ccm)  der  Substanz  erforderlich  ist,  um  ihre 
Temperatur  um  eine  Einheit  zu  erhöhen,  als  die  specifische  Wärme 
des  Körpers  in  dem  betreffenden  Zustande. 

Aber  was  ist  nun  eine  Einheit  der  Temperatur?  Das  Gefühl  giebt 
uns,  wie  schon  gesagt,  keine  Möglichkeit,  Erwärmungen  zu  messen. 
Es  bedarf  also  anderer  Mittel.  Diese  werden  durch  die  Thermometer 
geboten;  aber  diese  wieder  sind  offenbar  ganz  willkürlich  eingerichtet, 
wie  schon  aus  der  Thatsache  hervorgeht,  dass  es  davon  drei,  eigent- 
lich sogar  unzählig  viele  giebt.  Die  kinetische  Theorie  der  Wärme 
geht  von  vornherein  von  der  Annahme  aus,  dass  die  Temperatur 
eines  Körpers  stets  in  einer  und  derselben  Weise  der  Be- 
wegungsenergie der  kleinsten  Theilchen  der  Körper  propor- 
tional ist.  Da  diese  Energie  aber  die  fühlbare  Wärme  selbst  sein 
soll,  die  der  Körper  hat,  so  würde  hiernach  die  Temperatur 
eines  Körpers  stets  in  einer  und  derselben  Weise  seinem 
Wärmeinhalte  proportional  sein.  Dieser  Proportionalitäts- 
factor  wäre  die  absolute  specifische  Wärme  des  Körpers. 

Hier  scheint  ein  Widerspruch  gegen  das  vorher  Angegebene  zu 
sein,  da  trotz  Wärmezufuhr  unter  Umständen  gar  keine  Tempe- 
raturerhöhung eintreten  soll.  Der  Widerspruch  ist  nur  scheinbar. 
Wir  müssen  schliessen,  dass  in  diesem  Falle  in  der  That  durch  die 
Wärmezufuhr  keine  Erhöhung  der  Bewegungsenergie  der  Molekel 
bewirkt  wird,  also  keine  Vermehrung  der  fühlbaren  Wärme.  Die 
Wärme  geht  aber  trotzdem,  was  sie  ja  auch  nicht  kann,  nicht  einfach 
verloren,  sie  thut  nur  etwas  anderes,  als  die  fühlbare  Wärme  des  Körpers 
vermehren.  Die  Erfahrung  giebt  hierüber  unzweideutigste  Auskunft 
In  der  That  verursacht  die  Zufuhr  von  Wärme  fast  immer  noch  irgend 
etwas  anderes  als  Vermehrung  der  Bewegungsenergie  der  Molekel,  sie 
dehnt  die  Körper  aus  oder  lässt  sie  sich  zusammenziehen,  sie  ver- 
dampft, schmilzt,  sublimirt  sie,  ändert  ihre  chemische  Constitution,  ihr 
elektrisches,  magnetisches,  optisches  Verhalten  u.  s.  f.  Kürzer  aus- 
gedrückt, die  Energie  Wärme,  Körpern  zugeführt,  erscheint  in  diesen 
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nicht  immer  als  Energie  Wärme,  sondern  auch  in  anderen  Energie- 
arten, als  mechanische,  chemische,  elektrische,  magnetische,  optische 
Arheit.  Der  Theil,  der  zur  Vermehrung  der  Bewegungs- 
energie der  Molekel  dient  (der  fühlbaren  Wärme),  bewirkt 
Temperaturerhöhung,  der  andereTheil  irgend  etwas  anderes, 
was  mit  Wärme  an  sich  gar  keine  Aehnlichkeit  zu  haben 
braucht.  Ganz  Gleiches  gilt  von  Wärmeentziehung,  nicht  alle  ent- 
zogene Wärme  ist  der  Bewegungsenergie  entzogen,  ein  Theil  stammt 
aus  anderen  Energieen,  indem  Zusammenziehen,  Gefrieren,  Conden- 
siren  u.  s.  f.  eingetreten  ist ;  als  Temperaturemiedrigung  erscheint  nur 
der  Theil,  der  der  Energie  der  Molekularbewegung  verloren  gegangen 
ist.     So  löst  sich  der  Widerspruch  vollständig;  die  Gleichung 

A)     Temperatur  =  C  X  Wärmeinhalt 

hat  nur  einen  Sinn  für  die  als  Bewegungsenergie  der  Molekel  vor- 
handene Wärme.  Das  ist  freilich  alles  nur  Hypothese,  oder  besser 
gesagt,  es  ist  nichts  weiter  als  Definition ;  Werth  gewinnt  es  erst,  wenn 
man  es  zu  anderen  Erscheinungen  in  Beziehung  setzen  kann. 

Ich  nenne  die  obige  Festsetzung  für  die  Temperatur  die  thermo- 
kinetische  Definition;  Messungen  nach  derselben  geschehen  in  der 
thermo kinetischen  Temperaturscala.  Später  werden  wir 
noch  eine  andere,  eine  thermodynamische  Definition  und  eine  thermo - 
dynamische  Temperaturscala  kennen  lernen.  Die  gewöhnlichen 
Messungen  der  Temperatur  mittelst  der  Thermometer  geschehen  gemäss 
einer  conventioneilen  Definition  und  nach  einer  conventionellen 
Temperaturscala,  so  dass  wir  es  im  Ganzen  mit  drei  Temperatur- 
Bcalen  zu  thun  haben.  Bei  den  Gasen  kann  man  glücklicherweise  alle 
drei  zu  einander  in  Beziehung ,  wenigstens  in  angenähert  richtige, 
setzen,  was  später  zu  untersuchen  sein  wird. 

Einstweilen  ist,  um  nicht  den  Begriff  der  Temperaturmessung 
ganz  unentschieden  zu  lassen.  Einiges  über  die  conventionelle 
Temperaturscala  zu  sagen.  Sie  wird,  wie  bemerkt,  den  üblichen 
Thermometern  entnommen.  An  jedem  Thermometer  werden  zwei 
Temperaturen  bestimmt  benannt  und  mit  Ziffern  bezeichnet,  deren 
Wahl  natürlich  willkürlich  ist,  so  die  Temperatur,  welche  schmelzen- 
dem Eis  zukommt,  mit  „Eispunkt"  benannt  und  mit  0  am  Celsius-  und 
Reaumurthermometer ,  mit  32  am  Fahrenheitthermometer  bezeichnet, 
die,  welche  unter  normalem  Druck  siedendes  Wasser  hat,  mit  „Siede- 
punkt" benannt  und  mit  100  am  Celsius-,  mit  80  am  Reaumur-,  mit 
212  am  Fahrenheitthermometer  bezeichnet.  Innerhalb  des  Tempe- 
raturintervalls zwischen  der  Temperatur  des  schmelzenden  Eises  und 
der  des  unter  normalem  Drucke  siedenden  Wassers  theilt  man  die 
Therm ometerscala  nach  gleichen  Stufen,  am  Celsiusthermometer  in  100, 
am  Reaumurthermometer  in  80,  am  Fahrenheitthermometer  in  180 
Theile,  und   setzt  diese  Theilung  unter  0   (bezw.  32)   und   über  100, 
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bezw.  80,  bezw.  212  fort.  Jeden  Theil  nennt  man  einen  Tempe- 
raturgrad. So  sind  Körper,  deren  Temperatur,  mit  einem  der 
beiden  ersten  Thermameler  gemessen,  58,  mit  dem  dritten  Thermometer 
gemessen  90  Grad  beträgt,  um  je  58  Temperaturgrade  der  betreffenden 
Scala  wärmer  als  schmelzendes  Eis;  sie  sind  dann  selbstverständlich 
verschieden  warm.  Die  Verschiedenheit  zwischen  den  Stufen  der  drei 
Thermometer  ist,  wie  man  sieht,  rein  rechnerisch;  auf  einen  Grad  des 
Celsiusthermometers  bezogen  ist  ein  GradReaumur  V41  ein  Grad  Fahren- 
heit  V9  davon.  Es  ist  also  an  sich  gleichgültig,  mit  welchem  Thermo- 
meter man  misst,  nur  muss  man  es  angeben,  um  Irrthümer  zu  vermeiden. 
Es  kommt  aber  noch  etwas  anderes  dazu,  was  nicht  mehr  rein 
rechnerisch  behandelt  werden  kann.  Misst  man  nämlich  mit  zwei 
Thermometern  gleicher  Theilung,  etwa  mit  zwei  Celsiusthermometern, 
so  findet  man  für  die  Temperatur  eines  und  desselben  Körpers  selten 
übereinstimmende  Zahlen.  Nur  bei  den  sogenannten  Fixpunkten 
(00  und  100«  bezw.  0^  und  80^  bezw.  320  und  21 2«)  müssen  die  Ther- 
mometer (abgesehen  selbstverständlich  von  Fabrikationsfehlern)  in 
ihren  Angaben  übereinstimmen,  weil  diese  Fixpunkte  unabhängig  von 
ihn^n  ermittelt  sind,  die  Theilung  dazwischen  giebt  aber  bei  ver- 
schiedenen Thermometern  in  der  Regel  verschiedene  Temperaturstufen, 
wenn  sie  auch  gleich  viele  solche  Stufen  enthalten.  Erst  können  sie 
bei  einem  Thermometer  grösser  sein,  dann  kleiner,  dann  vielleicht 
wieder  grösser  u.  s.  f.  als  bei  einem  anderen.  Für  den  ganzen  Ab- 
schnitt zwischen  den  Fixpunkten  gleichen  sich  die  Verschiedenheiten 
aus,  innerhalb  des  Abschnittes  können  sie  nicht  unbedeutend  sein. 
Noch  grössere  Verschiedenheiten  treten  auf,  wenn  man  nach  beiden 
Seiten  des  Abschnittes  hinausgeht.  Das  liegt  an  der  Substanz,  welche 
die  Temperaturmessung  mit  unseren  Thermometern  ermöglicht,  da  selbst 
gleichbenannte  Substanzen  (z.  B.  zwei  Stücke  „Glas")  nicht  immer 
auch  gleiche  physikalische  Eigenschaften  haben.  Die  Nichtbeachtung 
dieses  Umstandes  hat  eine  grosse  Zahl  der  mühsamsten,  und  sonst 
ungemein  werthvollen  Untersuchungen  so  erheblich  geschädigt,  dass 
sie  gegenwärtig  kaum  Verwendung  finden  können.  Man  hat  sich 
darum  in  der  Wissenschaft  allmählich  dahin  geeinigt,  dass  die  Scala 
nur  eines  Thermometers  allen  thermometrischen  Messungen  zu  Grunde 
zu  legen  sei.  Für  Messungen  zwischen  0°  und  100^  ist  ein  solches 
Thermometer  mit  Wasserstofffüllung  in  dem  internationalen  Bureau 
für  Maass  und  Gewicht  im  Pavillon  Breteuil  zu  Sevres  bei  Paris  con- 
struirt,  und  wird  daselbst  bewahrt.  Die  Scala  dieses  Thermometers 
heisst  die  internationale  Temperaturscala.  Mit  dieser  Scala  werden 
die  anderen  Scalen  verglichen,  und  in  Deutschland  ist  es  jedem  Forscher 
möglich,  durch  die  beiden,  für  physikalische  Messungen  überhaupt  vor- 
handenen Reichsbehörden,  die  Kaiserliche  Normal-Aichungscommission 
in  Berlin  und  die  Physikalisch-Technische  Reichsanstalt  in  Charlotten- 
burg,  Thermometer  zu   beziehen,  deren  Scalenangaben  auf  Angaben 
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dieser  internationalen  Scala  umgerechnet  sind.  Die  zweitgenannte 
Behörde  giebt  auch  Thermometer  mit  beglaubigten  Angaben  ausser- 
halb des  Hauptabschnittes  zwischen  den  beiden  Fixpunkten  aus. 
Gegenwärtig  kann  man  solche  Thermometer  sogar  von  den  meisten 
Fabrikanten  Deutschlands  unmittelbar  beziehen.  Dadurch  ist  die 
Einheitlichkeit  der  Temperaturmessung  nach  der  conventionellen  Scala 
gewährleistet.  Temperaturangaben  nach  einem  Luftthermometer,  wie 
solche  früher  sehr  üblich  gewesen  sind,  weichen  von  denen  des  inter- 
nationalen Thermometers  im  Allgemeinen  nur  wenig  ab. 

6.     Absoluter  Nullpunkt  der  Temperatur. 

An  den  wichtigsten  Thermometerscalen  ist  ein  Punkt,  der  Eispunkt, 
mit  0®  bezeichnet;  ich  brauche  dem  Leser  nicht  zu  sagen,  dass  das  will- 
kürlich ist  und  nicht  etwa  heisst,  schmelzendes  Eis  hätte  keine  Wärme 
mehr,  Eis  kann  ja  noch  kälter  werden.  Allein  die  Frage  ist  nicht 
unberechtigt,  ob  es  nicht  einen  absoluten  Nullpunkt  der  Temperatur 
giebt.  "Wie  sich  diese  Frage  bei  der  thermodynamischen  Definition 
der  Temperatur  erledigt,  werden  wir  später  sehen.  Bei  der  thermo- 
kinetischen  ist  sie  leicht  zu  discutiren.  Die  Gleichung  Temperatur  = 
C  X  Wärmeinhalt  zeigt,  dass  für  den  absoluten  Nullpunkt  der  Wärme- 
inhalt Null  ist.  Nun  soll  der  Wärmeinhalt  der  Energie  der  Molekular- 
bewegung gleich  sein;  also  ist,  thermokinetisch  bestimmt,  ein  Körper 
auf  den  absoluten  Nullpunkt  der  Temperatur  gelangt,  wenn  seine 
Molekel  völlig  bewegungslos  geworden  sind.  Die  Schwierigkeiten,  die 
hieraus  für  die  thermokinetische  Definition  der  Temperatur  entstehen, 
sind  bedeutend,  sie  gelten,  wie  sich  zeigen  wird,  ebenso  für  die  thermo- 
dynamische.  Wir  wollen  sie  hier  noch  nicht  discutiren.  Eines  ist 
klar,  in  der  Natur  kann  es  keinen  Körper  geben,  dessen  Temperatur 
absolut  Null  ist,  denn  vermöge  der  Eigenschaft,  dass  Wärme  immer 
von  selbst  schon  von  wärmeren  zu  kälteren  Körpern  übergeht,  wird 
ein  solcher  Körper,  hat  er  überhaupt  je  existirt,  immer  nur  einen 
Moment  absolut  kalt  gewesen  sein,  denn  sofort  muss  ihm  von  allen 
Seiten  Wärme  zuströmen.  Anders  stellt  sich  die  Angelegenheit,  wenn 
man  fragt,  ob  wir  nicht  die  Mittel  besitzen,  warme  Körper  bis  zum 
absoluten  Nullpunkt  abzukühlen.  Bekanntlich  ist  man  jetzt  bereits 
zu  sehr  tiefen  Temperaturen  gelangt,  ja  es  fehlen  —  wenn  es  mit 
gewissen  Rechnungen,  die  bald  vorzuführen  sind,  seine  Richtigkeit 
hat  —  kaum  noch  40  Grad  des  nach  Celsius  getheilten  Thermometers, 
um  den  absoluten  Nullpunkt  zu  erreichen.  Also  sind  wir  dem  Ziele 
ziemlich  nahe,  und  es  hat  auch  für  uns  Interesse,  denn  nach  der  kine- 
tischen Theorie  können  wir  uns  kaum  vorstellen,  wie  ein  Körper,  mit 
dem  wir  dieses  Ziel  erreicht  haben,  eigentlich  beschaffen  ist.  Können 
wir  zu  diesem  anscheinend  so  nahen  Ziele  gelangen?  Diese  Antwort 
wird  kaum  anders  lauten  können  als  Nein!     Praktisch  handelt  es  sich 
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darum,  ob  man  alle  Wärme,  die  ein  Körper  hat,  ihm  entziehen  und  zu 
etwas  anderem  verwenden  kann;  offenbar  hätte  man,  wenn  dieses  ge- 
lingen sollte,  von  der  Wärme  eines  Körpers  den  grössten  überhaupt 
erreichbaren  Effect  erzielt.  Ist  dieses  nun  an  sich  nicht  möglich 
oder  nur  uns  nicht  möglich?  Die  Ansicht  eines  der  grössten  Physiker, 
J.  C.  Maxwell's,  ging  anscheinend  dahin,  dass  dieses  an  sich  möglich, 
nur  uns  unmöglich  sei.  Das  Beispiel,  das  er  für  einen  solchen  Fall 
gab,  ein  Körper,  dessen  Molekel  einzeln  von  Dämonen  (das  heisst 
eigentlich  von  irgend  welchen  feinen  Einrichtungen)  in  ihrer  Bewegung 
aufgehalten  und  festgehalten  werden,  ist  seiner  Zeit  viel  besprochen 
und  auch  scharf  kritisirt  worden.  Gegenwärtig  aber  dürfte  es  nicht 
viele  Physiker  geben,  die  nicht  seiner  Ansicht  sind,  dass  es  sich  — 
wissen  wir  überhaupt  alles  von  der  Wärme  —  nur  um  eine  Unmöglich- 
keit für  uns,  aus  der  Erfahrung,  handelt. 


7.    Wärme  und  andere  Naturerscheinungen,  Definitionen. 

Wie  bemerkt,  wandelt  sich  Wärme  in  jede  andere  Art  Energie 
um  und  wird  von  jeder  anderen  Art  Energie  hervorgebracht.  Die 
Wärme  ruft  in  Folge  dessen  alle  möglichen  Erscheinungen  hervor  und 
wird  von  allen  möglichen  Erscheinungen  hervorgerufen.  Erwärmt 
man  ein  Gas,  so  dehnt  es  sich  aus,  kühlt  man  es  ab,  so  zieht  es  sich 
zusammen;  umgekehrt,  comprimirt  man  ein  Gas,  so  erwärmt  es  sich, 
dehnt  man  es  aus,  so  kühlt  es  sich  ab.  Ist  ein  Gas  rings  von  starren 
Wänden  umschlossen,  so  dass  es  sich  nicht  ausdehnen  kann,  so  steigt 
sein  Druck  gegen  die  Wandung,  wenn  Wärme  zugeführt  wird  und 
fällt,  wenn  Wärme  entzogen  wird.  Entsprechendes  gilt  in  der  Regel 
auch  für  Flüssigkeiten  und  feste  Körper.  Allgemein  kann  man  sagen, 
Wärmezufuhr  lockert  das  Gefüge  der  Körper  und  erhöht  deren  Druck 
gegen  andere  Körper,  Wärmeentziehung  festigt  dieses  Gefüge  und  ver- 
ringert den  Druck.  Die  Thermodynamik  der  Gase  hat  es  ausser  mit 
der  Erwärmung  selbst  wesentlich  mit  diesen  Erscheinungen  zu  thun, 
Temperatur,  Druck  und  Volumen  sind  die  drei  Grössen,  um  die  es 
sich  in  der  Theorie  der  Gase  stets  handelt.  Doch  sind  es  selbstver- 
ständlich nicht  die  einzigen,  mit  denen  wir  uns  hier  zu  beschäftigen 
haben,  namentlich  die  kinetische  Theorie  der  Wärme  führt  uns  zum 
Studium  noch  vieler  anderer  Verhältnisse.  Der  Einfluss  der  Wärme 
auf  die  elektrischen,  magnetischen  und  optischen  Eigenschaften  ist  bis- 
her in  der  eigentlichen  Thermodynamik  nicht  behandelt.  Es  empfiehlt 
sich  auch,  hierin  Maass  zu  halten,  weil  sonst  das  Gebiet  der  Thermo- 
dynamik übermässig  sich  ausdehnen  und  fast  die  ganze  Physik  um- 
fassen würde. 

Zum  Schluss  dieser  Vorbetrachtung  sollen  noch  einige  Bezeich- 
nungen mitgetheilt  werden,  die  sich  als  sehr  bequem  für  die  Fassung 


Definitionen.  1 5 

mathematischer  Formeln  in  Worte  herausgestellt  haben.  Es  handelt 
sich  in  der  Thermodynamik  um  die  Vorgänge  in  Körpern. 

Die  Summe  von  physikalischen  Eigenschaften,  die  &in  Körper  in 
einem  Moment  hat  (z.  B.  Volumen,  Druck,  Ruhe,  Bewegung,  Tempe- 
ratur u.  s.  f.),  nennen  wir  seinen  Zustand  (Tropos). 

Aendert  sich  während  irgend  eines  Vorganges  der  Zustand  nicht, 
80  ist  der  Vorgang  für  den  betreffenden  Körper  ein  isotropischer 
Vorgang,  oder  ein  isotropischer  Process. 

Führt  der  Vorgang  den  Körper  durch  eine  Reihe  von  Verände- 
rungen seines  Zustandes  in  den  ursprünglichen  Zustand  zurück,  so  ist 
er  ein  Kr«isvorgang  oder  Kreisprocess. 

Ein  Vorgang  ist  reversibel  oder  umkehrbar,  wenn  der  Körper 
ihn  Schritt  für  Schritt  auch  rückwärts  durchlaufen  kann. 

Adiabatische  Vorgänge  sind  solche,  bei  denen  Wärme  dem 
Körper  weder  zugeführt  noch  entzogen  wird. 

Aendert  ein  Körper  während  eines  Vorganges  seine  Temperatur 
nicht,  so  ist  es  ein  isothermischer  Vorgang,  ändert  er  sein  Volu- 
men nicht,  so  haben  wir  einen  isometrischen  Vorgang.  Bleibt 
der  Druck  ungeändert,  so  handelt  es  sich  um  einen  isopiestischen 
(auch  isopyknen)  Vorgang. 

Weiteres  minder  Wichtige  wird  gelegentlich  hervorgehoben  werden. 
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Die  Grundlagen  der  Wärmelehre. 


8.    Zwei  VerflEihriingsarten. 

Unter  Grundlagen  einer  Wissenschaft  zur  mathematischen  Behand- 
lung ihres  Gegenstandes  versteht  man  gewisse  qualitative  und  quan- 
titative Angaben,  welche  sich  unterschiedslos  auf  alle  Verhältnisse 
des  Gegenstandes  beziehen,  oder  doch  wenigstens  auf  diejenigen,  welche 
der  Behandlung  unterliegen  sollen.  Diese  Angaben  müssen  selbstver- 
ständlich von  einander  unabhängig  und  so  gewählt  sein,  dass  sie  auch 
zur  beabsichtigten  Behandlung  hinreichen.  Der  Einfachheit  wegen 
wird  man  auch  wünschen,  nur  so  viele  Angaben  benutzen  zu  müssen, 
als  gerade  nothwendig  sind.  Es  stehen  dann  diese  Angaben  zu  der 
betreffenden  Lehre  in  einem  ähnlichen  Verhältnisse  wie  die  Axiome 
der  Geometrie  zur  Geometrie  selbst,  wenngleich  sie  naturgemäss  in 
der  Physik  nicht  etwas  Selbstverständliches  darstellen  können. 

Man  kann  nun  so  verfahren,  dass  man  sich  von  der  Erscheinung 
selbst,  um  deren  Lehren  es  sich  handelt,  eine  besondere  Ansicht,  Vor- 
stellung, bildet.  Die  Grundlagen  werden  dann  aus  dieser  Vorstellung 
selbst  zu  entnehmen  sein.  Oder  so,  dass  man  lediglich  die  Erfahrungen 
über  die  Erscheinung  zu  Käthe  zieht  und  aus  diesen  die  Grundlagen 
der  obigen  Forderung  gemäss  herausbildet.  Beide  Verfahrungsarten 
leiden  an  Unsicherheiten,  die  erste,  weil  die  gewünschte  Vorstellung 
bis  zu  einem  gewissen  Grade  willkürlich  und  oft  Geschmackssache  ist, 
die  zweite,  weil  man  selten  weiss,  ob  die  gewählten  Grundlagen  wirk- 
lich der  bezeichneten  Forderung  genügen.  Indessen  hat  dieses  für 
die  Lehre  selbst  nicht  übermässige  Bedeutung,  weil  ja  die  Grundlagen 
unter  allen  Umständen  —  wenn  es  mit  der  Lehre  ernst  gemeint  ist  — - 
so  gewählt  werden,  dass  den  Thatsachen  entsprochen  wird.  Das 
erstere  Verfahren  scheint  das  elegantere  zu  sein,  es  ist  aber  das  weit- 
aus schwierigere,  da  man  an  dieses  eigentlich  die  Forderung  streng 
stellen  muss,  dass  es  eine  für  alle  Verhältnisse  der  Erscheinung  aus- 
reichende Theorie  ermöglicht,  denn  genügt  es  für  einen  Fall  nicht,  so 
geräth    die    gewählte  Vorstellung   in  Gefahr,  ganz    umgestürzt   oder 
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zweifelhaft  gemacht  zu  werden.  In  der  Wärmelehre  bezeichnen  wir 
die  aus  dem  ersten  Verfahren  abgeleitete  Theorie  als  die  kinetische 
Thermodynamik,  die  durch  das  zweite  Verfahren  erhaltene  als 
die  mechanische  Thermodynamik.  Beide  Lehren  sind  mit 
grosser  Sorgfalt  ausgearbeitet  worden,  und  auf  dem  Gebiete,  mit  dem 
wir  uns  hier  allein  beschäftigen,  mit  gleichem  Erfolge.  In  sofern  der 
Werth  einer  Theorie  sich  nach  dem  Umfange  des  von  ihr  umfassten 
Materials  richtet,  hat  die  kinetische  Thermodynamik  grössere  Erfolge 
erzielt  als  die  mechanische.  Ich  werde  hier  von  beiden  Theorien 
handeln,  da  ich  beider  bedarf,  und  beginne  mit  der  leichteren,  der 
mechanischen. 

9.    Erster  Hauptsatz  der  mechanischen  Wärmelehre  (Frincip 

der  Erhaltung  der  Energie). 

Darüber,  dass  die  mechanische  Wärmetheorie  zum  vollen  Ausbau 
ihrer  Lehren  zweier  Grundsätze  bedarf,  scheint  mir  nach  den  Aus- 
einandersetzangen  von  Boltzmann  und  Planck  gegenüber  den 
neueren  Energetikern  kein  Zweifel  mehr  obwalten  zu  sollen.  Ich  darf 
auch  auf  meine  eigenen  Darlegungen  in  meinem  Buche  „Physik  und 
Chemie"  hinweisen. 

Ueber  den  ersten  Grundsatz  besteht  keine  Meinungsverschieden- 
heit, er  wird  geliefert  durch  das  die  ganze  Naturwissenschaft,  soweit 
sie  nicht  psychische  Vorgänge  betrifft,  beherrschende  Julius  Robert 
Mayer'sche  Princip  von  der  Erhaltung  der  Energie.  Alle 
anscheinend  noch  so  verschiedenartigen  Energieen  lassen  sich  auf  eine 
Energie  zurückbeziehen,  durch  eine  Energieart  messen,  als  welche  ge- 
wöhnlich die  mechanische  Energie  gewählt  wird.  Hiernach  besagt 
jenes  Princip : 

Wenn  irgend  ein  nach  aussen  völlig  abgeschlossenes 
System  von  Substanzen  irgend  welche  bleibende  oder  ver- 
schwindende Aenderungen  durchmacht,  so  ändert  sich  da- 
durch die  Summe  aller  in  ihm  vorhandenen  Energieen, 
welche  Umwandlungen  diese  Energieen  auch  erfahren 
iQögen,  nicht.  Ist  das  System  nach  aussen  nicht  abge- 
schlossen, so  zeigt  sich  seine  Gesammtenergie  um  gerade 
soviel  vermehrt,  als  die  Gesammtenergie  der Aussenwelt 
verringert  ist,  oder  um  gerade  so  viel  verringert,  als  die 
Energie  der  Aussenwelt  vermehrt  ist. 

Man  hat  früher  vorsichtshalber  Ausnahmen  von  diesem  Principe 
zulassen  zu  sollen  gemeint,  die  Fälle  sind  jedoch  mehr  mathematisch 
erdacht  als  naturwissenschaftlich  begründet.  In  der  Wärmelehre  be- 
nutzen wir  es  ohne  jeden  Vorbehalt. 

Es  seien  die  verschiedenartigen  Energieen  des  Systems  in  irgend 
einem  Moment  des  Vorganges  J5Ji,  J5J2,  Es,  .  .  .,  J5Jn  die  mechanischen 
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Aequivalente  ihrer  Einheiten  Äi,  Ä2,  ^3,  .  .  .,  ^;  die  Gesammtenergie 
des  Systems  bezeichne  ich  mit  JE,  das  mechanische  Aequivalent  seiner 
Einheit  mit  Ä,  so  ist  für  ein  völlig  abgeschlossenes  System  stets 
während  des  ganzen  Vorganges 

ÄE  =  ÄiEi  +  A2E2  +  ^3  ^8  +  •  •  •  -\-  ÄnEn  =  Const,, 

and  wenn  dabei  während  des  Vorganges  bis  zum  betrachteten  Moment 
der  Aussenwelt  die  Energie  E'  mit  ddm  Aequivalent  der  Einheit  A' 
verloren  geht: 

ÄE  =  AiE^  +  ÄiEi  +  ^3-^3  +  •  •  •  +  ÄnEn  +  A' E\ 

Die  Energie  eines  Systems,  wenn  dieses  ganz  gegen  die  Aussen- 
welt abgeschlossen  gedacht  ist,  nennen  wir  die  innere  Energie  und 
bezeichnen  sie,  mechanisch  gemessen,  mit  U.  Energie,  die  aus  der 
Aussenwelt  stammt,  heisst  zugeführte,  solche,  die  nach  der  Aussen- 
welt geht,  verlorene;  wir  bezeichnen  sie,  gleichfalls  mechanisch  ge- 
messen, mit  F.     Dann  ist  in  jedem  Moment 

la)  ÄE=  U  +  V. 

Noch  in  anderer  Weise  lässt  sich  das  Princip  aussprechen.     Ist 
in  Folge  des  Vorganges  der  Aussenwelt  die  Energie  A'  E'  entnommen 
und  hat  das  System  während  des  Vorganges   die  Energieen   Ai  Ei\ 
^  E2 ,  •  •  •)  Aje  Ek  gewonnen,  so  ist 
Ib)  Ä'E'  =  Ai'E^'  +  A^'Ei'  -\ +  ÄicEi. 

Auf  die  Wärme  angewandt  ergiebt  sich  Folgendes.  Es  sei  die 
innere  Energie  des  Systems  am  Beginn  des  Vorganges  CT^,  im  betrach- 
teten Moment  U,  die  von  aussen  ihm  zugeführte  entsprechend  V^ 
und  F,  die  während  des  Vorganges  bis  zum  betrachteten  Moment  der 
Aussenwelt  für  den  Vorgang  entnommene  Wärmemenge  Q,  alles  in 
gleichen  Einheiten,  beispielsweise  in  mechanischen  Aequivalenten  ge- 
messen, so  ist 
Ic)  JQ  =  ü—üi  +  F—  Fl. 

Bezeichnet  die  rechte  Seite  für  das  System  wirklich  einen  Gewinn 
an  Energie ,  so  ist  Q  positiv ,  also  die  Wärme  der  Aussenwelt  wirklich 
entnommen;  stellt  sie  jedoch  für  das  System  einen  Verlust  dar,  so  ist 
Q  negativ,  also  Q  an  die  Aussenwelt  abgegeben,  für  diese  ein  Gewinn. 
Auf  das  System  bezogen,  sind  die  Zeichen  also  so  gewählt,  dass  das 
positive  Zeichen  zugeführte  Wärme  und  Energievermehrung,  das  nega- 
tive abgeleitete  Wärme  und  Energie  Verringerung  darstellt. 

Anwendungen  dieses  Principes  folgen  später. 

10.     Zweiter  Hauptsatz  der  mechanisclien  Wärmetheorie 
(Princip    von    Carnot-Clausius,   Princip    der   Entropie). 

Das  Fundament  für  den  zweiten  Hauptsatz  der  mechanischen 
Wärmetheorie  ist  von  Gar  not  (1824)  gelegt  worden.    Ausgehend  von 
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der  —  wie  wir  jetzt  wissen,  unrichtigen  —  Ansicht,  dass  die  Wärme 
eine  Sahstanz  sei,  welche  weder  geschaffen,  noch  vernichtet  werden 
kann,  femer,  dass  alle  Arheit,  welche  durch  Wärme  geleistet  werde, 
dadurch  zu  Stande  komme,  dass  die  Wärme  von  höherer  Temperatur 
zu  niederer  sinke,  endlich  dass  es  unmöglich  sei,  he  wegende  Kraft  aus 
Nichts  zu  schaffen,  leitete  er  den  Satz  ab:  „dass  die  Grösse  der  ge- 
leisteten Arbeit  zu  dem  gleichzeitig  stattfindenden  Wärmeübergang, 
d.  h.  zu  der  Quantität  der  gleichzeitig  übergehenden  Wärme  und  den 
Temperaturen  der  Körper,  zwischen  denen  sie  übergeht,  in  einer  ge- 
wissen allgemein  gültigen  Beziehung  stehen  müsse,  welche  yon  der 
Natur  desjenigen  Stoffes,  durch  welchen  die  Arbeitsleistung  und  der 
Wärmeübergang  vermittelt  wird,  unabhängig  sei"  (Clausius,  Die 
mechanische  Wärmetheorie,  l.  Auflage,  1,  80).  Das  ist  schon  das 
Wesentliche  des  zweiten  Hauptsatzes  der  mechanischen  Wärmetheorie. 
Wir  wissen  jetzt,  dass  die  Wärme  Energie,  nicht  Stoff  ist,  dass  hier- 
nach ihre  Arbeitsleistung  nicht  davon  abhängig  sein  kann,  ob  sie  mehr 
oder  weniger  temperirt  sei.  Zwei  der  Stützen  des  letztbezeichneten 
Satzes  sind  also  unhaltbar.  Die  dritte  Stütze  könnte  man  als  dem 
Princip  der  Erhaltung  der  Energie  entnommen  ansehen,  sie  allein 
reicht  jedenfalls  nicht  aus,  den  wichtigen  Satz  zu  begründen.  Clau- 
sius hat  deshalb  nach  anderen  Stützen  gesucht,  welche  an  Stelle  der 
unhaltbaren  zu  setzen  sein  würden.     Er  fand  sie  in  dem  Satze: 

Die  Wärme  kann  nicht  von  selbst  aus  einem  kälteren 
in  einen  wärmeren  Körper  übergehen. 

Das  Schwergewicht  des  Satzes  liegt  in  den  Worten  „von  selbst^, 
ihre  Deutung  hat  vielen  Zweifeln  und  Angriffen  unterlegen,  Clausius 
hat  sie  aber  meines  Erachtens  völlig  klargestellt.  Der  Uebergang  der 
Wärme  aus  einem  wärmeren  in  einen  kälteren  Körper  soll  ohne  jede 
Nebenerscheinung,  ohne  anderen  Vorgang  stattfinden  können,  der  aua 
einem  kälteren  in  einen  wärmeren  aber  nicht,  hier  soll  unter  allen 
Umständen  gleichzeitig  mit  dem  Uebergange  noch  etwas  anderes  ge- 
schehen, sei  es,  dass  Wärme  aus  einem  wärmeren  Körper  in  einen  kälteren 
übergeht  oder  dass  Arbeit  verbraucht  wird  u.  s.  f.  Planck  hat  eine 
für  die  Wissenschaft  sehr  fruchtbare  Unterscheidung  eingeführt,  näm- 
lich die  der  „natürlichen"  Vorgänge  von  den  „nicht  natür- 
lichen** —  wir  können  sie  „erzwungen"  nennen.  —  Auf  natür- 
lichen Vorgängen  beruht  der  Uebergang  der  Wärme  von  wärmeren 
Körpern  zu  kälteren,  auf  nicht  natürlichen  das  Entgegengesetzte ,  jene 
können  füi*  sich  allein  eintreten  und  verlaufen,  diese  nicht. 

Man  hat  versucht,  diesen  Grundsatz  von  Clausius  durch  andere, 
welche  bestimmtere  Behauptungen  enthalten,  zu  ersetzen.  Ein 
solcher  Satz  ist  der  von  Planck  in  den  Vordergrund  gestellte: 

Es  ist  unmöglich,  eine  periodisch  functionirende 
Maschine   zu  construiren,  die  weiter  nichts  bewirkt  als 

2* 
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Hebang  einer  Last  (d.  h.  als  Leistung  einer  Arbeit)  und 
Abkühlung  eines  Wärmereservoirs. 

Bestimmter  ist  dieser  Satz  unzweifelhaft  als  der  von  Clausiu», 
und  seine  Anwendung  ist  bequemer  und  leichter  als  die  dieses  Satzes. 
Ob  er  aber  einleuchtender  ist,  möchte  billig  zu  bezweifeln  sein.  Den 
Clausius^schen  Satz  wird  jeder  als  selbstverständlich  zuzugeben  ge- 
neigt sein,  der  vorstehende  Satz  aber  erfordert  sehr  tiefes  Nachdenken 
und  Ueberlegen,  einfach  deshalb,  weil  für  jenen  die  Beispiele  aus  der 
Natur  ohne  weiteres  vorliegen,  für  diesen  erst  durch  Abstraction  er- 
mittelt werden  müssen.  Die  Anwendung  dieser  beiden  Grundsätze 
behufs  Ableitung  des  sogenannten  zweiten  Hauptsatzes  der  mecha- 
nischen Wärmetheorie  folgt  sofort.  Den  Satz  selbst  aber  will  ich  so- 
gleich anführen,  und  zwar  in  der  ihm  von  Planck  verliehenen  Form. 
Er  lautet : 

Es  existirt  in  der  Natur  eine  Grösse,  welche  bei  allen 
in  der  Natur  stattfindenden  Veränderungen  sich  immer  nur 
in  demselben  Sinne  ändert. 

Nennen  wir  diese  Grösse  Entropie,  so  können  wir  sagen: 

Alle  in  der  Natur  vorkommenden  Veränderungen 
verlaufen  so,  dass  die  Entropie  sich  immer  nur  in  demselben 
Sinne  ändert. 

Angewendet  kann  der  Satz  nur  werden,  wenn  für  diese  Grösse, 
die  Entropie,  eine  bestimmte  mathematisch  formulirbare  Definition 
durch  der  Messung  zugängliche  Grössen  gegeben  wird.  Dieses  geht 
ohne  weitere  Hypothesen  nicht.  Bezeichnet  Q  eine  während  eines 
Abschnittes  des  Vorganges,  den  ein  System  durchmacht,  von  ihm  auf- 
genommene Wärmemenge  (positiv,  wenn  die  Wärmemenge  wirklich 
aufgenommen  ist,  negativ,  wenn  sie  abgegeben  ist),  so  wird  die  Entropie- 
änderung des  Systems  während  des  ganzen  Vorganges  definirt  durch 

dQ 


^S 


=  S|  = 


0- 


Diese  Gleichung  wird  aus  dem  Verhalten  idealer  Gase  abgeleitet. 
Die  Q  oder  dQ  betreffen  Grössen,  die  zwischen  den  Theilen  des 
Systems  spielen,  die  d'  dagegen  Eigenschaften  der  Theile  des  Systems 
selbst,  und  zwar  gehört  je  ein  0"  dem  Theile  des  Systems,  welches 
die  Wärme  Q  oder  d  Q  gewinnt.  Bei  den  idealen  Gasen  nun  beweist 
man,  dass  d"  diejenige  Eigenschaft  der  Gase  festsetzt,  der  stets  propor- 
tional das  Product  aus  Druck  und  Volumen  bei  jeder  Zustandsänderung 
variirt,  sie  ist  selbst  proportional  der  im  gewöhnlichen  Sinne  soge- 
nannten Temperatur,  und  man  bezeichnet  sie  deshalb  selbst  als  die 
absolute  Temperatur.  Bei  den  anderen  Körpern  existirt  eine 
solche  Grösse,  der  das  bezeichnete  Product  proportional  sich  ändert, 
nicht,  trotzdem  kann  man  auch  hier  d"  die  absolute  Temperatur  nennen, 
denn  auf  die  Bezeichnung  kommt  es  nicht  an.     In  welchem  Verhält- 
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nisse  aber  die  Grösse  zu  der  kinetischen  Definition  der  Temperatur 
steht,  ist  von  vornherein  nicht  zu  sagen,  und  ihr  Betrag  kann  auch  in 
jedem  Falle  nur  errechnet  werden,  da  wir  noch  kein  Mittel  haben,  sie 
za  messen. 

Den  Nenner  in  dem  Ausdrucke  für  die  Entropie  der 
Körper  nennen  wir  die  absolute  Temperatur,  er  misst  eine 
bestimmte  Eigenschaft  der  Körper.  Das  ist  die  thermo- 
dynamische  Definition  der  Temperatur. 

Der  Sinn  dieser  Definition  ist  der,  dass  die  Entropie  ausser  von 
der  Wärme  nur  von  einer  Eigenschaft  der  Theile  des  Systems  ab- 
hängt, die  auch  zur  Messung  der  Temperatur  verwendet  werden  kann. 

Unter  Zuhulfenahme  des  für  die  Entropie  gegebenen  Ausdrucks 
kann  man  dem  Carnot-Clausius'schen  Satz  verschiedene  Formu- 
lirungen verleihen,  von  denen  ich  einige  anführe,  die  wesentlich  von 
Planck  herrühren, 

IIa)  Es  ist  auf  keinerlei  Weise  möglich,  die  Entropie 
eines  Systems  von  Körpern  zu  verkleinern,  ohne  dass  in 
anderen  Körpern  Aenderungen  zurückbleiben.  Bleiben 
solche  Aenderungen  nicht  zurück,  so  kann  die  Entropie  des 
Systems  nur  gewachsen  oder  unverändert  geblieben  sein. 

IIb)  Jeder  in  der  Natur  stattfindende  physikalische 
nnd  chemische  Vorgang  verläuft  in  der  Art,  dass  die  Entro- 
pie aller  dabei  in  Frage  kommenden  Substanzen  vergrössert 
wird  oder  ungeändert  bleibt. 

IIc)  Es  giebt  keine  Möglichkeit,  um  die  Temperatur 
eines  Körpers  bloss  durch  äussere  Arbeit  allein  zu  erhöhen 
oder  zu  erniedrigen. 

Der  letzte  Ausdruck  des  Satzes  ist  von  Schiller  angegeben. 
Aue  diese  Sätze  führen  zu  der  mathematischen  Beziehung 

für  jeden  natürlichen  stattfindenden  Vorgang,  also 


wenn  kein  Vorgang  stattfinden,  Gleichgewicht  herrschen  soll. 

In  etwas  anderer  Form  hat  Gibbs  die  thermodynamischen  Ver- 
hältnisse der  Betrachtung  unterzogen  i).  Die  Hauptsätze ,  die  er  auf- 
stellt, sind  wörtlich  folgende: 

Ilf)  Zum  Gleichgewicht  eines  abgesonderten  Gebildes 
ist  es  nothwendig  und  hinreichend,  dass  für  alle  möglichen 


^)  Thermodynamische  Studie.    Deutsch  von  Ostwald.    Leipzig  1892. 
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Aenderungen  in  dem  Zustande  des  Gebildes,  welche  seine 
Energie  unverändert  lassen,  die  Aenderung  der  Entropie 
Null  oder  negativ  ist. 

Dieses  ist  der  eine  Satz.  Offenbar  können  wir  die  Bedingung 
der  Constanz  der  Energie  als  selbstverständlich  fortlassen,  wenn  das 
Gebilde  absolut  abgeschlossen  ist,  und  dann  besagt  dieser  Satz  nichts 
anderes,  als  dass  die  Entropie  im  Gleichgewichtszustande  ein  Maximum 
schon  ist,  und  dass,  wenn  Gleichgewicht  nicht  besteht,  sondern  ein 
natürlicher  Vorgang  stattfindet,  dieser  zu  einem  Zustande  grösster 
Entropie  hinführt. 

Der  Gleichgewichtszustand,  von  dem  hier  die  Eede  ist,  soll  natür- 
lich stabil  sein.  Ferner  sind  „mögliche"  Veränderungen  wie  in  der 
Mechanik  zu  verstehen,  also  als  solche,  die  mit  den  Bedingungen  des 
Gebildes  verträglich  sind.  Sind  diese  bekannt,  so  wird  man  die  mög- 
lichen Veränderungen  auch  angeben  können. 

Der  zweite  Satz  enthält  einen  ähnlichen  Ausspruch  mit  Bezug  auf 
die  Energie. 

Ilg)  Zum  Gleichgewicht  eines  abgesonderten  Gebildes 
ist  es  nothwendig  und  hinreichend,  dass  für  alle  möglichen 
Aenderungen  in  dem  Zustande  des  Gebildes,  bei  welchen  die 
Entropie  unverändert  bleibt,  die  Aenderung  der  Energie 
Null  oder  positiv  ist. 

Beide  Sätze  besagen  das  nämliche.  Bezeichnen  wir  die  Variation 
einer  Grösse  jp  unter  der  Annahme,  dass  eine  andere  Grösse  q  constant 
bleiben  soll,  durch  (djp)g,  und  dann  die  Energie  eines  Gebildes  jEJ,  die 
Entropie  £>,  so  ist  also  die  Bedingung  für  das  Gleichgewicht 

II  h)  (SS)e^O,   oder 

Ili)  (SE)s^O. 

Die  Sätze  führen  zu  einer  Reihe  von  eleganten  und  sehr  voll- 
ständigen Entwickelungen,  die  jedoch  erst  späterhin  Erwähnung  finden 
können. 

Gleichfalls  für  die  ferneren  Entwickelungen  müssen  die  von 
Helmholtz  und  Duhem  eingeführten  Methoden  des  thermodyna- 
mischen  Potentials  vorbehalten  bleiben,  da  sie  die  eigentlichen  Grund- 
lagen nicht  berühren,  sondern  mehr  dem  Rechenschema  angehören. 

11.     Beweis  für  den  Clausius-Carnot'schen  Satz 

nach  Kirchhoff. 

Bei  dem  Beweise  des  Clausius-Carnot' sehen  Satzes  folge  ich 
der  von  Gustav  Kirchhoff  in  seinen  Vorlesungen  dargelegten 
Methode. 

Wir  denken  uns  einen  Körper  einen  Kreisprocess  aus  vier  Einzel- 
vorgängen  durchmachen.     Zwei   der  Vorgänge,  der  1.  und  3.,  sollen 
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isothermisch ,  die  beiden  anderen,  nämlich  der  2.  und  4.,  adiabatisch 

verlaufen.      Den   ganzen  Vorgang  stellen  wir  durch   das  Diagramm 

Fig.  1  dar,  die  Abscissenachse  ist  die  Temperatur-,  die  Ordinatenachse 

die  Volumenachse ;  J.JB,  JBC,  CB^  DA  sind  die  vier  Einzelvorgänge. 

Im  Vorgänge  1  entnehmen  wir  einem 

mit  dem  Körper,  dessen  Temperatur  %'x 

sein  soll,  gleichtemperirten  und  gleich- 

temperirt   bleibenden   "Wärmereservoir 

J?!  eine  Wärmemenge  ^i,  die  wir  dem 

Körper  zuführen  und  ganz  zu  dessen 

Ausdehnung    benutzen.        Ist    jp    der 

Druck,  den  der  Körper  bei  dieser  Aus- 

dehnung  vom  Volumen  V-^  bis  zu  dem 

^2  zu  überwinden  hat,  so  leistet  er  bei 

der  Ausdehnung  die  Arbeit  ^) 

? 
Ol  =  +  I  jpciv. 

Nun  denken  wir  uns  im  Vorgange  2 

den  Körper  in  eine  absolut  adiather- 

maue  Substanz   gehüllt,    und  lassen   ihn    sich   noch  weiter  bis   zum 

Volumen  v^  ausdehnen,  die  Arbeit,  die  der  Körper  leistet,  ist  dann 


Fig.  1. 
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und  zugleich  sinkt  die  Temperatur  zum  Betrage  0*2  <C  '^i«  I^er  Vor- 
gang 3  i^  wieder  isothermisch;  wir  verbinden  den  Körper  mit  einem 
ilun  gleichtemperirten  und  gleichtemperii-t  bleibenden  Wärmereser- 
voir jRj  von  der  Temperatur  0*2,  und  drücken  ihn  nun  bis  zum  Volu- 
men v^  zusammen,  während  seine  Temperatur  O'j  constant  erhalten 
bleibt.  Die  dadurch  entstehende  Wärmemenge  sei  ^2)  ^^^  S^^^  ^°  ^^^ 
kältere  Reservoir  B^  über.     Die  vom  Körper  geleistete  Arbeit  ist 


«4 


=  —  J  pdv. 

Endlich  im  4.  Vorgange  denken  wir  uns  den  Körper  wie  im  2.  Vorgange 
^  eine  adiathermane  Hülle  gethan,  und  drücken  ihn  noch  weiter  bis 
zum  ursprünglichen  Volumen  Vi  zusammen.  Dabei  erhöht  sich  seine 
Temperatur  von  d'z  auf  d'i,  die  vom  Körper  geleistete  Arbeit  ist 

Vi 


a^  =  —  j  pdv. 


V4 


0  Der  Beweis  dafür  wird  später  erbracht. 
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Der  Körper  ist  in  seinen  ursprünglichen  Zustand  gelangt,  und  das 
Ergebniss  ist:  Es  ist  eine  Arbeit: 

«2  1>8  »4  Vi 

a  =  \  pdv  4-  \  pdv  —  \  pdv  —  \  pdv, 

Vi  vg  Va  V4 

gewonnen  und  zugleich  eine  Wärmemenge  qi  vom  Reservoir  Bi  ent- 
nommen, eine  solche  ^2  i^&ch  dem  Reservoir  B^  übertragen  und  die 
Wärmemenge  qi  —  q^  verbraucht.  Nach  dem  Princip  der  Erhaltung 
der  Energie  wird: 

a  =  21  —  32- 
Wiederholen  wir  den  Process  n  mal,  so  folgt: 

na  =  Ä  =  nqi  —  n^^  :=  ßi  —  öa» 

somit  ist  jedenfalls  Qi  :  Q2  von  Ä  unabhängig.  Denselben  Process 
kann  man  auch  rückwärts  vollziehen,  es  handelt  sich  also  um  einen 
umkehrbaren  Kreisprocess ,  und  dann  besteht  das  Resultat  des  Pro- 
cesses  in  der  Gleichung : 

—  ^  =  Ö2  —  öl. 

In  diesem  Falle  ist  die  Arbeit  — Ä  gewonnen,  die  Wärme  —  Q2  dem 
kälteren  Reservoir  entzogen,  die  Qi  dem  wärmeren  übertragen.  Denken 
wir  uns  zwei  Körper ,  von  denen  der  eine  den  einen ,  der  andere  den 
anderen  Kreisprocess  durchmacht,  so  ist  die  gesammte  Arbeit 
4-  Ä  —  A  =  0,  also  müssen,  falls  beide  Processe  umkehrbar  sind, 
die  beiden  Qi  und  ebenso  die  beiden  Q^  einander  gleich  sein,  sonst 
würde  das  kältere  Reservoir  Wärme  verloren,  das  wärmere  solche  ge- 
wonnen haben.  Hieraus  folgt:  Die  in  einem  umkehrbaren  C am 0 ti- 
schen Kreisprocesse  entzogenen  und  abgegebenen  Wärmemengen  sind 
von  der  Natur  des  Körpers,  der  diesen  Process  durchmacht,  unabhängig 
und  nur  bestimmt  durch  die  Temperaturen.  Somit  haben  wir  für 
diesen  Fall: 

Es  kann  bewiesen  werden,  dass  die  rechts  stehende  Function  /(ö*!,  0*2) 
in  einen  Bruch  zweier  Functionen  zerlegt  werden  kann,  worin  der 
Zähler  nur  Function  von  d'i ,  der  Nenner  nur  Function  von  -9*2  ist. 
Wir  lassen  einen  Körper  einen  umkehrbaren  Kreisprocess  ausführen, 
bei  welchem  drei  Wärmereservoire  i^i,  B2J  B^  von  den  Temperaturen 
0*1  >  0*2  >  0*8  benutzt  werden.  Die  entzogenen  und  abgegebenen 
Wärmemengen  seien  durch  das  folgende  Schema  bestimmt : 


/Bi  iJgX      /J?2  B^\      /Bi  B{\ 

\QiQj'  VftCsV'  XQzQi'J' 


dann  ist: 


|l=/(^l,^s).     ^.=f(»2,»l),     |^=/(»8,*,). 
V2  Vä  vi 
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Nnn  setzen  wir: 

«.  =  öa' 

and  nehmen  an,  dass  in  diesem  Processe  Arbeit  weder  gewonnen  noch 
yerloren  wird,  so  dass  ist: 

Öl    -    Öl'    +    Ö2   —    Ö2'    +    Ö3    -    Q2!  =  0, 

das  heisst: 

Qi  -  Qi  =  Qz  —  Qz- 

Kehren  wir  diesen  Process  um,  so  bleibt  die  Gesammtarbeit  immer 
noch  Null,  also  muss  auch 

öl  =  Ci',    Qz  =  Qz 

sein.     Hieraus  folgt: 

Die  Function  links  enthält  aber  %'i  nicht,  also  muss  #3  auch  rechts 
herausfallen,  und  es  wird 

oder,  indem  wir  festsetzen,  dass  q)  (^)  selbst  zur  Messung  der  Tempe- 
ratur dienen  soll,  und  es  nun  durch  d'  bezeichnen: 

Rechnen  wir  vom  Körper  abgegebene  Wärmen  als  negative,  von 
ibm  gewonnene  als  positive,  so  wird 

^  +  ^  =  0, 

WO  jetzt  Q  allgemein  die  vom  Körper  im  Process  gewonnene 
Wärme  ist. 

Therm odynamisch  ist  also  die  absolute  Temperatur  durch  die 
obige  Gleichung  definirt.  Hierauf  komme  ich  später  zurück,  wo  es 
sich  überhaupt  um  Mittel  zur  Messung  der  absoluten  Temperatur 
handelt.  Einstweilen  haben  wir  die  Gleichung  auf  beliebige  Processe 
auszudehnen. 

Wir  lassen  einen  Körper  irgend  einen  Process  durchmachen,  bei 
welchem  er  mit  Wärmereservoiren  i^i,  jß],  .  .  .,  Bn  in  Berührung  kommt, 
deren  jedes  ihm  im  Moment  der  Berührung  gleichtemperirt  ist  und 
gleichtemperirt  bleibt.  Die  Temperaturen  der  Reservoire  (also  die  des 
Körpers  im  Moment  der  Berührung)  seien 

-^I    >  -^2  >  -^3   >  •  •   •  >  "^n, 

die  von  den  Reservoiren  abgegebenen  Wärmemengen  (negativ,  wenn 
die  Reservoire  die  Wärmemengen  erhalten) : 

öu  Ö2»  Ö3»  •  •  •»  öw 
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Nun  führen  wir  einen  zweiten  Körper  ein,  der  in  umkehrbaren  Pro- 
cessen immer  zwischen  je  zweien  der  Reservoire  gemäss  folgendem  Schema 

und  so  arbeitet,  dass  die  Reservoire  i^j,  B^,  .  .  .,  Rn—i  dabei  so  viel 
Wärme  erhalten,  als  sie  im  Process  des  ersten  Körpers  verloren  haben, 
so  dass  also  diese  Reservoire  weder  Gewinn  noch  Verlust  an  Wärme 
haben,  und  indem  zugleich  die  Arbeitsleistung  des  ersten  Körpers 
durch  Arbeitsverbrauch  des  zweiten  aufgehoben  wird.  Es  ist  dann 
zunächst 


3l       ,       «2 

»1  ^  ö'a           ' 

3«  _,.  28  _  Q 

■9'j             ^8 

Qt  =  ai  +  3». 

Qs  _^ai      0 

Qi  =  as  +  «3. 

r 

Q.n — ^1      I      3n   /\        r\  '1 

ö^ r   ÖT  =  ^»       Vn-1  =  9[n-l   +   3n-l, 

'«^n— 1  v„ 

und  ausserdem  muss 

Qi  +  Qn  =  g.1  +  an 

sein. 

Nun  haben  wir  durch  Addition  des  Gleichungssystems  links 

iL  _L  ga  +  ga     ,     g:^  +  gs    I     ...    I    gn-i  +  aL-i    I     g^  _  Q 
also  wegen  des  Gleichungssystems  rechts 

-d*!  -d-^  d's  d'n-i  ^n 

und  nach  Addition  und  Subtraction  von  "s^  +   oT 

^J_^_L^J_...    -L^=   gl    —   gl      ,      gn  —  gn 
0*1  -ö-a  -ö-s  '9'n  d'i  d'n 

d.  h,  wegen  Qi  —  gti  =  —  (Qn  —  qii) 

Arbeit  ist  nicht  geleistet,  die  Wärmereservoire  JRa,  jRj,  .  .  .,  J?n— 1,  sind 
unverändert  geblieben ,  der  ganze  Erfolg  besteht  also  nur  darin ,  dass 
dem  Reservoir  JBi  die  Wärme  Qi  —  gi,  demjenigen  Rn  die  Qn  —  gi 
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eDtnommen  ist.  Wäre  nun  Qi  —  ^i  negativ,  so  würde  das  bei  unseren 
Festsetzungen  bedeuten,  dass  die  beiden  Körper  an  das  Reservoir  i^ 
Wärme  abgegeben  haben ,  alsdann  müsste  das  kältere  Beservoir  Bn 
Wärme  verloren  haben,  und  zwar  so  viel,  als  das  wärmere  gewonnen 
hat.  Dieses  ist  aber  nach  dem  Glausius'schen  Satze,  dass  Wärme  von 
einem  kälteren  zu  einem  wärmeren  Körper  in  einem  Processe  wie  der 
obige  nicht  übergeht,  unmöglich,  also  muss  Qi  —  qi  positiv  sein,  der 
zweite  Factor  aber  ist  negativ,  weil  d'i  2>  ^n  sein  sollte,  somit  haben  wir 

Die  Wärmemengen  sind  hier  positiv  gerechnet,  wenn  Körper  sie  auf- 
nehmen, Wärmequellen  also  sie  abgeben.  Auf  unendlich  kleine 
Processe  übertragen,  giebt  die  obige  Beziehung 


1 


%• 


0 


aber  den  Carnot-Clausius' sehen  Satz  für  Gleichgewicht,  welches 
ja  hier  eingetreten  ist,  da  durch  den  Vorgang  nichts  erfolgt  ist. 

12.     Die  Hauptsätze  nach  der  kinetischen  Wärmelehre. 

Der  kinetischen  Wärmelehre  zufolge  ist  die  Wärme  die  kinetische 
Energie  der  Molekularbewegung.  Die  Grundsätze  der  Mechanik  fänden 
hiemach  ohne  weiteres  Anwendung  auf  die  Wärmelehre.  Der  erste 
dieser  Grundsätze  ist  wieder  das  Princip  der  Erhaltung  der  Gesammt- 
energie.  Ist  &  die  kinetische  Energie  der  Molekularbewegung  ^), 
0  die  Energie  der  innerhalb  des  Systems  wirkenden  Kräfte,  so  haben 
wir,  so  lange  keine  »Einwirkungen  von  aussen  stattfinden: 

0  +  0=  Const  =  a 

Findet  eine  solche  Einwirkung  statt,  etwa  durch  ein  zweites  System, 
dessen  entsprechende  ursprüngliche  Energieen  S'  und  0'  sind,  so  gilt  die 
obige  Gleichung  nicht  mehr,  wohl  aber  ist,  wenn  jetzt  die  verschiedenen 
Energieantheile  für  einen  anderen  Moment  des  Vorganges  durch  ©i,  ^j, 
0/,  O/,  bezeichnet  werden: 

0  +  0  +  &  +  Q'  =  C  +  C\ 

®i  +  ^1  +  &i  +^1=0+  c 

Knn  sei  die  Zunahme  der  Bewegungsenergie  des  ersten  Systems  während 
des  Vorganges  d  ®  und  die  der  Kraftenergie  S  O,  ferner  die  Zunahme 
der  Energie  des  zweiten  Systems  —  8A*E\  so  haben  wir 

0  -f  0  +  Ä0  +  Ö0  +  0'  -h  O'  —  SA'E'  —  G  +  G\ 

*)  Ich  spreche  hier  von  der  Wärme  als  der  Energie  der  Molekular- 
bewegung, es  bleibt  aber  alles  ungeändert,  wenn  man  auch  die  Atombewe- 
gung  zuzieht. 
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also  wird 

ÖÄ'E'  =  Ö0  +  Ö0, 

das  ist  aber,  wenn  auch  in  anderen  Symbolen,  genau  derselbe  Satz  wie 
der  unter  Ic)  angegebene. 

Den  zweiten  Grundsatz  der  kinetischen  Wärmelehre  aus  der  An- 
nahme über  die  Natur  der  Bewegung,  deren  Energie  die  Wärme  propor- 
tional sein  soll,  streng  abzuleiten,  scheint  sehr  schwer.  Der  zuerst 
aus  der  Mechanik  gegebene  und  einfachste  Beweis  für  diesen  zweiten 
Grundsatz  rührt  von  Szily^)  her.  Er  geht  von  dem  Hamilto naschen 
Princip  aus.  Die  Unsicherheiten,  die  ihm  anhaften,  hat  Glausius 
discutirt,  er  leidet  meines  Erachtens  noch  an  einer  anderen  Unsicher- 
heit. Bei  der  Ausführung  der  Variationen  wird  nämlich  die  Umlaufs- 
zeit der  Molekel  nicht  berücksichtigt,  und  dieses  scheint  mir  ganz  un- 
zulässig. Glausius^)  hat  einen  davon  abweichenden  Beweis  gegeben, 
er  leitet  erst  den  Satz  ab: 

„Die  Arbeit,  welche  die  Wärme  bei  einer  Anordnungs- 
änderung eines  Körpers  thun  kann,  ist  der  absoluten  Tempe- 
ratur proportional.  ** 

Bezeichnet  nämlich  i  die  Umlaufsdauer  einer  Molekel,  so  beweist 
er,  dass  die  in  Frage  kommende  Arbeit  d  S  gleich  gesetzt  werden  kann 

III a)  d2=Tdl£c  lognat  (fi^)l 

woselbst  T  die  mittlere  lebendige  Kraft  ist  und  später  der  absoluten 
Temperatur  proportional  gesetzt  wird,  c  eine  Gonstante  bedeutet  und 
die  Summe  sich  über  alle  Molekel  erstreckt.  Der  Satz  wäre  an  sich 
von  der  höchsten  Bedeutung,  wenn  man  nur  nachweisen  könnte,  dass 
der  von  Glausius  als  Disgregation  bezeichneten  Grösse 
2  clog  nat  (T  P)  nothwendig  eine  besondere  physikalische  Bedeutung 
zukommt.  So  lange  das  nicht  der  Fall  ist,  hat  er  offenbar  mehr  zu- 
fällige Bedeutung,  denn  schreibt  man  ihn  in  der  Form 

Illb)  Si  =  Sc^fi, 

so  ist  die  Proportionalität  mit  der  Temperatur  verschwunden,  es  tritt 
an  deren  Stelle  die  Proportionalität  mit  dem  Reciproken  des  Quadrats 
der  Umlaufszeit,  einer  Grösse,  die  ohnehin  nicht  leicht  zu  definiren  ist, 
da  von  wirklichen  geschlossenen  Bahnen  nur  in  den  seltensten  Fällen 
wird  gesprochen  werden  können.  Nur  bei  rein  periodischen  Bewe- 
gungen ist  1/i^  proportional  der  mittleren  lebendigen  Kraft  und  ge- 
winnt obiger  Satz  wieder  seine  Bedeutung,  wenngleich  dabei  als  neues 
Moment  das  Quadrat  der  Amplitude  der  Schwingungen  eingreift.  In- 
dessen  sind  das  mehr  Schwierigkeiten  des  Verständnisses,  der  Inter- 


0  Pogg.  Ann.  145,  295  ff. 

*)  Ibid.  141,  124  und  142,  433  ff. 
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pretirung,  des  Satzes.  Fasst  man  die  Gleichung,  die  ihn  analytisch 
zum  Ausdruck  bringt,  lediglich  als  mathematische  Formel  auf,  so  wird 
sieb  gegen  ihre  Ableitung  nicht  viel  einwenden  lassen ,  doch  ist  diese 
Ableitung  in  ihren  Einzelheiten  schwer  zu  verfolgen  und  zu  beurtheilen. 
Den  Ausgangspunkt  bildet  das  D^Alembert'sche  Princip.  Nun  ist 
dieses  Princip  für  sich  schon  nicht  leicht  zu  durchschauen.  Die  Ver- 
bindung von  momentan  Thatsächlichem  (die  Beschleunigung  und  die 
Kräfte)  mit  nur  Möglichem  (die  sogenannten  virtuellen  Yerrückungen), 
oder  gar  Zukünftigem  widerstrebt  dem  Verständniss  ausserordentlich,* 
und  noch  übler  ist  es  um  dieses  Princip  bestellt,  wenn  man  aus  ihm 
den  Satz  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft  abzuleiten  versucht.  Es 
geschieht  dieses  zwar  in  den  Lehrbüchern  über  Mechanik  anstandslos, 
aber  wer  die  einzelnen  Schritte  der  Bechnung  sorgfältig  verfolgt  und 
sieb  dabei  die  physikalische  Bedeutung  der  Grössen  und  Operationen 
klar  vor  Augen  hält,  stockt  fast  bei  jedem  Schritt  der  Kechnung  und 
kann  zuletzt  der  Ableitung  doch  pur  eine  angenäherte  Bedeutung  bei-* 
messen.  Darauf  einzugehen,  ist  hier  nicht  der  Ort,  doch  halte  ich  die 
Scbwierigkeiten ,  die  der  D'Alembert'sche  Satz  der  physikalischen 
Interpretation  bietet,  für  so  gross,  dass  es  mir  besser  scheint,  die 
Mechanik  auf  den  anderen  bekannten  Grundlagen  aufzubauen  und  den 
D'Alembert' sehen  Satz  mehr  als  bequemes  Mittel  für  schematisches 
Verfahren  bei  mathematischen  Rechnungen  zu  behandeln,  etwa  — 
wenn  auch  selbstverständlich  nicht  in  gleichem  Grade  formal  —  wie 
man  in  der  Mathematik  Formeln  mit  complexen  Grössen  aufstellt  und 
anstandslos  benutzt. 

Gegenwärtig  scheint  ja  ziemlich  allgemein  anerkannt  zu  sein,  dass 
die  sichersten  und  verständlichsten  Grundlagen  für  die  Mechanik  das 
Princip  der  Erhältung  der  Energie  und  das  der  kleinsten  Wirkung 
bieten.  Ob  man  letzteres  aus  ersterem  mit  ableiten  kann,  oder  ob  das 
nicht  möglich  ist,  worüber  zwischen  Energetikern  und  Nichtenergetikern 
gestritten  wird,  darauf  soll  hier  nicht  eingegangen  werden.  Verfasser 
ist  der  Ansicht,  dass  beide  Principe  durchaus  unabhängig  von  einander 
sind.  Doch  kommt  es  für  das  Folgende  darauf  nicht  an,  nur  die  Richtig- 
keit dieser  Principe  muss  anerkannt  und  ihre  Bedeutung  durchschaut 
sein.  Es  ist,  wie  Helmholtz  in  seiner  Abhandlung  „üeber  die  physi- 
kalische Bedeutung  des  Principes  der  kleinsten  Wirkung"  hervor- 
geboben  hat^),  insbesondere  das  Princip  der  kleinsten  Wirkung  eine 
Art  Beharrungsprincip  und  besagt,  dass  bei  allen  Bewegungen  die 
Körper  den  Kräften  nur  so  viel  nachgeben ,  als  sie  unter  den  beson- 
deren Umständen  thun  müssen.  Es  ist  ein  Princip  der  möglichsten 
Erhaltung  des  Züstandes  innerhalb  des  Systems,  welches  in 
Frage  kommt  und  in  welchem  die  Gesammtenergie  genau  erhalten 
bleibt.     Man  kann  diesem  Princip  in  diesem  Sinne  eine  sehr  viel  um- 


^)  'WisseDschaftlicbe  Abhandlungen  CXX. 
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fassendere  Bedeutung  verleiben,  als  die  Mechanik  für  sich  fordern 
würde.  Es  giebt  auch  eine  Menge  von  Beispielen  zur  Erläuterung 
desselben,  sie  laufen  alle  darauf  hinaus,  dass,  sobald  in  der  Natur  ein 
Zustand  geändert  wird,  sofort  Erscheinungen  auftreten,  welche  der 
Aenderung  widerstreben  und  sie  möglichst  rückgängig  machen.  Wird 
einem  Körper  Wärme  zugeführt,  so  ändert  sich  sein  Zustand  zum  Bei- 
spiel darin,  dass  er  sich  ausdehnt;  aber  sobald  er  sich  ausdehnt,  kühlt 
er  sich  ab,  dadurch  entsteht  eine  Tendenz  zur  Zusammenziehung,  und 
.er  dehnt  sich  jedenfalls  nicht  so  aus,  als  wenn  die  Abkühlung  nicht 
einträte.  Gleiches  gilt,  wenn  der  Zustand  eines  Körpers  dadurch  ge- 
ändert wird,  dass  man  ihn  comprimirt.  Dabei  erwärmt  er  sich  und 
die  Erwärmung  strebt,  ihn  wieder  auszudehnen,  und  der  Körper  wird 
bei  gegebener  Kraftanwendung  nicht  so  weit  comprimirt,  als  es  ohne 
diese  Erwärmung  der  Fall  sein  würde.  Nähert  man  zwei  elektrische 
Ströme  einander,  so  treten  nach  dem  Lenz' sehen  Gesetz  in  ihnen 
Inductionsströme  auf,  welche  sie  wieder  zu  entfernen  streben ;  das  Um- 
gekehrte findet  statt,  wenn  man  die  Ströme  von  einander  entfernt. 
Solche  Beispiele  kann  man  in  sehr  grosser  Zahl  und  fast  aus  jedem 
Gebiete  der  Physik  anführen.  Es  giebt  aber  auch  Fälle,  in  denen 
dieses  Princip  anscheinend  keine  Anwendung  erfährt;  so  wenn  nur 
Anziehungen  oder  nur  Abstossungen  bestehen,  dann  findet  unaufhalt- 
sam sich  beschleunigende  oder  verzögernde  Bewegung  statt,  also 
wachsende  Zustandsänderung.  Hier  handelt  es  sich,  wie  leicht  zu  er- 
kennen ,  um  Zustände ,  die  labil  sind ,  also  nicht  natürlich.  Für  natür- 
liche, stabile  Zustände  wird  man  schon  von  vornherein  geneigt  sein, 
möglichste  Erhaltung  anzunehmen.  Dabei  kann  der  Zustand  eines 
Körpers  durchaus  starken  Veränderungen  unterliegen,  die  möglichste 
Erhaltung  bezieht  sich,'  wie  die  vollständige  Erhaltung  der  Energie, 
auf  das  ganze  System,  innerhalb  dessen  die  Veränderungen  vor  sich 
gehen,  und  sie  bezieht  sich  auf  jeden  Moment  des  Vorganges.  Das 
System  macht  gar  keine  anderen  Veränderungen  durch  als  solche,  wo- 
durch sein  Zustand  in  jedem  Moment  nur  eben  so  viel  geändert  wird, 
als  unumgänglich.  Ich  glaube,  dass  dieses  Princip  der  mög- 
lichsten Erhaltung  des  natürlichen  Zustandes  fast  ebenso 
allgemein  gilt  und  fast  ebenso  fruchtbar  ist,  wie  das  der 
genauen  Erhaltung  der  Energie.  Also  auch  abgesehen  von  der 
besonderen  Ansicht  über  die  Natur  der  Wärme  wird  man  geneigt  sein, 
wo  es  sich  um  stabile  Zustände  handelt,  dies  Princip  auf  die  Wärme- 
erscheinungen auszudehnen,  ä  fortiori  also,  wenn  man  die  Wärme 
aus  Bewegungs  Vorgängen  erklärt. 

Nun  besteht  dieses  Princip  der  kleinsten  Wirkung  in  der  Mechanik 
darin,  „dass  für  jede  zwischen  zwei  Zuständen  ausgeführte  natürliche  Be- 
wegung die  lebendige  Kraft  während  des  ganzen  Ueberganges  einen  Grenz- 
werth  darstellt,  also  beispielsweise  (für  stabile  Bewegungen)  stets  kleiner 
ist  als  für  jeden  anderen  Uebergang  von  dem  einen  Zustande  zu  dem 
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anderen,  während  zugleich  die  Gesammtenergie  des  Systems  und  aller 
auf  dasselhe  wirkenden  Kräfte  und  Systeme  durchaus  erhalten  bleiht". 
Bezeichnen  wir  mit  ^o  ^^i^  Moment  des  einen,  mit  ^  den  des  anderen 

Zustandes,  so  soll  also   [  Td[^,  woselbst  T  die  lebendige  Kraft  ist,  ein 

Grenzwerth  sein,  während  zugleich  die  Gesammtenergie,  E,  constant 
bleibt.  Nach  der  Theorie  der  Variation  ist  hiernach,  falls  G  den  con- 
stanten  Betrag  der  Gesammtenergie  darstellt,  und  k  eine  von  T  und  E 
unabhängige,  sonst  beliebig  variable  Grösse  bedeutet: 

h 
IV)  öf  [T  +  k(E—O]dt  =  0. 

Setzen  wir  das  Zeitintervall  ti  —  ^o  =  ^»  und  bezeichnen  den  Mittel- 
werth  von  T  während  des  Intervalls  i  mit  T,  also : 

80  wird,  weil  E  constant  ist : 

ä(iT)  +  (dE)  j  kdt  +  (JE?  —  C)  j  dßdt)  =  0. 

Das  letzte  Glied  ist  gleich  Null  wegen  E  —  C  =  0.     Setzen  wir  noch: 

-  (  kdt  =  —(i, 

woselbst  — (i  also  den  Mittelwerth  von  A  im  Zeitintervall  ti  —  ^o  ^^' 
giebt,  so  haben  wir  hiernach : 

d(iT)  =  i(idE, 

also 

SE  =  ^^     =      ^'^P^^(^^)] 
oder 
VI,)  i^  =  v8[log(Ti)];      v  =  ~ 

Ob  man  t  selbst  als  Zeit  betrachtet,  oder,  wie  es  von  Helmholtz 
gelegentlich  der  Ableitung  der  Bewegungsgleichungen  aus  dem  Princip 
der  kleinsten  Wirkung  geschieht  ^),  als  Function  der  Zeit,  (i  muss  immer 

T-,  also  V  =  2  sein.    Denn  ist  etwa  t  =  /(t),  so  haben  wir,  wie  von 

Helmholtz  bewiesen  wird : 

a  —  _  1  ^ 
2  dt 


^)  Helmholtz,  Gesammelte  Abhandlungen  3,  261. 
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und  do.  dt  durch  dt  zxx  ersetzen  ist,  wird 

^  2i  }   dT  '    2»  J  2 

sein. 

Hiernach  hätten  wir: 

VI2)  ^=2ö {log  Ti). 

Diese  Gleichung  stimmt  mit  der  von  Szily  (und  Clausius)  ge- 
gebenen der  Form  nach  überein,  die  Ableitung  ist  aber,  so  viel  ich 
sehen  kann ,  hier  völlig  einwandfrei.  Entsteht  die  Aenderung  der 
Energie  des  Systems  durch  Zuführung  von  Wärme  im  Betrage  Jd  Q 
(in  mechanischen  Aequivalenten  gemessen),  und  setzt  man  T  propor- 
tional der  absoluten  Temperatur  -9",  etwa  O  =  CT,  so  wird 

VII)  J^  =  f,d\log(Ti)]=Yd[log(Ti)];    ^  =  Y, 

eine  Gleichung,  die,  falls  die  darin  enthaltenen  Grössen  einen  für  den 
Zustand  des  Körpers  bestimmten  Sinn  haben,  eben  den  Ausdruck  des 
zweiten  Hauptsatzes  der  Wärmelehre  darstellt,  denn  man  hat  nur 

VIII  a)  dS  —  Jyd  [log  ( T  i)] 

zu  setzen.  Indessen  muss  ausser  dem,  dass,  wie  schon  hervorgehoben, 
von  allen  Grössen  ein  bestimmter  Sinn  verlangt  wird,  y  eine  Constante 
sein,  sonst  ist  yd\log{Ti)\  doch  kein  vollständiges  Differential,  worin 
eben  der  Kernpunkt  der  ganzen  Rechnung  überhaupt  liegt. 

Was  zunächst  i  anbetrifft,  das  Zeitintervall,  so  muss  dieses  so 
gewählt  sein,  dass  die  mittlere  lebendige  Kraft  der  Bewegung  einen 
für  den  Zustand  des  Körpers  entscheidenden  constanten  Werth  hat; 
bei  periodischen  geschlossenen  Bewegungen  wird  i  die  ümlaufszeit  be- 
deuten können.  Ist  es  aber  überhaupt  zulässig,  die  mittlere  lebendige 
Kraft  durch  die  Temperatur  zu  messen,  so  hat  die  Erfahrung  jedenfalls 
gelehrt,  dass  i  bei  jedem  Körper  der  obigen  Forderung  entsprechend 
gewählt  werden  kann,  während  die  Gleichung,  rein  mathematisch  be- 
trachtet, von  der  Grösse  von  i  unabhängig  ist.  Die  Grösse  y  ist  gleich 
1/0' ft.  Nun  ist  ft  jedenfalls  von  T  unabhängig,  da  A  es  ist,  y  wird 
also  ebenfalls  von  T  unabhängig  sein,  wenn  G*  es  ist.  Nur  bei  den 
sogenannten  idealen  Gasen  ist  es  gelungen,  sehr  wahrscheinlich  zu 
machen,  dass  es  sich  thatsächlich  so  verhält,  für  diese  ist  sogar  sehr 
wahrscheinlich  y  überhaupt  constant.  Ist  dieses  der  Fall,  so  wäre  die 
Definitionsgleichung  der  Entropie: 

VIII  b)  dS  =  d  [log  (Ti)Y]  =  d  [log  (d'  i)Yl 

Weiter  gehe  ich  auf  diese  Einzelheiten  zunächst  noch  nicht  ein. 
Sicher  ist:   Man  kann  aus  den  Principien  der  Mechanik  einen 
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Satz  ableiten,  der  dem  Garnot-GlausiuB'schen  Satz  in  der 
Wärmelehre  formell  ähnlich  ist.  Bei  der  Yergleichung  der 
beiderseitigen  Grössen  geht  es  ohne  neue  Hypothesen  nicht 
ab;  gesteht  man  diese  als  richtig  zu,  so  ist  jener  Satz  eine 
unmittelbare  Folge  der  kinetischen  Theorie  der  Wärme, 
anderenfalls  nicht. 

Noch  eine  andere  Betrachtungsweise  ist  möglich,  nämlich  man 
sagt,  ich  setze  v  T=  ^  und  nenne  dieses  d"  die  absolute  Temperatur. 
Es  handelt  sich  also  um  eine  Definition  der  absoluten  Temperatur. 
Entscheidung  lässt  sich  nicht  treffen,  denn  die  „absolute  Tempe- 
ratur*' ist  eben  in  der  Thermodynamik  noch  gegenwärtig  mehr  Sache 
der  Definition  als  Gegenstand  erfahrungsmässiger  Untersuchung. 

Für  einen  besonderen  Fall,  für  den,  dass  die  Molekularbewegung 
sich  auf  thatsächlich  geschlossene  Bahnen  bezieht,  will  ich  den 
Garnot- Clausius'schen  Satz  aus  der  Definition  der  lebendigen  Kraft 
und  der  potentiellen  Energie  unmittelbar  ableiten.  Yariiren  wir  die 
Gesammtenergie  eines  Körpers,  so  ist  also 

woselbst  d  U  die  Variation  des  potentiellen  Theiles  der  Energie  ergiebt» 
Bedeuten  aber  a;",  y'\  ^er"  die  Beschleunigungen,  x\  y\  ^  die  Ge- 
schwindigkeiten der  Bewegung  einer  Molekel  in  Richtung  der  drei 
Goordinatenachsen,  so  haben  wir 

iTJ^  —  Z{x''8x  +  y''8y  +  z'' 6  z\ 

also,  indem  man  den  Differentialquotienten  ^iner  Grösse  jp  nach  der 
Zeit  i  durch  jp'  oder  (p)'  bezeichnet: 

Die  Summen  beziehen  sich  auf  alle  Theilchen  des  Körpers.  Wie  ver- 
änderlich nun  auch  x*  bx  -f-  y'  8y  -\-  z'  dz  für  ein  Theilchen  im 
Laufe  der  Zeit  sein  mag,  für  alle  Theilchen  insgesammt  muss  es  als 
constant  angesehen  werden,  wenn  nicht  besondere  Variationen  un- 
mittelbar vorgenommen  werden.  Auf  solche  Variationen  bezieht  sich 
aber  die  Operation  d,  nicht  die  d/dt,  demnach  ist  das  erste  Glied  im 
Ausdruck  für  d  U  gleich  Null  und  es  bleibt : 

du  =  2:[x'(d  xy  +  y  {dyy  +  z'  (dzyi 

Setzen  wir  jetzt : 
X  =  ccu  +  ^,    y  =  ßv  +  rj,   z  =  yw  -\-  i,   cc^  -\-  ß^  -\-  y^  =  1, 
woselbst  u,  Vf  w  trigonometrische  Functionen  von  t  sind,  so  haben  wir 

X*  =  a  u\    y'  =z  ß  v\    z'  =  y  w\ 
öx  =  uda  -f-  aöu  -\-  Ä|..., 

also,  weil  u,  ß,  y,  |,  17,  S  nicht  von  t  abhängen: 
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•  (ßxy  —  a{duy  -4-  u'da,     (Öy)'  =  ß(Svy  +  v'dß, 

und 

x*(ßxy  +  y'{8yy  ^efißz)'  =  a^u'{8uy  +  ß^v'(ßvy  +  y^w'{8w) 

Nun  sei: 

,    .    2jr<  _    .    23r<  ^    .    23r< 

w  =  J.  Sin  — r-,     t;  =  J5  s«w  — :— ,     w  =  C  sin  — :— , 


i   ' 


so  haben  wir: 


,        2ä    .        23r<       ,        27t  _        2Äf        ,       2ä  ^        2ä< 

w'  =  — r-  -4.  cos  — r-,      t;'  =  — r-  J?  COS  — r-,      w'  =  — r-  C  COS  —r-, 

und  beispielsweise: 

^j.    .,       23r        2ä<^.       23r    .     .    27ci^/2%t\      2n.       2xt j.  , 

(Ö  u)'  =  — :-  cos  —r-  0  A A  Sin  —r-  0  (  —7-  ) tt^COS  — :-  O  t 

t  t  t  t  \    t    /  t^  t 

,    2n    .        2nt  d(8t) 

-\ ACOS  — : ~  • 

%  %       dt 

Man  überzeugt  sich   aber  leicht,  dass   die  drei  ersten  Glieder  auch 
gleich  8{u')  sind,  daher  wird 

{8uy  =  8{u')  +  u'^^^^^ 


{8  vy  —  8  (v')  +  V 

{8wy  =  «(«(;')  +  «; 


dt    \ 
,d(8t) 
dt    ' 

,  d(Sty 


dt    ' 
und  wir  erhalten: 

x'(Sxy  +  y'(8yy  +  z'{8zy  =  \\a^8{u'^)  +  ßH{v*^)  +  y^8(w'^y\ 

+  \{u'^8a^  +  v'^8ß^  +  w*^8y^) 
+  (««w'a  +  ß^v'^  +  y^w*^){8ty. 

Die  beiden  ersten  Zeilen  rechts  geben  in  der  Summation  8  T,  also  wird 

8E=  28 T  -\-  2J(a^u'^  +  ß^v'^  +  y^w'^)  ^. 

Cv  t 

Setzt  man  aber  t  =  q)i^  so  ist  für  die  Differentiation  9,  für  die  Varia- 
tion i  veränderlich,  was  eines  Nachweises  nicht  erst  bedarf.  Wir  haben 
hiemach : 

8t  =  q)8i  =  -r8i  =  t8logi  und  —  (8t)  =  8 log i, 

1  dt 

also: 

.    8E=  28T  +  Uia^u'^  +  /J2^'2  ^  yiw'^)8logi. 

Für  Durchschnittsverhältnisse  wird  hieraus 

8E=TSlog(T^J^), 
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was  dem  früheren  Satze  entspricht.  Dabei  ist  vorausgesetzt,  dass  das 
Zeitintervall  für  die  durchschnittliche  Geltung  der  Formel  so  lang 
gewählt  ist,  dass  man  für  alle  Molekel  des  Körpers  gleiche  durch- 
schnittliche lebendige  Kraft  und  gleiche  durchschnittliche  Umlaufs- 
zeit ansetzen  darf;  auch  dieses  entspricht  der  früheren  Ableitung. 

Man  hat  viel  Grund  zu  vermuthen,  dass  die  Molekel  der  stari'en 
Körper  thatsächlich  sich  in  ganz  oder  wenigstens  nahezu  geschlossenen 
Bahnen  bewegen,  wahrscheinlich  gilt  das  nämliche  auch  von  den 
Atomen  in  jeder  Molekel.  Für  diese  Fälle  ist  also  der  Nachweis  strict. 
Für  andere  Fälle  hat  die  Gleichung  nur  einen  Sinn  unter  den  oben 
angegebenen  Vorbehalten.  ' 


o* 
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Die  Zustandsgieichung  der  Körper,  insbesondere 

der  Gase  und  Flüssigkeiten. 


13.  Existenz  einer  Zustandsgleiohung. 

Unter  dem  Zustand  eines  Körpers  versteht  man,  wie  bereits  be- 
merkt, die  Gesammtheit  aller  physikalischen  und  chemischen  Eigen- 
schaften, die  der  Körper  im  betrachteten  Moment  aufweist.  Die  Er- 
fahrung hat  därgethan,  dass  man  keine  dieser  Eigenschaften  zu  ändern 
vermag,  ohne  dass  die  anderen  gleichfalls  sich  ändern,  und  dass  es 
stets  besonderer  äusserer  Eingriffe  bedarf,  wenn  man  diese  anderen 
Eigenschaften  unverändert  erhalten  will.  Benutzen  wir  das  Wort 
„natürlich"  in  dem  schon  geläufigen  Sinne,  so  können  wir  sagen:  auf 
natürlichem  Wege  ändern  sich  alle  Eigenschaften  eines  Körpers,  wenn 
eine  oder  mehrere  dieser  Eigenschaften  variirt  werden.  Mathematisch 
bedeutet  dieses,  dass  zwischen  den  verschiedenen  Eigenschaften  eines 
Körpers  Beziehungen,  Gleichungen  vorhanden  sind.  Das  sind  die  Zu- 
standsgleichungen  des  Körpers.  Die  allgemeinste  Zustandsgieichung 
wäre  die  Beziehung,  welche  alle  Eigenschaften  des  Körpers  umfasst. 
Ob  es  eine  solche  allgemeinste  Gleichung  giebt,  kann  wohl  vermuthet 
werden,  lässt  sich  aber  im  gegenwärtigen  Stande  der  Wissenschaft 
nicht  mit  Bestimmtheit  sagen.  Sicher  ist  jedoch,  dass  nicht  alle  Eigen- 
schaften eines  Körpers  unter  allen  Umständen  in  gleichem  Maasse 
von  einander  abhängig  sind.  Manche  hängen  mit  einander  besonders 
eng  zusammen,  andere  wieder  sind  so  wenig  an  einander  gebunden, 
dass  die  eine  nur  ganz  unmerklich  von  Aenderungen  der  anderen  be- 
einfiusst  wird.  Man  hat  sich  in  Folge  dessen  daran  gewöhnt,  immer 
nur  zwischen  den  stärker  abhängigen  Eigenschaften  Beziehungen  auf- 
zusuchen, ja  oft  sogar  nur  zwischen  den  Eigenschaften,  welche  gerade 
den  Gegenstand  der  Betrachtung  bilden.  Es  ist  klar,  dass  solche 
Beziehungen  den  Thatsachen  nur  angenähert  entsprechen  können. 
Namentlich  betrifft  dieses   die  analytische  Form  der  Beziehungen, 
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denn  numerisch  könnte  man  den  Anschluss  durch  geeignete  Wahl 
der  Constanten  in  den  Beziehungen  his  zu  einem  gewissen  Grade  er- 
zwingen. 

Bei  der  Ahleitung  dieser  Zustandsgleichungen  kann  man  zwei 
Wege  einschlagen ;  entweder  geht  man  von  Vorstellungen  üher  die  he- 
treffenden  Eigenschaften  seihst  aus,  oder  man  sucht  die  Gleichungen  aus 
Erfahrungen  üher  die  Ahhängigkeit  der  Eigenschaften  von  einander  ah- 
zuleiten.  Der  erste  Weg  ist  ungemein  dornenyoll  und  schwierig,  und  die 
Ergehnisse,  zu  denen  er  führt,  sind  naturgemäss  sehr  umstritten,  weil  ja 
die  Ausgangspunkte  umstritten  sind.  Wählt  man  aher  diese  Ausgangs- 
punkte —  ehen  die  Annahmen  üher  den  Mechanismus  der  Eigen- 
schaften —  so,  wie  sie  sich  auch  sonst  in  der  Wissenschaft  als  ge- 
eignet erwiesen  hahen,  so  hat  diese  Methode  den  grossen  Vorzug,  dass 
sie  sich  in  das  allgemeine  System  einfügt  und  mit  der  ührigen  Wissen- 
schaft oder  wenigstens  einem  gewissen  Gehiete  derselhen  in  Harmonie 
tritt;  sie  schliesst  sich  der  Theorie  an,  und  man  darf  mit  ihren  Ergeh- 
nissen  mathematisch  heliehig  operiren.  Der  zweite  Weg  ist  durchaus 
ganghar;  was  man  an  seinem  Ende  findet,  ist  selhstverständlich  den 
Thatsachen  entsprechend.  Er  hat  aher  einen  ausserordentlichen  Mangel. 
Da  man  nämlich  innerhalh  gewisser  Grenzen  heliehige  Functionen 
gleichen  Zahlenreihen  anzupassen  vermag,  gieht  diese  Methode  nie- 
mals Sicherheit  üher  die  richtige  Formeln  wahl  der  Beziehungen,  d.  h* 
üher  die  Richtigkeit  der  in  die  Beziehungen  eingeführten  Functionen. 
Die  Formeln  sind  nur  Interpolationsformeln.  So  lange  man  es  nun 
bloss  mit  den  Beziehungen  seihst  innerhalh  des  Erfahrungsgehietes  zu 
thun  hat,  ist  dieses  nicht  von  Bedeutung.  Sohald  man  aher  üher 
dieses  Gehiet  hinausgeht,  extrapolirt,  hefin det  man  sich  auf  ganz  un- 
sicherem Boden.  Noch  viel  ühler  steht  es  um  solche  Beziehungen, 
wenn  man  mit  ihnen  mathematische  Operationen  vornehmen  will,  denn 
wenn  auch  zwei  verschiedene  Functionen  innerhalh  eines  gewissen  Ge- 
bietes gleiche  Werthe  gehen,  hrauchen  dieses  aus  ihnen  abgeleitete 
Functionen  durchaus  nicht  mehr  zu  thun;  so  können  die  Dififerential- 
quotienten  oder  Integrale  numerisch  abweichende  Ergehnisse  liefern,  und 
hierdurch  wird  eine  oft  unerträgliche  Unsicherheit  in  die  Wissenschaft  ein- 
geführt. Es  ist  deshalb  durchaus  berechtigt,  zuerst  zu  versuchen,  auf 
dem. ersten  Wege  vorwärts  zu  kommen,  den  zweiten  aber  rein  prakti- 
schen Zielen  und  solchen  Fällen  vorzubehalten,  in  welchen  der  erste 
Weg  eben  nicht  gangbar  ist.  Letzteres  ist  leider  in  den  meisten  Ge- 
bieten der  Physik  der  Fall. 

Sondert  man  unter  den  Eigenschaften  der  Körper  diejenigen  aus, 
welche  das  Volumen  (oder  die  Dichte),  die  Temperatur  und  den  Wider- 
stand gegen  Druckwirkung  (den  Eigendruck)  betreffen,  so  heisst  die 
zwischen  diesen  gebildete  Gleichung  die  thermodynamische  Zu- 
standsgleichung  des  betreffenden  Körpers.  Sei  p  der  Widerstand 
gegen  Druckwirkung,  der  Eigendruck  des  Körpers,  v  das  Volumen, 
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d'  die  absolute  Temperatur,  so  wäre  hiernach  eine  Gleichung  von  der 
Form 

(p  (jp,  v,d')  =  0 

eine  thermodynamische  Zustandsgieichung.  Indessen  ist  dabei  noch 
zu  bemerken,  dass  die  Form  dieser  Gleichung  verschieden  sein  kann, 
je  nachdem  der  Zustand  ein  natürlicher  oder  erzwungener  ist.  Unter 
Zustandsgieichung  überhaupt  verstehen  wir  die  Beziehung  zwischen 
Druck,  Temperatur  und  Volumen  im  natürlichen  Zustande  des  Körpers. 
Diese  natürliche  Zustandsgieichung  besteht  immer,  auch  in 
den  erzwungenen  Zuständen,  während  Zustandsgieichungen  für 
erzwungene  Zustände  nur  auf  die  Vorgänge  Anwendung  finden,  die 
der  Zwang  bedingt.  Ich  gehe  erst  auf  die  theoretische  Ableitung 
der  natürlichen  Zustandsgieichung,  insbesondere  für  Gase  (und  Flüssig- 
keiten) .  ein. 

Ausgangspunkt  für  diese  theoretische  Ableitung  der  Zustands- 
gieichung der  Körper  bildet  die  Hypothese  der  Wärme  als  bestimmt 
durch  die  mittlere  kinetische  Energie  der  Bewegung  der  kleinsten 
Theilchen  der  Körper.  Man  kann  auch  hierbei  zwei  Wege  einschlagen : 
erstens  indem  man  über  diese  Bewegung  der  Molekel  nur  allgemeine 
Annahmen  macht,  wie  beispielsweise,  dass  selbst  in  kleinen  Theilen 
der  Körper  alle  möglichen  Eichtungen  der  Bewegung  und  alle  mög- 
lichen Geschwindigkeiten  vertreten  sein  sollen,  oder  dass  jede  Molekel 
Richtung  und  Geschwindigkeit  der  Bewegung  selbst  in  kurzen  Zeit- 
abschnitten sehr  oft  wechseln  soll;  zweitens,  indem  man  über  die 
Art  der  Bewegung  selbst  genaue  Hypothesen  aufstellt,  etwa  dass  die 
Bahnen  geradlinig  oder  kreisförmig  sein  sollen,  dass  die  Bewegung 
eine  fortschreitende,  schwingende  u.  s.  f,  sein  soll.  Das  erstere  Ver- 
fahren muss  als  das  allgemeinere  umfassendere  Gleichungen  geben  als 
das  zweite,  ist  aber  mit  erheblich  grösseren  Schwierigkeiten  verbunden. 
Ich  schlage  es  zuerst  ein. 

14.     Satz  vom  mittleren  Virial  und  der  mittleren  lebendigen 

Kraft. 

Da  die  kinematische  Theorie  der  Wärme  die  Temperatur  als  pro- 
portional der  inittleren  lebendigen  Kraft  der  Molekularbewegung  be- 
trachtet, muss  bei  der  Ableitung  der  Zustandsgieichung  von  einer 
Formel  der  Mechanik  ausgegangen  werden,  welche  diese  lebendige 
Kraft  enthält,  das  ist  die  Gleichung  für  die  lebendige  Kraft  überhaupt. 
Dieser  zufolge  haben  wir,  wenn  die  lebendige  Kraft  mit  T  bezeichnet 
wird,  und  m,  x,  y^  z  Masse  und  Coordinaten  irgend  eines  sich  be- 
wenrenden  kleinsten  Theilchens  bedeuten: 


T=^ 


i2:4(^y+,(^)'+rr:y} 
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Maltiplicirt  man  mit  dem  Zeitelement  dt  und  bildet  den  Mittelwerth 
für  irgend  ein  Zeitintervall  i,  so  wird 

0  0  0  0 

Aber  es  ist  durch  partielle  Integration 

l(ST-=('^:):-I-^-. 

0  0 


0 
t 


0  0 

also  wird,  da 

ist,  woselbst  X,  F,  Z  die  Componenten  aller  das  betreffende  Tfaeilchen 
angreifenden  Kräfte  bedeuten,  und  weil  ferner 

dx  Idar2  dj/  __  1  ^  dz  \  de^ 

^  li  ~  2  U'      ^  It  ~  2    dt'      ^  Ji~  2  lit 

ist, 

0  0 

Indem  wir   nunmehr  den  mittleren  Werth  einer  Grösse  durch  Ueber- 
streichen  ihres  Symbols  kennzeichnen,  wird 

viiio  ^  =  ^7  2  »^  ^  ((^' + 3^'  +  ^')t =i  —  (^' +y'  +  ^')*=o) 


2 

Soweit  gilt  die  Gleichung  noch  allgemein  für  jede  beliebige  Bewegung. 
Charakterisiren  wir  nun  die  Bewegung,  deren  kinetische  Energie  die 
Wärme  darstellen  soll,  dadurch,,  dass  innerhalb  eines  Körpers  unter 
den  Molekeln  alle  möglichen  Verhältnisse  vertreten  sein  sollen,  und 
beachten,  dass  x^  '\- y^  -{-  z^  nothwendig  positiv  ist,  so  wird  von  vom^ 
herein  ^m{x^  +  y^  H~  ^^)  unveränderlich  sein;  ferner  aber  wird  man 
zu  jedem  Werthe  von  x^  +  y^  +-  z^  einer  Molekel  zur  Zeit  t  =  f 
eine  andere  Molekel  angeben   können,   welche   denselben   Werth  zur 
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Zeit  ^  =  0  hat,  an  sich  also  wird  schon  ^  m  (x^  -\-  y^  -{-  £^^)t  =  i 
—  ^m(x^  -\-  y^  -f-  0^)t  =  o  gleich  Null  zu  setzen  sein,  und  da  ausser- 
dem jede  der  Grössen  2  w»  (a;^  -|-  3^2  _|_  ^2)  j^[f^  ^q^  Zeit  t  sich  nicht 
ändert,  so  haben  wir  a  fortiori 

2  (»»  ji  (*'  +  y^  +  e^)t=i  —  mji(.x^  +  y^  +  ^'')«=o)  =  0. 

Somit  wird 


Villa)  T  =  —  ^^{xx  +  Yy  +.Ze\ 


Dieser  sehr  merkwürdige  Satz  rührt  von  Clausius  her,  er  weist  darauf 
hin,  dass  man  für  jedes  System,  dessen  kleinste  Theilchen 
sich  derartig  bewegen,  dass  weder  die  Geschwindigkeiten 
noch  die  Entfernungen  von  irgend  welchen  festen  Aus- 
gangspunkten stets  in  demselben  Sinne  sich  verändern  — 
eine  solche  Bewegung  nennt  Clausius  eine  stationäre  — ,  die 
lebendige  Kraft  aus  den  wirkenden  Kräften  und  den  Co- 
ordinaten  der  Molekel  berechnen  kann.  Eigentlich  sind  die 
obigen  Einschränkungen  für  die  Bewegung  schon  zu  weitgehend,  sie 
würden  unter  Umständen  die  Wahl  eines  sehr  grossen  i  verlangen,  also 
die  Mittelbildung  über  lange  Zeiträume  voraussetzen.  In  der  That  ist 
aber  nichts  weiter  verlangt,  als  dass  unter  den  Molekeln  sich  immer 
Paare  angeben  lassen,  die  bei  gleichem  Zustande  des  Körpers  zu 
verschiedenen  Zeiten  gleiche  Geschwindigkeiten  für  die  Quadrate  der 
Abstände  von  festen  Punkten  haben.  Dies  allein  genügt  schon,  und 
man  wird  es,  wenn  die  Körper  nur  einigermaassen  ausgedehnt  sind  — 
sie  können  dabei  noch  recht  klein  sein  —  bei  der  ungeheueren  Zahl 
von  Molekeln,  welche  sie  dann  haben,  selbst  für  kleinste  Zeiträume 
ohne  weiteres  zugeben.  Oder  man  wird  —  was  ebenfalls  allein  ge- 
nügt —  annehmen,  dass  durchschnittlich  in  einem  nur  einigermaassen 
ausgedehnten  Körper  die  Geschwindigkeit  für  die  Quadrate  des  Ab- 
standes  der  Molekel  von  einem  festen  Punkt  immer  gleich  gross  ist. 
Welche  dieser  Annahmen  man  machen  will,  ist  für  den  Erfolg  gleich. 
Für  die  Bewegung,  welche  wir  den  Molekeln  gewöhnlich  zuschreiben, 
trefiPen  beide  selbst  in  kleinsten  Zeitintervallen,  extreme  Kleinheit  der 
Körper  ausgeschlossen,  zu  und  verstärken  sich,  wie  schon  bemerkt,  so 
dass,  wenn  eine  doch  nicht  ganz  hinreichen  sollte,  die  andere  den 
Best  der  etwaigen  Bedenken  gegen  die  Vernachlässigung  der  in  der 
Gleichung  für  die  mittlere  lebendige  Kraft  fortgelassenen  Glieder 
hebt.  OfiPenbar  können  die  thatsächlichen  Bewegungen  noch  sehr  ver- 
schiedenartig sein,  und  der  obige  Satz  dürfte  für  alle  möglichen  Körper 
und  Zustände  Geltung  haben.  Man  wird  geneigt  sein,  ihn  für  die  all- 
gemeinste Form  der  Zustandsgieichung  zu  halten,  und  darin  erblicke 
ich  die  Hauptbedeutung  dieses,  eminent  wichtigen  Clausius 'sehen 
Satzes. 
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Uebrigens  weicht  der  hier  gegebene  Beweis  von  dem  yon  Clausius 
gewählten  etwas  ab,  man  erhält  den  Satz  nicht  so  zufällig  wie  bei 
Clausius.  Das  hat  aus  folgendem  Grunde  Werth.  Offenbar  drängt 
sich,  wenn  dem  Satze  eine  so  eminente  Bedeutung,  wie  die,  dass  er 
die  Zustandsgieichung  angiebt,  zugeschrieben  wird,  die  Frage  auf: 
waram  ist  es  dieser  gerade  ?  kann  man  nicht  durch  andere  Operationen 
andere,  vielleicht  noch  wichtigere,  weil  genauere,  Sätze  erhalten, 
die  eher  den  Anspruch  auf  die  so  hohe  Stellung  erheben  dürfen? 
Leitet  man  den  Satz  so  ab,  wie  es  sonst  geschieht,  indem  man  die 
Galilei'schen  Bewegungsgleichungen  mit  den  Goordinaten  multiplicirt, 
dann  addirt  und  Mittel werthe  bildet,  so  sind  jene  Fragen  unzweifel- 
haft am  Platze,  die  Multiplication  mit  den  Goordinaten  ist  rein  zufällig, 
vielleicht  wäre  eine  Multiplication  mit  anderen  Grössen  noch  vortheil- 
hafter.  Hier  ist  von  der  Definitionsgleichung  für  die  lebendige  Kraft, 
als  der  einzig  authentischen,  selbst  ausgegangen  und  sind  keine  zu- 
fallig einfallende  Operationen  vorgenommen;  die  Mittelwerthe  müssen 
gebildet  werden,  weil  die  Zustandsgieichung  nur  solche  Mittelwerthe 
enthält.  Nur  die  partielle  Integration  hätte  auch  anders  bewirkt 
werden  können,  als  geschehen  ist.    Man  hätte  auch  schreiben  können: 


m)'-->im,-'i 


t  -TT  -TTTT  a  r  u.  s.  f. 


dt  dt^ 

0 

Dann  hätte  man 

h  1  m + iw + (Mfi  ^ ' = mj + iw + (W\ 

0 

t 

m(/dx^^xdyd^ydzd^z\. 

~  T  J    \di  !¥  '^  TITW  '^  Idi  dJy     ' 

0 

also  zufolge  des  Satzes  der  lebendigen  Kraft 

l    C     d  T  

T=  T  —  T  \t—-  dt  =  T—  (T—  T)i 
i  }     dt 

0 

also  eine  identische  Gleichung,  oder  eine  Gleichung  von  der  Form 
T=  T 


Auch  diese  zweite  Form  kann  nichts  geben,  denn  haben  beispielsweise 
die  Kräfte  ein  Potential  ü^  so  wäre 
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d:  h.,  der  Satz  der  lebendigen  Kräfte  gilt  für  mittlere  Yerhältnisse 
ebenso  wie  für  momentane,  was  selbstverständlich  ist.  Hiemach  führt 
die  zweite  Art  der  Integration  zu  nichts.  Willkürliche  Functionen 
der  Zeit  aber  durch  andere  partielle  Integrationen  einzuführen,  kann 
erst  recht  keine  Bedeutung  ^aben.  Die  gegebene  Ableitung  ist  also 
von  Zufälligkeiten  frei. 

Eine  Schwierigkeit  bietet  der  Satz  noch,  es  ist  nämlich  an- 
genommen, dass  die  kleinsten  sich  selbstständig  bewegenden  Theilchen 
so  kleine  Dimensionen  haben  oder  so  gestaltet  sind,  dass  man  sie  wie 
Punkte  behandeln  darf,  und  zwar  sowohl  hinsichtlich  der  Berechnung 
der  lebendigen  als  der  bewegenden  Kräfte.  Das  ist  eine  neue  Hypo- 
these, welche  die  kleinsten  Theilchen  selbst  betrifft.  Man  wird  geneigt 
sein,  dieses  für  die  Atome  der  Körper  ohne  weiteres  als  den  That- 
sachen  entsprechend  zuzugeben.  Nichts  hindert,  den  Satz  auf  die 
Atome  selbst  anzuwenden,  aber  dann  entstehen  neue  Schwierigkeiten. 
Ich  gehe  auf  diese  einstweilen  nicht  ein,  sie  werden  bei  den  folgenden 
Bechnungen  scharf  genug  hervortreten  und  dort  discutirt  werden. 

Die  Grösse 


IX)  F=  —  I  1  (Xx  +  Yy  +  Zz) 

nennt  Clausius  das  mittlere  Yirial  und  den  Satz 
VIII3)  T=V 

den  Satz  vom  mittleren  Virial. 

Die  mittlere  lebendige  Kraft  ist  gleich  dem  mitt- 
leren Virial., 

Dieser  Satz  soll  also  die  Zustandsgieichung  der  Körper  geben. 

Wir  haben  bisher  angenommen,  dass  die  Bewegungen,  Kräfte  u  s.  f. 
durch  die  gewöhnlichen  Lage-Coordinaten  der  Theilchen  bestimmt 
sind.  Wenn  das  nicht  der  Fall  sein  sollte,  sondern  die  Bewegung 
innerhalb  des  Körpers  von  beliebigen  Parametern  gi,  ^2»  ^3»  •  m  Q.n 
bestimmt  sein  sollte,  nennen  wir  die  Geschwindigkeiten  Cii\  q^^  ^st  •  •  •«  9n 
und  die  Bewegungsmomente  pi,  P2^  1>3,  .  •  .»  Jßn*  Die  jp  sind  dann 
lineare  Functionen  der  q^  mit  Coefficienten ,  die  beliebige  Functionen 
der  q  sein  können.    Die  lebendige  Kraft  als  Function  der  jp  und  q*  ist 

als  Function  der  q^  ist  sie  eine  homogene  quadratische  Function  mit 
Coefficienten,  welche  ebenfalls  beliebige  Functionen  der  q  sein  können. 
Nun  haben  wir 
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Xach  den  Lagrange'schen  GleichuDgen  ist  aber,  falls  die  Aenderung 
des  Parameters  3  durch  eine  Kraft  Q'  bewirkt  wird; 

dp  d  T 

—  ==0  4-  — — 
dt  ^  ^   dq' 

T  als  quadratische  Function  der  q'  aufgefasst,  somit  wird 


^  =  j;-2(^«a-|S(«  + 


Wir  müssen  nun  wieder  annehmen,  dass  innerhalb  der  2  zu  jedem 
Werthe  von  i>  3  für  ^  =  i  sich  ein  gleicher  Werth  f ür  ^  =  0  angeben 
lässt.    Alsdann  ist 


Nun  haben  wir 


^  =  -|2(«  +  |f).. 


dT_d(qT) 
^dq~      dq     ~  ^' 


Die  Summation  erstreckt  sich  auf  alle  q  innerhalb  des  Körpers, 
T  aber  ist  die  momentane  lebendige  Kraft  des  ganzen  Körpers,  so- 
mit wird 


-^^      dq         -^^      Cq 

Darfman  nun  diese  momentane  lebendige  Kraft  der  mittleren  gleich 
setzen,  so  wird 


dq  T        d  T  q 
dq  dq 

also,  da  alsdann  T  von  q  nicht  abhängt: 


83 

ond  es  bleibt 


a^T^- 


1 


VnU)  T=--lqQ 

wie  früher.  Indessen  ist  für  diesen  allgemeinen  Fall  der  Beweis  viel 
andorchsichtiger ,  wenngleich  man  geneigt  sein  wird,  die  gemachten 
Annahmen  für  die  Wärmebewegung  der  Körper,  als  sehr  wahrscheinlich 
zuzugestehen. 

Endlich  will  ich  den  einfachen  Fall  betrachten,  dass  die  Molekel 
Bahnen  beschreiben,  deren  Coordinaten  sich  durch  periodische  Func- 
tionen darstellen  lassen.     Sei  also  wie  früher 

x==  au  +  J,    y=  ßv  +  ri,    z  =  yw  -\-  i. 

Die  Grösse,  um  die  es  sich  handelte^  war 
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j-^  («>*  +  y'  +  ^'), 

sie  ist  in  diesem  Falle,  da  |,  17,  ^  yon  t  nicht  abhängen, 
d 

also,  indem  man 

.    .    2;r<  _    .    2n;t  ^,    2nt 

t  %  % 

setzt,  unter  Fortlassung  aller  constanten  Glieder 

dt  W  t  '^  t  '  %  J 

1-  ^  ^    J 

Dieses  giebt  für  t  =  i  sowohl  als  für  ^  =  0  für  den  Klammernausdruck 

In  diesem  Falle  ist  also  ohne  jede  Hypothese 

lt  =  i 


[jt  ^-'  +  ^'  +  41;  =  '• 


und  der  Satz  vom  mittleren  Virial  gilt  uneingeschränkt.  Das  Nämliche 
findet  statt  in  unzählig  vielen  anderen  Fällen,  die  man  sich  beliebig 
construiren  kann. 

Im  Ganzen  wird  man  hiemach  wohl  sagen  dürfen,  dass  man  durch 
Anwendung  des  Satzes  vom  mittleren  Virial  durchaus  nicht  zu  be- 
fürchten hat,  zu  allzu  speciellen  Gleichungen  zu  gelangen.  Im  Gegen- 
theil,  man  wird  noch  weitere  Hypothesen  einführen  dürfen,  um  nicht 
allzu  umfassende  Beziehungen  zu  erhalten,  deren  Anwendbarkeit 
gewissen  Zweifeln  unterliegen  könnte. 

15.    Ableitung  von  Zustandsgleiolrnngeii. 

Die  Anwendung  des  Cl au sius' sehen  Satzes  vom  mittleren  Virial 
auf  die  Ableitung  von  Zustandsgieichungen  ist  nicht  neu,  sie  stammt 
schon  Yon  Cl  au  sius  selbst  her  und  ist  von  van  der  Waals  weiter 
ausgebildet  worden.  Der  Verfasser  hat  nur  die  allgemeinsten  und 
strengsten  Beziehungen  abzuleiten  gesucht  ^).  Seitdem  dieses  geschehen 
ist,  hat  derselbe  keine  Veranlassung  gefunden,  etwas  an  seinen  Kech- 
nungen  zu  ändern,  er  theilt  sie  deshalb  so  mit,  wie  sie  zuerst  bekannt 
gegeben  worden  sind,  mit  nur  unwesentlichen  Aenderungen,  doch  etwas 
erweitert  und  manchmal  anders  gedeutet. 


^)  Wiedemann's  Annalen,  Bd.  54,  S.  544 ff.  1895. 
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Es  bandelt  sieb  um  recbt  yerwickelte  Recbnungen ;  am  deren  Yer- 
ständniss  nicbt  zu  erscbweren,  lasse  icb  sie  im  Znsammenbange  folgen 
und  foge  die  Discussion  an  den  Scblnss  der  Betracbtung. 

Ist  eine  Reibe  von  Körpertbeilcben  in  stationärer  Bewegung 
begriffen,  in  dem  früber  definirten  Sinne,  und  bezeicbnet  T  die  kinetiscbe 
Energie  dieser  Bewegung,  wäbrend  Xi,  Yi,  Zi  die  Componenten  der 
inneren,  Xe,  Te,  Z^  die  der  äusseren  auf  die  Tbeilcben  wirkenden 
Kräfte,  x,  y,  z  die  Coordinaten  eines  Tbeilcbens  angeben,  so  ist  also 
nach  dem  Satze  vom  mittleren  Yirial: 


Vnis)    r  =  —  -2 (3:«a;  +  r.y  +  Z,e)  —  - 2 {XiZ  +  YiV  +  Ziz). 

Die  Grössen  auf  der  recbten  Seite  sind  das  äussere,  bezw.  innere 
mittlere  Yirial.  Clausius^)  bat  darauf  binge wiesen,  dass  dieser  Satz 
auch  für  beliebige  Componenten  der  Bewegung,  sovde  fär  jede  be- 
liebige Zabl  der  Tbeilcben  angewendet  werden  kann,  falls  eben  die 
Bewegung  nacb  jeder  Eicbtung  und  für  jedes  Tbeilcben  stationär  ist. 
Der  Satz,  der  im  früber  angegebenen  Sinne  als  Näberungsformel  auf- 
zufassen ist,  wird  um  so  riebtigere  Ergebnisse  liefern,  je  mebr  Glieder 
man  aufnimmt,  wodurcb  die  Bewegung  sieb  in  sieb  ausgleicben  kann. 
Die  grösste  Genauigkeit  kommt  ibm  also  zu,  wenn  man  ibn  auf  alle 
im  System  vorbandenen  sieb  einzeln  bewegenden  Tbeile,  also  auf  die 
Atome  erstreckt  und  die  gesammte  Bewegung  in  Reebnung  stellt. 
Dieses  ist  leider  nocb  niobt  möglieb.  Im  Folgenden  bezieben  sieb  die 
Ergebnisse  auf  die  Molekel. 

Selbstyerständlieb  werden  wir  aber  Molekel  aucb  in  Atome  zu 
zerlegen  baben^). 

Das  äussere  mittlere  Yirial  lassen  wir  zunäcbst  ausser  Betracbt. 
Das  mittlere  innere  Yirial  bezeicbnen  wir  mit  F». 

Die  Bereebnung  dieses  mittleren  inneren  Yirials  bangt  von  den 
Annabmen  ab,  die  man  in  Bezug  auf  die  innere  Bescbaffenbeit  der 
Körper  macbt.  Da  bierüber  nur  Yermutbungen  aufgestellt  werden 
können,  ist  es  gut,  die  Reebnung  mit  yerscbiedenen  Annabmen  aus- 
zofübren,  um  mebrere  Gleicbungen  zu  gewinnen,  aus  denen  die  der 
Erfabrung  am  besten  entsprecbende  ausgewäblt  werden  kann. 

1.  Die  erste  Annabme,  die  wir  der  Bereebnung  zu  Grunde  legen, 
sei  die,  dass  diese  Bereebnung  so  ausgefübrt  werden  darf,  als  ob  der 
Körper,  um  den  es  sieb  bandelt,  aus  eontinuirlicb  mit  gleicbmässiger 


*)  Clausius,  Pogg.  Ann.  112,  130. 

^  In  meiner  citirten  Abbandlung  babe  icb  geglaubt,  alles  auf  die  Atome 
Wogen  zu  baben.  Inzwiscben  musste  icb  einseben,  dass  das  nicbt  ricbtig  ist, 
dass  thatsäcblicb  die  Becbnungen  sieb  nur  auf  die  Molekel  erstrecken; 
selbst  wo  von  Atomen  die  Bede  ist,  dient  alles  docb  nur  dem  Zweck,  die 
betreffenden  Grössen  für  die  Molekel  zu  ermitteln.  Nur  das  Stossvirial  der 
Atome  bildet  biervon  eine  Ausnabme.  Wollte  man  alles  auf  Atome  be- 
ziehen, so  müsste  man  von  deren  absoluten  Bewegungen  ausgeben. 
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Dichte  vertheilter  SubstaDz  besteht.  Diese  Dichte  sei  p;  mit  dv,  dv 
bezeichnen  wir  Raumelemente  des  Körpers,  mit  x,  y,  z\  x\  y',  z*  deren 
Coordinaten,  mit  K  die*  zwischen  ihnen  wirkende  Kraft ,  von  welcher 
wir  voraussetzen,  dass  sie  allein  von  der  Entfernung  r  der  betreffenden 
Körpertheilchen  abhängt.     Setzen  wir: 

r 

SO  wird  das  mittlere  innere  Virial,  weil  in  diesem  Falle  jeder  beliebige 
Zustand  zugleich  der  mittlere  ist, 


la) 


^'=-t[||1-(111I?-)-' 


V 


+lll^(JII^^«)-+i''.(lll^^'■)H- 

V  V  V  V 

oder  indem 


\\\ 


«.'2  4-  «'s  _i_  Ji 
Fdv  =  L,         ^    „    ^        =  ft' 


V 

gesetzt  wird, 


lux    ^  Q^iiU^Ldit'   ,    dLdyi!    ,    dLdyJ\,  , 

Ib)    F,  =  --JJJ(^^  +  ^g^  +  ^g^)dt,'. 

Nach  dem  Green 'sehen  Satz  ist,  falls  U,  F  zwei  Functionen  von 
X,  2/»  ^  bedeuten  und  —  ^  als  Abkürzung  für  die  Operation 

g2  82  g2 


dx^    '    dy^    '    dz^ 

dient,  für  jeden  einfach  zusammenhängenden  Raum  v,  der  von  einer 
Fläche  S  eingeschlossen  wird,  deren  nach  aussen  gerichtete  Normale 
n  ist, 

du  dV     ,     du  dV    ,     du  dY\^ 

dx    dx    ^  dy    dy   ^   dz    dz  J 

^^\uJV)dv+^^ü^dS, 

s 

so  lange  die  Integrale  überhaupt  einen  Sinn  haben.  Hiernach  vdrd, 
indem  wir  ü  =  L,  F  =  ft'  setzen  und  beachten ,  dass  dann  z/  F  = 
—  3  ist, 

Zur  Reduction  des  ersten  dreifachen  Integrals  wende  ich  wiederum 
den  Green' sehen  Satz,  jedoch  mit  anderen  Functionen,  an. 
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Zunächst  ist 


JI\l,v  ^n^äv)  äV. 


Wir  denken  uns  innerhalb  des  Raumes  v\  den  der  Körper  ein- 
nimmt, an  der  Stelle  x\  y',  z*  ein  Element  dv\  bezeichnen  die  Ent- 
fernung dieses  festen  Elementes  d  v*  von  dem  durch  den  Raum  v 
wandernden  d,v  mit  r  und  setzen  F==  1/r,  dann  ist  ^  F  überall  im 
Räume  v  gleich  Null,  nur  nicht  an  der  Stelle,  wo  das  Element  dv* 
liegt,  dort  hat  diese  Grösse  denWerth  —  4^,  und  wenn  ü"'  den  Werth 
Yon  TJ  an  derselben  Stelle  angiebt,  bekommt  man  aus  dem  Gree na- 
schen Satz: 

-  III  dSV      ** 


\\\ 


dn 


Die  Function  Ü  wähle  ich  so,   dass  das  Glied  zur  linken  Hand  in 
fffF(r)dv  übergeht;  dazu  muss  sein: 


somit: 


F(  ^  =  —  (—  8^        du  dr        du  dr\ 

r 

Die  obere  Grenze  di  ist  von  r  unabhängig  und  so  beschaffen,  dass  für 
sie  das  Integral  yerschwindet.  Ersetzen  wir  das  Symbol  ü  durch  P, 
bezeichnen  also  mit  P(r)  eine  Function  von  r,  die  mit  der  Potential- 
funetion  durch  die  Gleichung: 

r 

P(r)  =  -f|«f(|)d| 


1 


verbunden  ist,  so  resultirt: 

dr 
dn 


\\\F(r)dv  =.  4„P  +  ^^^Pir) 


Wir  haben  nun,  um  ///Ldv'  zu  bilden,  mit  dv^  zu  multipliciren 
und  wieder  dreimal  zu  integriren.     Hiemach  wird 

P'  ist  eine  Con  staute ,  und  um  das  besonders  hervorzuheben ,  ersetzen 
wir  es,  wie  es  sein  muss,  durch  F  (0),  wo  also : 
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•  0 

ist.  Also  geht  das  erste  Glied  über  in  4t7CF{0)v,  wo  v  den  ganzen 
vom  Körper  eingenommenen  Raum  bedeutet.  Im  zweiten  Gliede  dürfen 
wir  die  Integrationenfolge  umkehren;  bezeichnen  wir  dieses  zweite 
Glied  mit  O,  so  ist  also  auch: 

und  wir  haben  das  Integral: 


-ll\ 


ZU  reduciren. 

r  bedeutet  hier  die  Entfernung  eines  im  Räume  v'  herum  wandernden 
Elementes  dv*  von  einem  ganz  festen  Punkte  P  der  Oberfläche  S  dieses 
Raumes,  n  ist  eine  feste  Richtung.  Solange  nun  das  Element  dv*  dem 
Element  d  S  bei  F  nicht  zu  nahe  kommt,  ist  1/r^  endlich,  wenn  es  aber 
in  die  Nachbarschaft  von  P  tritt,  wächst  1/r*^  über  alle  Grenzen.  Wir 
scheiden  nun  die  Nachbarschaft  von  P  dadurch  von  dem  Räume  d' 
aus,  dass  wir  um  P  mit  einem  sehr  kleinen  Radius  S  eine  Eugelfläche 
legen;  die  Oberfläche  zerschneidet  dann  diese  Kugel  in  zwei  Theile, 
von  denen  der  eine  ausserhalb,  der  andere  innerhalb  des  Körpers  lieg^t, 
nur  dieser  letztere  gehört  unserer  Betrachtung  an.  Wenn  die  Ober- 
fläche S  bei  P  keine  Unstetigkeiten  aufweist,  wird  dieser  Theil  als 
Halbkugel  anzusehen  sein,  und  unser  IntegraU  zerfällt  in  zwei  Glieder 
e/i  und  cT^,  deren  erstes  sich  auf  den  ganzen  Raum  v*  ausschliesslich 
der  an  P  gelegten  Halbkugel,  deren  zweites  sich  lediglich  auf  diese 
Halbkugel  bezieht.  Indem  wir  in  diesem  zweiten  Gliede  Kugelcoordi- 
naten  einführen,  so  dass  dv'  =  27Cr^dr  sind'dd'  wird,  und  beachten, 
dass  n  in  der  Verlängerung  der  Axe  der  Halbkugel  liegt,  wird 
cos  (r,  w)  =  —  cosd;  somit: 


7t 


J^  =  2x{  dd'{sind'cosd'P(r)dr. 

0  0 

Setzen  wir: 

d 

r 

SO  geht  «7*2  über  in : 

Im  Integral  J^  sind  alle  Grössen  stets  endlich ;  wenden  wir  wieder  den 
Green' sehen  Satz  an  und  machen  F=  l/r,  so  ist  ^Y  überall  0, 
und  es  bleibt  nach  dem  Green 'sehen  Satz 

m      [[[dv' (du  dr    ,     dU_dr        du  dr\_CCdS'  dr 
^^     JJJ   r2  \dx'  ex'  +  a  y  dy'  +   dz'  dz')  ~]]   r^    dn     ' 
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mit  v'  ist  hier  der  Raum  v  abzüglich  der  Halbkugel  an  P,  mit  Sf  die 
Oberfläche  dieses  Kaumes  bezeichnet,  also  eine  Fläche,  die  überall  mit 
S  zusammenfallt  und  nur  bei  P  statt  des  P  umgebenden  Elementes 
yon  S  eine  Halbkugelfläche  zur  Ergänzung  hat.  Um  zu  Ji  zu  ge- 
langen, haben  wir  U  so  zu  wählen,  dass : 

du    dr         du   dr         'dU   dr  _  dr 

dx'  dx'  "^  dy'   dy''^  dz'   dz*  ^^^hn 

wird.     Nach  einer  leichten  Ueberlegung  findet  man: 

rr=-|^|p(r)t?r, 
dnj 

r 

WO  die  obere  Grenze  des  Integrals  so  gross  ist,  dass  für  sie  das 
Integral  verschwindet. 

Setzen  wir,  ähnlich  wie  bei  der  Reduction  von  cTj^: 

^JF(r)dr  =  Q{r), 

r 
80  wird: 

d  V 

also: 

0  X        ox.cn  on  0  X 

n  ist  eine  feste  Bichtung  und  hängt  in  keiner  Weise  von  x^  ab,  es 
dürfen  daher  die  Differentiationen  nach  a;'  und  n  mit  einander  ver- 
tauscht werden,  dann  folgt  aber: 

^üdt^_l  d/dry  dr/dr\* 

d^  dx'~'2  ^  ^'^dn\dx'J  ■*"  ^'■^  8n  \dx')  ' 
dUdr_ld  /dry  .pf.dr^  /dry 
dy'  dy'~2^^*'  dn  \dj/)  '^  ^^""^  dn  \dt/J ' 

woraus  durch  Addilion  sich  ergiebt: 

dx'  dx'  "^  dy'  dy'  "^  dz'  dz'  ~  ^^^  d  n 
Damit  findet  man: 

r  ist  hier  im  Fläch eniutegral  die  Entfernung  der  Stelle  P  von  irgend 
einem  Punkte  Q  der  Oberfläche  S.    Für  einen  Punkt  §,  der  der  Halb- 
kugel an  P  angehört,  ist  3r/8w'  =  +  1»  somit  der  Betrag  des  Flächen- 
Weinstein,  Thermodynamik.  4 
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Integrals  bezogen  auf  die  Halbkugel,  wie  sich  leicht  ergiebt,  gleich 
—  7t  Q  (Ö).  Bezeichnen  wir  jetzt  die  Fläche  iS',  abzüglich  eines  als 
eben  zu  betrachtenden  Stückes  Ö  um  P  herum,  mit  Sq\  so  wird: 

JJ  dn  cn     r^ 

Aber  für  das  ebene  Stückchen  Ö  ist  sowohl  dr/dn  als  dr/dn'  gleich 
Null,  und  da  f/dö/r  jedenfalls  endlich  ist,  dürfen  wir  Ö  unbedenklich 
zu  So'  hinzufügen,  also  statt  So'  schreiben  jS',  und  damit  wird: 

w 

Hier  ist  endlich: 
Q(o,S)  +  Q(d)  =  —JF(r)dr-{p(r)dr=-'jP(r)dr=Q(0), 

0  0  0 

und  wir  bekommen: 

Qir) 


j=.-„Qio,d)-7cQ(S)+^^dS'l^,ll^, 


^=_„<2(,)+||,S'|l|r 


•2 


wo  jede  Spur  der  analytischen  Hülfsgrösse  S  verschwunden  ist. 
Nunmehr  wird: 


Y) 


\\\Ldv  =  \\\dv  \\\Fdv'  =  4ffvi>(o)  —  nSQio 


) 


V 


S  S 

woselbst 


^M^'rnli''-^ 


2')  P(r)  =  —\a^F{a)d(x,  Q{r)  =  —  {p(ß)dß 


r 

^1 


=  4-  \dß  \cc^F(a)da, 

dS'  und  W  sind  ein  Flächenelement  und  eine  Normale  der  gleichen 
Fläche  S;  Si,  S2  sind  so  gewählt,  dass  für  sie  die  Integrale  P  und  Q 
verschwinden.     Ferner  haben  wir 

S  S  V 

also  zufolge  der  gleichen  Ent Wickelungen 


8  SS 
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Es  wird  hiernach  das  innere  Yirial: 

dr   dr    Q  (r) 


Id) 


Vi  =^Q^h7CvP(o)  —  7tSQ(o)  +  {{dS  f fdS' 


d  n  d  n'     r- 
s       's 


8  8 

Die  Doppelflächenintegrale  sind  auf  die  Oberfläche  des  Körpers  zu  be- 
ziehen. Gauss  ^)  hat  nachgewiesen,  dass  das  erste  Fläch enintegral 
unter  Zugrundelegung  der  bekannten  Annahmen  über  die  Molekular- 
kräfte, falls  der  Körper  keine  unendlich  dünnen  Lamellen  bildet  und 
keine  Sprünge  in  seinem  Innern  hat,  verschwindend  klein  ist  gegen 
die  anderen  Glieder.  Von  dem  zweiten  Flächenintegral  das  nämlichei 
einzusehen,  ist  leicht.  Lassen  wir  also  beide  Flächenintegrale  fort, 
80  wird  2) : 

le)  Vi=  3nQ^vP(o)  —j7tQ^SQ(o), 

Die  innere  potentielle  Energie  ist  bis  auf  einen  Anfangswerth  U^^ 
nach  Gauss: 

2  a)  Ui  =  2  X  Q^v  P  (o)  —  ]^  7t  Q^  S  Q  (ö), 

woselbst  alle  Grössen  genau  die  nämliche  Bedeutung  haben  wie  die 
gleichbezeiohneten  in  den  vorstehenden  Ent Wickelungen.  Wir  be- 
kommen hiernach: 

3)  -^'  =  1  (^•-  —  ^/^>- 

Das  innere  Yirial  ist  also  in  diesem  Falle  (bis  auf  einen  Anfangswerth) 
gleich  I  von  der  inneren  potentiellen  Energie,  genau  so,  wie  das  von 
einem  äusseren  Druck  herrührende  äussere  Yirial  nach  Clausius 
gleich  ist  f  von  der  diesem  Druck  entsprechenden  Energie.  Setzen 
wir  noch: 

3')  Kg  =  2XQ^P(0),       Ho  =  %Q^Q{o), 

80  wird 

If)  Yi  =  ^{Kav  —  ^HGS^, 

2b)  Ui  =  (Kov  — i  HoS^  +  üf\ 


^)  Werke.     Ausgabe  von  1867,  Bd.  V,  S.  31  bis  77. 

*)  Zu  demselben  Werthe  gelangt  man,  wenn  man  das  innere  Virial 
durch  den  Clausius' sehen  Ausdnick  — ^Sri'bF/'br)  darstellt,  wo  'bF/^r 
die  Kraft  zweier  um  r  abstehender  Theilchen  auf  einander  angiebt.  Doch 
giebt  88  auch  noch  andere  Näherungsformeln. 

4* 
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Kq  und  Ha  sind  die  Gauss' sehen  Capillaritätsconstanten.  Die  Dis- 
cuBsion  dieser  Formeln  folgt  später,  ich  gehe  sogleich  zu  der  zweiten 
Berechnungsweise  über. 

2.  Es^mögen  also  die  Körper  aus  getrennten  Molekeln  bestehen, 
die  ihrerseits  wieder  aus  Atomen  zusammengesetzt  sind.  Molekeln  und 
Atome  sollen  sich  in  stationärer  Bewegung  befinden.  Die  Molekeln 
können  zwar  Atome  unter  einander  austauschen,  durchschnittlich  sollen 
sie  jedoch  aus  den  gleichen  Atomen  bestehen.  Auch  soll  durchschnittlich 
jede  Molekel  ihre  Masse  unverändert  beibehalten.  Dieses  kann  man 
zugestehen,  auch  wenn  man,  wie  es  neuerdings  geschieht,  von  einer 
absoluten  Un Veränderlichkeit  der  Molekeln  absieht  und  ständig  vor 
sich  gehende  Dissociationen  und  Bindungen  annimmt.  Ich  berechne 
das  Yirial  des  Körpers  aus  dem  Yirial  seiner  einzelnen  Theile,  der 
Molekeln,  indem  ich  voraussetze,  dass  man  über  Molekeln  genau  so  gut 
integriren  darf  wie  über  ausgedehnte  Körper.  Wenn  eine  solche  Vor- 
aussetzung befremdlich  erscheinen  sollte,  so  sei  daran  erinnert,  dass 
begrifflich  dem  jedenfalls  nichts  im  Wege  steht,  da  ja  die  mathemati- 
schen Elemente  der  Integration  beliebig  klein,  selbst  gegen  die  Di- 
mensionen eines  Atoms,  das  ja  immer  noch  eine  physikalische  Grösse 
sein '  soll ,  gewählt  werden  können.  Die  Theorieen ,  welche  in  einem 
Raumelement  eine  grosse  Zahl  von  Molekeln  enthalten  sein  lassen, 
gehen  bereits  von  Durchschnittsverhältnissen  aus.  Sodann  ist  hervor- 
zuheben, dass  in  Anbetracht  der  ungemein  geringen  Entfernungen, 
innerhalb  deren  die  Atom-  und  Molekularwirkungen  noch  bemerkbar 
sind,  die  Dimensionen  dieser  Molekeln  endliche  Grössen  sind. 

Es  sei  Yim  das  Yirial  einer  Molekel  in  einem  bestimmten  Augen- 
blicke, herrührend  nur  von  den  inneren  Kräften  des  Körpers.  Dieses 
Yirial  besteht  aus  zwei  Theilen,  einem  verursacht  durch  die  inneren 
Kräfte  der  Molekeln  selbst,  welche  ihre  Atome  zusammenhalten,  einem 
zweiten  verursacht  durch  die  Wirkung  der  anderen  Molekeln  auf  diese 
Molekeln.  Wir  berechnen  erst  den  zweiten  Theil.  Er  besteht  aus  dem 
Yirial,  welches  durch  die  gewöhnlichen  stetig  wirkenden  Kräfte  ver- 
ursacht wird,  und  das  wir  Yl^  nennen,  und  aus  dem  Yirial  Fti»,  welches 
etwaigen  beim  Zusammenstoss  mit  anderen  Molekeln  auftretenden  be- 
sonderen Druckkräften  seine  Entstehung  verdankt. 

Bei  der  Ableitung  von  Vlm  mache  ich  von  folgender  Ueberlegung 
Gebrauch.  Wenn  die  Bewegung  der  Molekeln  eine  rein  stationäre  ist, 
wird  keine  Eichtung  und  keine  Stelle  im  Körper  vor  anderen  Kichtungen 
und  anderen  Stellen  bevorzugt  sein.  Bleibt  also  eine  Molekel  trotz 
ihrer  Bewegung  innerhalb  eines  gewissen  Gebietes,  welches  wir  als  ihr 
Bewegungsgebiet  bezeichnen  können,  so  wird  sie  innerhalb  eiüer  ge- 
wissen Zeit  daselbst  alle  möglichen  Bewegungsrichtungen  durchmachen 
und  durch  alle  Orte  dieses  Gebietes  ohne  Bevorzugung  eines  einzelnen 
Ortes  hindurchgehen.  Fassen  wir  die  Molekel  in  allen  Lagen  zugleich 
auf,  so  können  wir  ihr  Gebiet  so  behandeln,  als  ob  es  mit  Substanz 
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erfallt  sei,  deren  IHchte  überall  die  nämliche  ist  und  der  der  Molekel 
selbst,  die  wir  mit  S  bezeichnen,  gleichkommt^).  Wenn  die  Molekel 
nicht  innerhalb  eines  bestimmten  Gebietes  bleibt,  sondern  ^ —  wie  das 
bei  Flüssigkeiten  wahrscheinlich  der  Fall  ist  —  durch  grössere  Theile 
der  Masse  unregelmässig  herumschweift,  können  wir  doch  Yon  der 
gleichen  Conception  Gebrauch  machen,  indem  wir  an  Stelle  der  Molekel 
andere  in  das  Gebiet  eintreten  lassen.  Berechnen  wir  nun  das  Yirial 
aller  anderen  Molekeln  auf  eine  Molekel  in  ihren  sämmtlichen  Lagen 
innerhalb  ihres  Bewegungsgebietes,  so  erhalten  wir  das  mittlere  Yirial 
der  Molekel  durch  Multiplication  mit  t/W,  woselbst  TT  den  Inhalt  des 
Bewegungsgebietes,  r  das  Volumen  der  Molekel  angiebt.  Ersteres 
Yirial  aber  können  wir  so  bilden,  als  ob  es  sich  um  eine  im  Räume  W 
continuirlich  verbreitete  Substanz  handelte.  Wir  müssen  aber  zwei 
Fälle  unterscheiden: 

a)  Wenn  die  Bewegung  der  Molekeln  dadurch  begrenzt  ist,  das8 
diese  an  einander  stossen,  grenzt  TT  überall  an  Molekeln,  und  wir  können 
das  Yirial  so  bestimmen,  als  ob  es  sich  um  die  Wirkung  einer  con* 
tinuirlich  yertheilten  Masse  auf  eine  daran  grenzende  andere  Masse 
handelte,  v*  sei  das  Yolumen  ausschliesslich  des  Bewegungsgebietes 
TT,  p'  die  Dichte  berechnet  aus  der  aller  anderen  Molekeln,  /  das 
Potential.     Wir  haben  zunächst  für  das  gesuchte  mittlere  Yirial 

V'  W 

Hiemach  wird,  da  die  Räume  v'  und  W  sich  ausschliessen  (keine  Theile 
gemeinschaftlich  haben),  wie  unter  (1) 

„  dr   dr  q{r) 


4  b) 


Vi;n  =  ^SQ'\7tq(o)s  +  ff^«  ff^S' 


8  S* 


-liHh^'f/-»] 


8  S' 

In  dieser  Formel  sind  s,  S'  die  Oberflächen  der  Räume  W  und  v'; 
n,  n'  die  äusseren  Normalen  a,n  ds  und  d  S'  und  jp  und  q  Functionen 
von  der  Art  der  P  und  Q,  nämlich 

dl" 


4') 


p(r)  =  —  [ 


a^f(a)da, 


r 


a{r)  =  -^^{ß)dß  =  +^dß^a^f(a)da. 

r  r  i> 


^)  Hier  siebt  man  deutlich,  dass  die  Berechnung  sich  auf  die  Molekel 
erstreckt,  nicht  auf  die  Atome,  denn  in  Folge  ihrer  eigenen  Bewegungen 
in  der  Holekel  gehen  diese  durch  jeden  Punkt  des  betreffenden  Baumes  in 
gleicher  Zeit  viel  öfter  als  die  Molekeln,  was  oben  gar  nicht  berücksichtigt  ist. 
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Nun  dürfen  wir  bei  den  Integrationen  über  die  Fläche  S'  diejenigen 
Theile,  welche  sich  auf  die  äussere  Oberfläche  S  des  Körpers  be- 
ziehen, fortlassen,  weil  für  sie  die  Integrale  gegen  die  anderen  Grössen 
verschwindend  klein  sind  i).  Statt  S'  und  d  S'  können  wir  also  setzen 
s  und  ds,  indem  wir  zugleich  unter  nf  lediglich  die  Normale  sm  ds 
verstehen.  Setzen  wir,  um  den  Werth  des  ersten  Doppelflächenintegrals 
zu  bestimmen, 

,T—  =  cos  d",       -r-7  =  COS  '9'', 

.cn  c  n 

so  ist  &  der  Winkel,  den  die  Linie  von  ds^  nach  ds  mit  der  em  ds 
nach  aussen  gezogenen  Normale  einschliesst ,  d"'  der  Winkel,  den  die 
von  de  nach  ds'  laufende  Linie  mit  der  Normale  an  ds'  bildet.  Nehmen 
wir  die  Gestalt  des  Raumes  W  durchschnittlich  kugelförmig  an,  be- 
zeichnen mit  9  den  Winkel,  den  zwei  Radien  im  Kugelmittelpunkte 
einschliessen ,  und  beachten,  dass  n  und  n'  entgegengesetzt  gerichtet 
sind,  so  haben  wir 

cp  cp  cp 

cosd"  =  sin  -^,     cos^=  —  sin  ^j     r^  =  4  a^  sin^  -^, 

woselbst  a  der  Radius  von  TT  ist.     Hiernach  wird 


8' 


woselbst  qs  den  Mittelwerth  der  Function  q  auf  der  Oberfläche  s  des 
Raumes  W,  genommen  von  irgend  einem  Punkte  dieser  Oberfläche, 
angiebt. 

Das  zweite  Doppelflächenintegral  kann  fortgelassen  werden.  Es 
ist  nämlich  unter  gleichen  Annahmen  d^i/dn  =  Xm  d^/dn  -\-  ym 
drii'dn  -\-  Zm.  dt^jdn;  Xm,  ymj  ^m  sind  die  Coordinaten  der  Mitte  von 
TT;  §,  ly,  S  die  eines  Oberflächenpunktes  bezogen  auf  diese  Mitte. 
Ausserdem  ist  noch 

JJdn  JJ  dn  JJ  an 

Es  bleibt  also 

3    r 

4  c)  Vi^  =  -  —  äQ'7t[q  (o)  —  qs]  s. 

b)  Wenn  die  Molekeln  nicht  an  einander  stossen,  grenzt  W  nicht 
an  v'  an.  Denken  wir  uns  aber  W  bis  zur  allseitigen  Berührung 
mit  v'  oder  v'  bis  zur  allseitigen  Berührung  mit  W  ausgedehnt  und 
bezeichnen  die  Begrenzung  der  Höhlung  von  v' ,  innerhalb  deren   W 

^)  Die  Berücksichtigung  der  besonderen  Verhältnisse  an  der  Oberfläche 
folgt  später. 
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liegt,  mit  s',  so  können  wir  im  ersten  Falle  von  dem  Ausdrucke  unter 
4c)  Gebrauch  machen,  indem  wir  statt  s  schreiben  s'  und  das  Virial 
des  Körpers  auf  eine  mit  der  Dichte  d  angefüllte  Schicht  zwischen  s' 
und  s  in  Abzug  bringen.  Im  zweiten  Falle  bleibt  der  Ausdruck  unter 
4c)  unverändert  stehen,  und  es  ist  das  Virial  der  mit  der  Substanz 
von  der  Dichte  q'  ausgefüllten  Schicht  zwischen  s'  und  s  auf  die  Masse, 
welche  W  erfüllt,  abzuziehen. 

Nun  ist  die  abzuziehende  Grösse,  wie  aus  den  vorstehenden  Ent- 
wickelungen  ohne  weiteres  erhellt,  im  ersten  Falle 

5a)    ^,  =  f  ^  d,'(.[,(o)  _  ,..]s'  +  lläs'lläs  1^  IJ  ^) 

8'  8 

im  zweiten  Falle 

•'  8 

In  beiden  Fällen  erhält  man  also  für   das   gesuchte  Virial   den 
Werth 

6a)  V-U  =  -l^Q's{{dA{ds^'^'^^''^ 


4   ^         JJ        JJ        dndn'    r2 

8'  8 

Ausserdem  folgt  noch,  dass  die  Differenz  des  Virials  der  Schicht  auf 
den  ganzen  Körper  gegen  das  Virial  auf  den  von  der  Schicht  ein- 
geschlossenen Kern  ist: 

7a)  ^  =  -  ^  dQ'n[(sr  —  s)a(0)  +  sqs  —  s' qs'l 

was  man  mit  grosser  Annäherung  auch  gleich 

7b)  ^  =  I  W  *^'''^''  ~  ^^'^«^''^  +  ^'^ 

setzen  kann. 

Das  Flächenintegral  in  dem  Ausdruck  unter  6  a)  zu  reduciren, 
setzen  wir 

— -  =  cos  O*!,  ;^— ,  =   COS  &i. 

c  n  cn 

^i  ist  der  Winkel  zwischen  der  Linie  von  ds'  nach  ds  und  der  nach 
dem  Innern  der  Schicht  gehenden  Normale  an  ds^  d'^  ist  der  Winkel 
zwischen  der  Linie  von  ds  nach  ds'  und  der  wieder  nach  innen  ge- 
richteten Normale  an  ds'.  Nehmen  wir  die  Schicht  als  Kugelschicht 
mit  den  Radien  a\  a  an  und  bezeichnen  mit  9  den  Winkel  zwischen 
den  Radien  nach  ds'  und  ds,  so  haben  wir 

d'i  -\-  &i   =  7t  -f-  9»     sind'i   =  —  sm  9>,     sind'i  =  —  sinq). 

T  r 
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Hieraus  folgt 

'^r  dr        _^  _^,  1      /„,       (a'  —  ä)^ (a'  +  a)«' 


dn  dnl 


-  =  cöS'9'i  cosO-/  =^ j  (  r2  —  i^ '-  ) 


==  a2  +  a'2  —  2aa'cos<p,    =  (q!  —  a)^  —  4aa'^n^  ^, 


somit  wird 


ll^^lil^.  ^  =  TW  [ll^-W  -  <»•-.)•<»■  +  »)-||^.^>]. 


« 


also,  indem  wir  mit  g«,»  bezw.  ^a,/  die  Mittelwerthe  der  Functionen 
^(r)  bezw.  3(»*)/r*  auf  der  Kugelfläche  s  genommen  von  irgend  einem 
Punkte  der  Eugelfläche  s'  bezeichnen, 


W 


<^«  ^  g^»  ^  =  «  ^  [3..'  -  («'  —  «)na'  +  a^y.A- 


9 

Somit  haben  wir 

—  WH  3     r  a 

6b)       F,;;»  =  -  J  —  Q^ÖTts'  -^  [g,,.  —  (a'  —  ayia'  +  a)2j/,^]. 

Die  Beteohnungsweise  gilt  zunächst  nur,  wenn  a!  von  a  ver- 
schieden ist.  Dass  man  jedoch  für  den  Fall  a'  =  a  hieraus  die  Formel 
unter  4  c)  ableiten  kann ,  ist  leicht  zu  zeigen.  Es  ist  der  Definition 
zufolge 

8 

Da  c?  s  =  a^  sin  q)  dipäd"  gesetzt  werden  kann ,  wo  q>  von  0  bis  7t,  ^ 
von  0  bis  2:t  geht,  haben  wir  wegen  sin(pdq)  ::=  (r/aa')dr 

af  +  a 
a'  —  a 

Dieses  ist  zunächst  eine  neue  Form  für  die  Function  Pas'',  das  in 
dieser  enthaltene  Integral  kommt  bereits  bei  Gauss  vor^).  Setzen 
wir  a'  —  a  =  £,  so  können  wir  schreiben 

a  (r)  =  q(s)  +  sin^  f"  "^i  +  ^****  f"   -^^  +  •  •  ' 

woselbst  die  fi,  f2  •  •  •  für  die  Integration  constante  Grössen  darstellen. 
Das  erste  Glied  in  ysa»  ist  hiernach 

g(e)  f  1  ^^  =  4.  g(g) 

2aa'}  r3  "^  (a'  —  a)Ha'  +  a)^' 

a'  —  rt 


^)  Gauss'  Werke  5,  S.  50,  Art.  15. 
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Dieses  Glied  enthält  also  im  Nenner  (a'  —  a)^.      In    den    folgenden 
(rliedern  ist  der  Factor 

.     w        {a!  —  a)2  —  r2 
2  4aa' 

Sie  haben  also  die  Form 


2aa']  (4  a  a'Y  r^ 

a'  —  a 


und  enthalten  jedenfalls    nicht    mehr    (a'  —  a^)    im   Nenner.      Hier- 
nach ist 

lim  [(a'  —  a)2(a'  +  a)2  2/«»']  =  lirnq{E)  =  q(o) 

a'  =z  a  e  =  0 

und  die  Gleichung  6  b)  geht  in  die  Gleichung  4  c)  über. 

Bezeichnen  wir  nunmehr  mit  &  das  Volumen  aller  Molekelu,  also 
Nr,  mit  v  das  Volumen  des  Körpers,  so  ist  im  Falle  a)  der  Factor 
r/W=  0/v,  im  Falle  b)  jedoch  wird 

^  W        V  —  JV|3r(a'3  — a3) 

Wir  haben  also  für  das  mittlere  Virial  aller  Molekeln  auf  einander :  im 
Falle  a) 

8a)  n;  =  j  ^SQ^7t[q(o)  -  aj  «6, 

4    V 

im  Falle  b) 

Hierin  sind  S5  =  Ns^  S/  =  Ns^  die  Summen  sämmtlicher  Ober- 
flächen der  Bewegungsgebiete,  bezw.  der  freien  Umgebungen  der  ein- 
zelnen Molekeln,  N  giebt  die  Anzahl  aller  Molekeln. 

Zweitens  kommt  in  Betracht  das  Virial  F/m,  herrührend  von  den 
Zusammenstössen  der  Molekeln.  Dieses  ist  von  Null  verschieden  nur 
im  Falle  a) ,  im  Falle  b)  existirt  es  nicht.  Es  ist  zuerst  von  H.  A. 
Loren tz  berechnet  worden^).  Ich  habe  jedoch  noch  Folgendes  zu 
bemerken.  Die  Berechnung  von  Lorentz  beruht  auf  der  Annahme, 
dass  die  Molekeln  beim  Zusammenprallen  gar  keine  Formveränderung 
erfahren,  der  Druck,  der  während  des  Stosses  entsteht,  wird  also  als 
constant  angesehen,  da  der  Stoss  nur  einen  Moment  dauern  soll.  Das 
wird  wohl  den  thatsächlichen  Verhältnissen  nicht  entsprechen,  da  der 
Druck  von  0  bis  zu  einem  grösseren  Betrage  mit  der  Deformation  zu- 
nimmt und  von  diesem  Betrage  bis  0  wieder  abnimmt.  Die  Annahme 
ist  auch  nicht  nöthig,  da  man  auch  mit  dem  variabeln  Druck  rechnen 


*)  H.  A.  liorentz,  Wied.  Ann.  12,  S.  127  flf.  1881. 
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kann.  Es  ist  jedoch  nur  der  Druck  in  Rechnung  zu  setzen,  weil 
Kräfte,  die  auch  vorher  schon  gewirkt  haben  und  nur  beim  Zusammen- 
stoss  in  besonders  verstärktem  Maasse  auftreten,  bereits  in  den  früheren 
Formeln  berücksichtigt  sind.  Glaubt  man  also,  dass  beim  Zusammen- 
stoss  überhaupt  keine  neuen  Kräfte  entstehen,  dass  dabei  nur  die- 
jenigen Kräfte  zur  vollen  Entfaltung  gelangen,  welche  auch  schon  vor 
dem  Zusammenstoss  wirksam  gewesen  sind  —  dieses  betrifft  ins- 
besondere die  Ansichten  von  Maxwell  — ,  so  hat  man  das  Virial 
dieser  Stosskräfte  auch  im  Falle  a)  fortzulassen.  Dieses  Virial  kann 
ich  deshalb  zunächst  nur  als  problematisch  bezeichnen;  es  kann  vor- 
handen sein,  es  braucht  aber  nicht  noth wendig  da  zu  sein,  die  Er- 
fahrung muss  entscheiden.  Vielleicht  hat  sich  die  von  Lorentz  an- 
geführte Bemerkung  von  Maxwell  auf  dieses  Problematische  des 
Yirials  der  Stosskräfte  bezogen.  Wir  nehmen  aber,  um  vollständig  zu 
sein,  an,  dass  ein  solches  Virial  vorhanden  sei,  und  berechnen  es  zwar 
unter  Benutzung  der  Loren tz'schen  Entwickelungen ,  aber  unter 
Berücksichtigung  des  Um  Standes,  dass  die  Molekeln  bei  dem  Zusammen- 
stosse  sich  deformiren  und  der  Druck,  den  sie  auf  einander  ausüben, 
variabel  ist.  Da  Stoss  und  Gegenstoss  einander  gleich  sind,  mithin 
nur  Differenzen  der  Coordinaten  in  Frage  kommen,  haben  wir  für  das 
Stossvirial  einer  Molekel  in  einem  Moment 

9a)  JYl^  =  —  \py, 

4 

j9  ist  der  Druck  der  beiden  Molekeln  gegen  einander  im  betrachteten 
Moment,  y  der  Abstand  ihrer  Mittelpunkte.  Beide  Grössen  variiren 
während  der  Stossdauer.  Den  Zusammenhang  zwischen  ihren  Varia- 
tionen hat  H.  Hertz  in  einer  seiner  bewunderungswürdigen  Arbeiten 
dargethan^).  Wir  betrachten  den  ersten  Theil  des  Zusammenstosses 
von  der  Berührung  bis  zur  stärksten  Zusammendrückung  und  nennen 
S  die  Annäherung  der  beiden  Mittelpunkte  der  Molekeln  vom  Beginu 
des  Zusammenstosses  bis  zum  ins  Auge  gefassten  Moment.  Die 
Molekeln  sehen  wir  als  vollkommen  elastische  Körper  an,  ihre  De- 
formationen sollen  durchschnittlich  selbst  gegen  ihre  eigenen  Di- 
mensionen a  nur  gering  sein.  Wir  haben  zunächst  y  =  2  a  —  t,.  Nach 
H.  Hertz  ist  sodann  p  =  'k<it^\  woselbst  A^  eine  Constante  bedeutet, 
die  von  den  Elasticitätsverhältnissen  und  der  Form  der  Oberfläche  der 
Molekeln  abhängt,  somit  wird 

9b)  JvL  =  —  \  (2a  —  Dhl'k 

4 

Hiervon  bilden  wir  den  Werth  während  der  Dauer  des  Stosses.    Diese 


^)  H.  Hertz,  Journ.  für  reine  und  angew.  Mathem.  92,  S.  156  ff.  Zur 
Vergleichung  diene  die  Bemerkung,  dass  die  Grösse,  die  dort  a  heisst,  hier 
mit  L  bezeichnet  ist. 


Zastandsgleichung  bei  molekularer  Constitution.  59 

Dauer  heisse  2  T.  Dann  haben  wir  für  die  Dauer  der  ganzen  Be- 
rührung 

T 

10a)  VL  =  -  I  f (2a  -  t)i'^^dT. 

0 

Es  ist  aber,  wie  wiederum  H.  Hertz  nachweist, 

falls  5'  =  (d^/d  T)  gesetzt  wird,  und  ausserdem  haben  wir  noch  die 
Beziehung  ^t  =  5o^  —  4ÄiA^J;*^"/5.  Darin  ist  ki  eine  neue  von  den 
Massen,  den  Trägheitsmomenten  etc.  der  Molekeln  abhängige  Con- 
stante.     Somit  wird,  weil  S'jr  =  0  ist, 

10  b)     F,;„=  +  J^[(2a-g)t^S'  =  -J^(^2aei^-jet^e')• 
Durch  fortgesetzte  partielle  Integration  finden  wir  ferner 

t'  L' 

.  T  T 

=  (g  W  -\to  ^  ^  +  I  hhjt'^^d  T. 

0  0 

Nun  ist  aber  Jo  =  0  und  ebenso  S'r  =  ^>  ferner  haben  wir 

*   1.  1.  » 
somit  wird 

hdV  =  -t?T—^hdi',     also    =-|a'T, 
and  wir  bekommen 

IOC)  ^;„  =  __L_(2«ro-|s'„^T). 

Nach  einer  Gleichung  von  H.  Hertz  ist  T=  1,4716  Sm/Jo»  wo- 
selbst gm  den  Werth  von  5  ini  Maximum  der  Berührung  bedeutet.  Es 
geht  also  die  Gleichung  über  in 

10  d)  Ti;^  =  _  A_  (2  a  _  0,8176  U- 

Die  Grösse  gm  hängt  von  dem  Anfangswerthe  der  Geschwindigkeit,  mit 
der  die  Molekeln  an  einander  prallen,  ab.     Nach  H.  Hertz  ist 
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Setzen  wir  dieses  ein,  so  erhalten  wir 

^°^>      ^— - 1  [« -  «'^*«KS)1  • 

Endlich  ist  noch  zu  bemerken,  dass,  falls  Z7'  die  relative  Ge- 
schwindigkeit in  Richtung  des  Zusammenstosses  ist,  wir  auch  noch 
haben:  g'^  =  -|-  äJj  CT'w,  woselbst  m  die  Masse  einer  Molekel  angiebt; 
somit  wird 

lOf)  TL  =  -n.U'  [«_0,4469(???i|i^J'']. 

Nehmen  wir  die  Molekeln  als  kugelförmig  und  gleich  gross  an,  so  ist 


^-m'  *»  -  T^yf' 


falls  fi  durch  die  Kirchhoff'schen  Elasticitätscon stauten  vermittelst 
der  Gleichung  fi  =  2  (1  -f  @)/K(l  +  2  ®)  bestimmt  ist.  Für 
diesen  Fall  ist  also 

lOg)  rL  =  -m  ü'[a-OAMe{^^f} 

Das  Correctionsglied  hängt  hiernach  ab  von  der  Masse  der  Molekeln, 
ihrer  relativen  Geschwindigkeit  in  der  Richtung  des  Stosses,  ihrer 
Grösse  und  ihrer  Elasticität.  Für  starre  Körper  ist  (t  =  0,  für 
elastische  „annähernd  3%  des  reciproken  Werthes  des  Elasticitäts- 
moduls". 

Das  so  berechnete  F»^  ist  das  6resai»m^virial  während  der  Dauer 
der  Berührung  der  beiden  Molekeln,  also  die  Summe  aller  Yiriale 
während  aller  Momente  dieser  Berührung.  Es  ist  von  Interesse,  auch 
das  mittlere  Yirial  während  der  Berührungsdauer  kennen  zu  lernen. 
Es  ist  nach  einer  der  früheren  Formeln  zunächst  gleich 

Ersetzen  wir  hierin  T  durch  seinen  Werth,  so  geht  dieser  Ausdruck 
über  in 

^^'^      ^- =  -  ilfc  (^'^'^^^ « - 1 4 

also  zufolge  des  Betrages  von  Sm  iind  i'^ 

nc,     T^^  =  -o,nog^(»_o,^8„[r(f)'•]). 

Endlich  wDl  ich  noch  bemerken,  dass  das  Maximum  des  Yirials  ist 
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12)  (vi„,)  =  —  ^(2a^Ut'^ 

Sehen  wir  yon  dem  Falle  nneDdlicher  Bigidität  ab,  in  welchem 
überhaupt  nur  von  einem  Gesammivirial  gesprochen  werden  kann,  so 
finden  wir,  dass  das  momentane  Yirial  auch  Null  werden  kann,  wenn 
2  a  ==  §  ist.  Allgemein  kann  das  nicht  stattfinden,  die  Molekeln  müssten 
sich  dann  platt  zusammendrücken  und  beisammen  bleiben. 

Das  mittlere  Yirial  aller  zusammenstossenden  Molekeln  berechnen 
wir  ans  dem  unter  10  g)  angegebenen  Ausdruck  für  das  G-esammtririal 
einer  Molekel  während  der  Stossdauer,  indem  wir  dabei  zur  Bildung 
des  Mittels  eine  Zeitdauer  gewählt  denken,  welche  ein  beliebiges  Viel- 
fache der  Stossdauer  ist. 

Wie  man  derartige  Mittelwerthe  auf  Grund  kinetischer  Be- 
trachtungen ermittelt,  wird  erst  später  erhdllen,  hier  gebe  ich  nur 
das  Resultat,  welches  in  seinem  ersten  Theile  mit  dem  von  Lorentz 
ermittelten  ^)  übereinstimmt.     Es  ist 

13a)      F;  = ^^N^u^  ^  jsml-^)     -^— N^  (u^Y^^ 

ov  \Vcc/        3t; 

oder  auch 

''''^   ^^  =  - -37- ^'  r  +  '(yf )  « ^" H' 

e  ist  eine  Zahl,  ungefähr  gleich  2. 

Wir  haben  die  Berechnung  so  geführt,  als  ob  die  Molekeln  selbst 
zasammenstossen.  Wenn  der  Zusammenstoss  nur  in  der  Weise  erfolgt, 
dass  die  Molekeln  sich  bis  zu  einem  gewissen  Abstände  nähern,  indem 
jede  Molekel  eine  Wirkungssphäre  hat,  in  die  eine  andere  Molekel  nicht 
einzudringen  vermag,  so  bedeutet  a  den  Eadins  dieser  Wirkungssphäre, 
der  späterhin  mit  <5  bezeichnet  werden  wird. 

Noch  auf  eines  ist  aufmerksam  zu  machen.  Die  Berechnung  der 
Viriale  Vi  und  Fi  ist  so  geführt,  als  ob  alle  Molekeln  rings  von  an- 
deren Molekeln  gleicher  Art  umgeben  sind.  Für  die  Molekeln  an 
der  Oberfläche  findet  das  nicht  statt.  Denken  wir  uns  aber  den 
Körper  von  einer  Hülle  gleicher  Substanz  eingeschlossen,  so  können 
'wir  alle  früheren  Formeln  beibehalten,  falls  wir  noch  ein  Virial  in  Ab- 
zug bringen,  herrührend  von  der  Wirkung  dieser  Hülle  auf  den  Körper. 
Dieses  Yirial  ist  also  als  äusseres  zu  bebandeln.  Da  nun  der  Erfolg 
der  Hülle. darin  besteht,  dass  sie  die  Molekeln  der  Oberfläche  in  ihrer 
Substanz  durchschnittlich  bis  zur  Hälfte  ihrer  Bewegungsgebiete  ein- 
dringen lässt,  sie  selbst  aber  für  das  Yirial  nicht  in  Frage  kommt,  so 
haben  wir  in  den  Ausdrücken  unter  8  a)  und  8  b)  für  Fj'  von  den 
Grössen  Sj,  bezw.  S/  die  Grössen  Ni  7t  a^  bezw.  Ni  n  a'^  in  Abzug  zu 

^)  Wiedemann'8  Ann.,  Bd.  12,  S.  127  ff. 
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bringen,  woselbst  Ni  die  Anzahl  der  an  der  Oberfläche  vorhandenen 
Molekeln  angiebt.  Um  sodann  auch  das  Stossvirial  Vi  zu  corrigiren, 
beachten  wir,  dass,  abgesehen  von  dem  Correctionsgliede,  dieses  Virial 
^^4  der  lebendigen  Kraft  der  Molekularbewegung  im  Körper  multi- 
plicirt  mit  dem  Verhältnisse  des  Volumens  aller  Molekeln  zu  dem 
Volumen  des  ganzen  Körpers  ist.  Wir  haben  also  in  Abzug  zu  bringen 
87Cmu^N'^^u^/l2v^',  woselbst  N'^  die  Anzahl  der  im  Volumen  v"  ent- 
haltenen Molekeln  angiebt  und  {/'  das  Yolumen  einer  den  Körper 
umgebenden  Schicht  von  einer  Dicke  ist,  welche  dem  Badius  des 
Bewegungsgebietes  einer  Molekel  gleichkommt.  JV"/^"  können  wir 
=  N/v  setzen,  ferner  ist  v"  =  Sa,  somit  N"  =  NSa/v  und  die 
Correctionsgrösse  wird  (STtma^ N^ u^)  {Sa/ 12  v^).    Hiernach  haben  wir 


W 


dQ'7t[q(o)  —  q,](St  -  NiTta^l 


ua)  f;.'  =  I 

bezw. 

Uh)Vi=j^dQ'n: {(a' - «)» (a'  +  a)«y.y - 2„, ^\ (S/ -  N^x o"*) 

und 

15) 


f;  =- 


Snma^  ,_-^ 


3v 


N^ 


^[■+'(Ffn- ]('-?!)■ 


Nunmehr  ist  nur  die  Berechnung  der  inneren  Viriale  der  einzelnen 
Molekeln  noch  übrig. 

Diese  Berechnung  führen  wir  unter  zwei  Annahmen  aus. 

a)  Die  Atome  in  den  Molekeln  befinden  sich  nicht  in  Bewegung, 
und  jede  Molekel  kann  so  aufgefasst  werden,  als  ob  sie  aus  continuirlich 
vertheilter  Substanz  von  der  gleichmässigen  Dichte  S  zusammengesetzt 
sei.  In  diesem  Falle  ist  das  innere  Virial,  T^J,  einer  Molekel  in  ganz 
der  nämlichen  Weise  abzuleiten  wie  unter  1.  das  innere  Virial  eines 
ganzen  aus  continuirlich  vertheilter  Substanz  bestehenden  Körpers. 
Wir  haben  also  zunächst 


16  a) 


a 


-'^M 


dö 


,  d  fi   dr  ^  (r) 

d  V  d  v'     r^ 


) 


a 


Darin  bedeuten  ^  und  ^  zwei  Functionen,  welche  den  früheren 
P  und  Q  entsprechen,  nämlich  es  ist 

dl" 

i^(r)  =  —  \a^q){Dc)dDC, 


T) 


r 


di"        dl" 


d'(r)  =—jil;(ß)dß=  +  ^dß^cc^q)(a)dcc, 
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worin  q)  die  Potentialfunction  für  die  Wirkung  der  Massenelemeute 
einer  Molekel  auf  einander  angiebt,  und  d^',  62"  so  gewählt  sind,  dass 
für  sie  die  Integrale  verschwinden,  r  ist  das  Volumen,  ö  die  Ober- 
fläche der  Molekel,  v,  v*  sind  nach  aussen  gezogene  Normalen  an  den 
Flächenelementen  d(J,  d6*  von  <5,  ft^f  igt  =  |2  _[_  ^2  _|_  g2/2.  Nehmen 
wir  nocli  an ,  dass  die  Wirkungen  in  einer  Molekel  dem  Principe  der 
Gleichheit  zwischen  Action  und  Reaction  gehorchen,  so  können  wir 
unter  S»  ^»  S  die  Coordinaten  eines  Punktes  der  Oberfläche  <5  ver- 
stehen, bezogen  auf  ein  Coordinatensystem,  dessen  Ursprung  im  Schwer« 
punkte  der  Molekel  enthalten  ist.  Die  beiden  Doppelfläclienintegrale 
dürfen  nicht  fortgelassen  werden,  weil  im  Verhältnisse  zu  den  Di- 
mensionen einer  Molekel  die  Wirkungsweite  der  Atomkräfte  nicht  un- 
endlich klein  ist.  Doch  kann  das  zweite  Doppelflächenintegral  des- 
halb vernachlässigt  werden,  weil  wir  die  durchschnittliche  Form  der 
Molekel  als  kugelförmig  ansehen  dürfen,  wodurch  dfi/dv  =  0  wird. 
Es  bleibt  also  nur  das  erste  Doppelflächenintegral,  dessen  Werth  aber 
leicht  zu  bestimmen  ist.    Setzen  wir  wieder 

80  ist  ^  der  Winkel,  den  die  Linie  r,  von  dö'  nach  dö  gezogen,  mit 
der  nach  aussen  zu  dö  gerichteten  Normale  einschliesst ,  und  ebenso 
^  der  Winkel,  den  die  Linie  r,  von  dö  nach  dö'  gezogen,  mit  der 
nach  aussen  gerichteten  Normale  zu  dö'  bildet.  Nehmen  wir  die  Ge- 
stalt der  Molekeln  als  durchschnittlich  kugelförmig  an,  und  bezeichnen 
mit  q)  den  Winkel,  den  die  beiden  Radien  ce  der  Kugel  nach  dö  und 
dö'  im  Kugelpunkte  einschliessen,  so  ist 


cp  ,  cp 

cosd"  =  Sin  -^  =  cosd'f       r2  =  4:U^sin^  -^, 


also  wird 


ll"Jhl^lJ^=i^M-*<" 


a 
=  Jtöd'a, 


woselbst  d'a  den  Mittelwerth  von  0*  auf  der  Oberfläche  der  Molekel, 
genommen  von  irgend  einem  Punkte  dieser  Oberfläche,  also 


«')    '  ^"  =  1^-^11 


dö&(r) 


a 


bedeutet.     Hiernach  wird 

16b)  l^m  =  J  S^(^^t(o)T  —  7Cö[d'\o)  —  a-J). 

Indem  wir  alle  Molekeln  als  durchschnittlich  gleichgestaltet  an- 
nehmen und  unter  0  und  2  Volumen  und  Oberfläche  aller  Molekeln 
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zusammengenommen  verstehen,  wird  das  mittlere  innere  Virial  des 
Körpers,  herrührend  von  den  Wirkungen  der  einzelnen  Molekeln  auf 
sich  selbst, 

17)  Vf^  =  3:rÄ2^(o)0  —  -xd^[d'(o)  —  ^o]l> 

4 

Selbstverständlich  haben  wir  für  das  in  gleicher  Weise  bestimmte 
innere  Potential  der  Molekeln  bis  auf  eine  Constante 

18)  Üf^  =  2n8^tl}{o)&  —  i  7t8^[^{p)  —  ^J  2, 
somit  bis  auf  eine  Constante 

19)  F<*  =  l  Ü'-'^. 

b)  Die  Atome  einer  Molekel  seien  in  Bewegung  begriffen.  Wir 
setzen  von  dieser  Bewegung  voraus,  dass  sie  entweder  ganz  ungeordnet 
geschieht  oder  zwar  periodisch  vor  sich  geht,  aber  jedenfalls  wie  die 
der  Molekeln  stationär  ist.  Von  Kräften,  die  zwischen  verschiedenen 
Atomen  in  verschiedener  Weise  wirken,  sehen  wir  ab,  vielmehr 
berücksichtigen  wir  nur  Kräfte  der  angenommenen  Art.  Unter  diesen 
Umständen  können  wir  vj^  ganz  in  derselben  Weise  berechnen  wie 

T^^.  Zerlegen  wir  also  Fi^  in  zwei  Theile  vJ!»  und  v'i^^  so  haben 
wir  für  vi^,  und  v\n^,  die  nämlichen  Ausdrücke  wie  für  FiJ»  und  FJ^, 
nur  mit  entsprechender  Umdeutung  der  Buchstaben.  Indessen  be- 
kommen wir  in  dieser  Weise  noch  nicht  den  vollen  Betrag  für  das 
innere  Virial  einer  Molekel,  vielmehr  müssen  wir  noch  einen  Theil 
^?^  hinzufügen,  welcher  sich  auf  die  einzelnen  Atome  selbst  bezieht. 
Dieser  Theil  ist  nach  den  Ermittelungen  unter  a)  abzuleiten. 
Wir  können  hiernach  ohne  Weiteres  niederschreiben: 

20)  %-2  =  I  S  t^ ^ ^i^ (^) ^'fc  -  ^ "^'^^^^^ (^)  —  '^i^'^)!- 

Die  Summe  Ss  bezieht  sich  auf  alle  Atome  in  der  Molekel.    T^,  <5fc 

-k 

sind  Volumen  und  Oberfläche  eines  Atoms,  i^i^,  '^k  sind  Functionen  der 
nämlichen  Art  wie  ^  und  %.     Sodann  haben  wir 

21)  v'L  =  I  ^  ö' «  «  [ä'  (0)  —  ia,A  2», 

im  Falle  die  Atome  Zusammenstösse  erleiden,  und 

22)  ~^L  =  I  ^  ö'««  [(^,'  -  /3i)2  (/3/  +  ^,yy\a,^  -  ia^oA  ^,  If, 

im  Falle  die  Atome  nicht  zusammenstossen.  Die  Buchstaben  r',  (o,  ö', 
8}  y>  Q.\  2&>  2/>  ßi,  ßv  ^li  ^\  haben  die  nämliche  Bedeutung  für  die 
Atome  wie  die  T,  TF,  5,  q',  y,  ^^  Si,  S/,  a\  a,  s,  s'  für  die  Molekeln. 
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Endlich  ist 

23)  .;„  =  _    -^nV.[l+.(^)     _„.]. 

tt'2  ist  das  mittlere  Quadrat  der  Atombewegung,  n  die  Anzahl  der 
Atome  in  der  Molekel.  Wo  die  Atomkräfte  nichts  anderes  bieten,  als 
was  sich  auch  in  den  Molekularkräften  äussert,  wird  man  für  die  An- 
wendung die  Theile  v^.^  und  vl^^  zusammenfassen  und  durch  den  unter 

/■Q\ 

a)  angegebenen  Ausdruck  für  FV  ersetzen.  Was  das  Virial  der  Stoss- 
kräfte  anbetrifift,  so  giebt  dieses  für  alle  Molekeln  zusammengenommen, 
abgesehen  vom  Correctionsgliede 

Dürfen  wir,  wie  das  übrigens  meist  geschieht,  das  mittlere  Quadrat  der 
Atombewegung  dem  mittleren  Quadrat  der  Molekularbewegung  pro- 
portional setzen,  so  haben  wir 

24)  l  =  fcJL??L'^„  =  fcJL^^ 

Darin  ist  h  eine  endliche  Zahl;  ßja  kann  eine  sehr  kleine  Zahl 
geben,  aber  dafür  ist  wieder  unter  Umständen  v/Nt  eine  sehr  grosse 
Zahl.  Das  Stossvirial  der  Atome  kann  also  gegen  dasjenige  der 
Molekeln  sehr  wohl  in  Betracht  kommen,  es  kann  sogar  dieses  über- 
treffen, weil  die  Atome  durch  die  Zahl  der  Zusammenstösse  mehr 
als  ersetzen  mögen,  was  ihnen  an  Masse  abgeht.  Hiernach  dürften  wir 
das  Virial  der  Zusammenstösse  der  Atome,  falls  solche  überhaupt  statt- 
finden, nicht  vernachlässigen,  wenn  wir  die  Berechnung  auf  die  Atom- 
bewegungen stützen  könnten. 

Damit  sind  die  Rechnungen  für  das  innere  Virial  erledigt.  Es 
ist  auch  leicht  zu  zeigen,  dass,  wenn  wir  von  der  Conception  getrennter 
Molekeln  zu  der  continuirlich  vertheilter  Substanz  zurückgehen,  unsere 
letztentwickelten  Formeln  in  die  Formeln  unter  1)  sich  transformiren. 
Es  ist  dann  nämlich  r  =  W,  q'  ^=  Q  =  d,  q(p)  =  ^•(o),  Qs  =  ^a, 
S  =  Si,  und  die  beiden  Gleichungen  17)  und  14a)  ergeben: 

Vi=  3ä^2^(o)0  — T  ^QHNiyta^)[^{o)  —  d'al 

4 

Darin  ist  d'a  =  Oj  NiTta^  =  S  =  der  Oberfläche  des  Körpers ,  und 
da  dann  ^(o)  =  F{o),  ^(o)  =  Q(o)  und  &  ==  v  ist,  geht  V  über  in 
den  unter  1  e)  gegebenen  Werth.  Ein  Virial  für  die  Stosskräfte  be- 
steht in  diesem  Falle  ohnedies  nicht..  Je  kleiner  die  Molekeln  im  Ver- 
hältnisse zu  dem  von  ihnen  unausgefüllt  gelassenen  Räume  ihres  Be- 
wegungsgebietes sind,  desto  bedeutender  kann  die  Differenz  zwischen 
Vf  und  F;  hervortreten ,  während  es  sonst ,  bis  auf  das  von  der 
Oberfläche  abhängige  Glied,  ganz  verschwindet. 

Weinstein,  Thermodynamik.  5 
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Was  das  äussere  Virial  anbetrifiPt,  so  betrachten  wir  von  ihm  nur 
zwei  Theile.  Erstens  wirke  auf  die  Oberfläche  des  Körpers  ein  gleich- 
massiger  normaler  Druck,  dessen  Stärke  bezogen  auf  Flächeneinheit  ;g 
sei  und  der  als  positiv  gerechnet  werden  soll,  wenn  er  zur  Oberfläche 
hin  gerichtet  ist. 

Sind  die  Cosinus  seiner  Richtung  cos(p,  x),  cos(pj  y),  cos(p,  z), 
so  betragen  die  Gomponenten  für  ein  Flächenelement  dS 

pcos(p,  x)dS,      pcos(pj  y)dS,      pcos(p,  z)dS, 

und  die  Gomponenten  des  Gesammtdruckes ,  von  welchem  der  Körper 
beeinflusst  wird,  sind  hiernach 

pcos(p,  x)dS,       JJ  pcos(jpj  y)dS,       jj  pcos(jp,  z)dS, 

s  s 

p  sollte  aber  die  Richtung  der  nach  innen  gehenden  Normale  haben; 
bezeichnen  wir  die  nach  aussen  gerichtete  Normale  mit  n,  so  sind 
hiernach  diese  Gomponenten 

Ä  =  —  \\pcos(nj  x)dS,       B  =  —  \\pces{n,  y)dS, 
9')  ^  ^ 

C  =  —  j  J  i^  <^ö^  (**»  ^)  ^  ^' 

Ist  aber  V  irgend  eine  stetige  Function ,  so  hat  man  nach  einem 
bekannten  analytischen  Satze,  der  einen  Specialfall  des  Green' sehen 
Satzes  bildet, 


1/ 


[ff  ^— dl'  =  ff  Fcos(w,  x)dS, 


B) 


V  S 


V  S 

dv  =  \\  Vcos(n,  z)dS. 


V  S 


Hiernach  wird 

U  t'  V 

Daraus  ergiebt  sich: 

Die  Wirkung  eines  die  Oberfläche  eines  Körpers  normal  an- 
greifenden Druckes  p  kann  auch  durch  die  Wirkung  von  Kräften  dar- 
gestellt werden,  welche  die  ganze  Masse  beinflussen  und  jede  Volumen- 
einheit mit  den  Kraft componenten 

dp  dp  dp 

dx'  dy'  dz 

angreifen. 


Zustandsgieichung  bei  molekularer  Constitution.  67 

Beachtet  man  femer,  dass  diese  Eraftcomponeliten  Differential- 
quotienten  einer  und  derselben  Grösse  p  nach  den  drei  Coordinaten- 
axen  sind  und  dass  man  in  diesem  Falle  von  der  betreffenden  Kraft 
selbst  sagt,  sie  hätte  ein  Potential,  welches  eben  diese  Grosse  ist,  deren 
Differentialquotienten  die  Componenten  geben,  so  kann  man  den  vor- 
stehenden Satz  auch  so  aussprechen: 

Die  Wirkung  eines  die  Oberfläche  eines  Körpers  normal  an- 
greifenden Druckes  kann  durch  die  Wirkung  einer  alle  Theile  des 
Körpers  selbst  angreifenden  Kraft  dargestellt  werden,  welche  ein 
Potential  hat,  das  eben  durch  den  Druck  dargestellt  wird. 

Es  ist  bekannt,  welche  wichtigen  Ergebnisse  Maxwell  auf  einem 
anderen  Gebiete,  in  der  Elektricitätslehre,  von  derartigen  Substitutionen 
YOD  Flächenkräften  durch  Raumkräfte  und  umgekehrt  gezogen  hat. 
Hier  ergiebt  sich  aus  den  vorstehenden  Betrachtungen  nunmehr  für 
das  Virial  der  Druckkraft 


V 


also  nach  partieller  Integration 

F'e  =  —    \pixdydjs  -\-  ydzdx  -\-  zdxdy)  —  —      \pdv, 

8  V 

Das  Flächenintegral  ist  aber,  wenn  p  überall  denselben  Werth  hat, 
zunächst  gleich 


h\\ 


\xcos{n,  x)  -\-  ycos{n,  y)  +  zcos{n,  ^)]cZS, 
s 
also  zufolge  der  vorstehend  citirten  analytischen  Sätze  unter  2) 


|p[jjjd.]=ii,.. 


V 


Das  Raumintegral  fffpdv  aber  ist  gleich  Null,  weil  im  Inneren  des 
Körpers  nirgend  einseitiger  Druck  herrscht,  wenn  es  sich  um  ein  Ga» 
oder  eine  Flüssigkeit  handelt,  somit  bleibt 

wie  Clausius  zuerst  gefunden  hat.  Bezeichnen  wir  mit  Z7e  die  ent- 
sprechende potentielle  Energie,  so  ist 

25)  n  =  |i)i;  =  |  f/;. 

Zweitens  kann  ein  äusseres  Virial  auch   durch    die  Einwirkung 
äusserer  Umhüllungen  auf  den  Körper  entstehen.     Gehen  wir  von  der 

5* 
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AnD ahme  continuirlich  vertheilter  Substanz  aus,  so  ist  dieses  Yirial,  wie 
nach  den  Entwickelungen  unter  1)  ohne  weiteres  zu  ersehen: 

26)  r:  =  ^QTxS'Q'(o)  =  ^'u':, 

worin  P  die  Dichte  der  ümhüUungssubstanz  bedeutet,  S'  die  Be- 
rührungsfläche zwischen  dem  Körper  und  dieser  Substanz  ist,  und 
Q'(o)  eine  genau  so  wie  Q(o)  gebildete  Grösse  ist,  nämlich: 

10')  Q'(o)=  +  {dß{cc^r  (a)  da. 

0  (i 

F'  ist  das  Potential  für  die  Wirkung  zwischen  Umhüllung  und  Körper, 
^2",  S'i    sind  Grössen,  für  welche  das  Integral  Q{o)  verschwindet. 

Wenn  der  Körper  und  die  umhüllende  Substanz  aus  getrennten 
Molekeln  bestehen,  ist,  falls  die  Molekeln  zusammenstossen : 

27)  r:  =  +  ^-^dP«[g'(o)-q',]N'nal 

woselbst  Wi  das  der  Molekel  in  der  umhüllenden  Substanz  freistehende 
Bewegungsgebiet  bedeutet  und  Ui  der  mittlere  Radius  dieses  Gebietes 
ißt.  ^  (0)  und  g_9  sind  Functionen  der  gleichen  Art  wie  q  (0)  und  3«, 
nur  bezieht  sich  die  in  diesen  enthaltene  Potentialfunction  auf  die 
Wirkung  zwischen  den  Molekeln  der  Umhüllung  und  des  Körpers. 
Für  continuirliche  Körper  ist  r  =  TFi,  gi  =  0,  q' (0)  =  Q' (0)  und 
JV'jraf  =  S'  =  der  Berührungsfläche  zwischen  Körper  und  Um- 
hüllung.   Dazu  kommt  noch  das  Stoss yirial,  welches  annähernd  gleich : 

28)  n  =  -^-^N^Ü^^\l+4^f^^'] 
^  SV  4t;    L  Vy^/    «        J 

ist.    StoBsen  die  Molekeln  des  Körpers  mit  denen  der  Umhüllung  nicht 

zusammen,  so  haben  wir  F«  =  0  and 


29) 


f;'  =  +  I  ;r(jP  ^^  [(a'i  -  a,)Ha\  +  a.Yy'.,^, 


(*  1 


Die  Ableitung  dieser  Gleichungen  ergiebt  sich    unmittelbar   aus  den 
Bemerkungen  vor  Aufstellung  der  Gleichungen  14)  und  15). 

Es  ist  nicht  überall  hervorgehoben,  aber  es  versteht  sich  ganz 
von  selbst,  dass  abgesehen  von  den  Stosskräften ,  wir  stets  haben 
F  =  I  Z7,  welches  der  Viriale  F  und  der  entsprechenden  Energieen  TJ 
auch  bedeuten  mögen,  nur  dass  bei  den  inneren  Energieen  noch  eine 
Constante  hinzukommt. 


Zustandsgleichuug  bei  molekulaler  Constitation.  69 

Wir  stellen  nunmehr  die  Ergebnisse  der  vorstehenden  Rechnungen 
übersichtlich  zusammen,  indem  wir  sie  nach  den  verschiedenen  Hypo- 
thesen ordnen.  Voraus  schicken  wir  die  Erklärung  aller  benutzten 
Bezeichnungen. 

Vf  r,  r',  r,  r'  Volumen  des  Körpers,  einer  Molekel,  eines  Atomes, 
einer  Wirkungssphäre  von  einer  Molekel,  von  einem  Atom; 

W,  Wi  Bewegungsgebiet  einer  Molekel  im  Körper,  in  der  Um- 
hüllung ; 

W*,  W^i  freies  Gebiet  um  eine  Molekel  im  Körper,  in  der  Um- 
hüllung; 

a,  tti,  a',  a\;  s,  Si,  s',  s\  Radien  und  Oberflächen  zu  W,  Wi, 

S,  ö  Oberfläche  des  Körpers,  einer  Molekel; 

S'  Berührungsfläche  zwischen  Körper  und  Umhüllung; 

Z,  IS'  Gesammtoberfläche  aller  Molekeln  bezw.  aller  Atome; 

Sh  Gesammtoberfläche  aller  Bewegungsgebiete; 

Sf  Gesammtoberfläche  aller  freien  Gebiete; 

m,  a,  n  Masse,  Radius,  Coefficient  für  Elasticität  einer  Molekel; 

m',  ß,  yJ  Masse,  Radius,  Coefflcient  für  Elasticität  eines  Atoms; 

^,  P,  Ä  Dichte  des  Körpers,  der  Umhüllung,  einer  Molekel  des 
Körpers; 

N,  JVi,  N'  Anzahl  der  Molekeln  im  Volumen  v,  der  Oberfläche  S, 
der  Oberfläche  S'; 

n  Anzahl  der  Atome  in  der  Molekel; 

u^  mittleres  Quadrat  der  Molekulargeschwindigkeit; 

w'2  mittleres  Quadrat  der  Atomgeschwindigkeit; 

F,  F*  Potentialfunctionen  der  Kräfte  zwischen  Elementen  des 
continuirlichen  Körpers,  des  Körpers  und  der  Umhüllung; 

/,  (p  Potentialfunctionen  der  Kräfte  zwischen  Elementen  zweier 
Molekeln,  einer  Molekel. 

P(r)  =  —  [a^F{oi)da,     Q(r)  =  —  f  P(a)e?a, 

r  r 

Q'(r)  =  +  {dß  {a^F'(a)doc, 

r  /? 

p(r)  =  —  \  a^f{a)da,     g  (r)  =  —     jß(a)da, 

r  r 

i^(r)  =  —    a^q){a)dct,    &(r)  =  —    ip(a)du, 
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8  a 

(r  von  einem  Punkte  von  s  bezw.  6  gerechnet), 

a 

(r  von  einem  Punkte  von  s'  gerechnet). 

Die  letzten  vier  Functionen  können  auch  durch  einfache  Integrale 
entsprechend  den  voraufgehenden  dargestellt  werden,  nämlich  durch 

2a  2a 

as  =  2^J  ^«W^^»         ^^  =  2^J  r^(r)dr; 

0  0 

a'  +  a  a'  ■]-  a 

o'  —  o  a'  —  a 


oder 


1 


=  2     rq(2ar)dry        -9^^,  =  2  I  rg(2ar)dr; 


(a  +  ay     , 


VaS'      /_        I  /^Q    ji     ^       I     Vt 


4  a  a  (ö  +  w )  4  a  a 


woselbst 


f  ^  f       ^ — ; >   V  ,  f  ^  f  ^  (öt  +  « V)   , 

2««'  =  2     rg(a  +  «  r)dr,         i/s»'  =  2 dr 

a'  —  a  a'  —  a  * 

a'  ■\-  a  a'  -^  a 

ist. 

F,  Z7,  T  sind  das  mittlere  Virial,  die  mittlere  potentielle  Energie, 
die  mittlere  kinetische  Energie  des  Körpers. 

z  ist  eine  Zahl  in  der  Nähe  von  2. 

Ferner  machen  wir  die  Hypothese,  dass  die  mittlere  lebendige 
Kraft  der  Gesammtbewegung ,  sowie  die  der  Bewegung  der  Molekeln 
bezw.  der  Atome  innerhalb  des  Körpers  der  absoluten  Temperatur,  die 
wir  %"  nennen,  proportional  sei,  also 

Um  die  Gleichungen  bequemer  darstellen  zu  können,  führen  wir 
noch  folgende  Abkürzungen  ein: 

k\  h*  sollen  für  die  Atome  dieselbe  Bedeutung  haben  wie  h,  h  für 
die  Molekeln,  nur  dass  es  sich  um  andere  Functionen  tl^  und  d"  handelt : 
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h  =  ^dQ  —  [qio)  —  gj 

=  7CQF^^[q'(o)-q's,]; 

%  Ol 

*ii  =  « Ä P  ^  [(«'  —  a)"  («'  +  a^y,^  —  a.y]  ^ 
Ä's  =  «  ö  P  ^  [(a'i  —  ai)*(a'i  +  a,)^y„H'  —  Ih'A  5" 

I  E'  =  d',  I  E"  =  6"; 

2  £  /2 /i  JR\% _    ,  2  £  /2jA^YA_    ,, 

Nr  =  0,      Nnr'  =  &; 

NiJia^  =  (Sft),  N^  n  a!^  =  (Sf), 

N'nal  =  [So],  N'na\^  =  [S/]. 

Nun  lassen  wir  die  einzelnen  Formeln  folgen. 

A)  ZusammenBtösse  zwischen  den  Molekeln  und  Atomen  finden 
nicht  statt,  bezw.  die  dabei  entstehenden  Kräfte  sind  keine  anderen, 
als  die  auch  aus  der  Entfernung  wirken,  wenn  sie  auch  im  Zusammen- 
stosse besonders  intensiv  auftreten  (anscheinend  Ansicht  von  Maxwell). 

1)  Die  Körper  werden  als  aus  continuirlicher  Substanz  bestehend 
angesehen : 

I)  Bi»  =  '^U^  +  Kv  —'^HS  ^\h'S'\- 

2)  Die  Körper  bestehen  aus  getrennten  Molekeln  und  getrennten 
Atomen : 

II)  Ei*  =  |(i)t;  +  fc®  — i/iv 


+  I  Ä,  [Sf  -  (S/)]  +  \  h',  [_Sfij 
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B)  Es  finden  Zusamroenstösse  zwischen  den  Molekeln  und  zwischen 
den  Atomen  statt,  wobei  Druckkräfte  entstehen,  welche  von  den  Fern- 
kräften verschieden  sind.     Die  neu  hinzuzufügenden  Glieder  sind: 

.,     . = -  ^  (. + .»'■)  (. + '-^-^). 

wenn  nur  die  Molekeln  Stösse  erleiden; 


1   +  d 


"^'^^). 


0 

wenn  auch  die  Atome  gegen  einander  stossen; 


b"i^0 


/ 


.2/ 


c)  C=-  "—^  (1  4-  c"»''), 

wenn  nur  die  Atome  Stösse  erleiden. 

Wir  haben  dann 

1)  Wenn  die  Körper  so  behandelt  werden,  als  ob  sie  aus  con- 
tinuirlicher  Substanz  bestehen: 


III) 


a)  B,»  =  ^(pv+  Kv-'^HS  +  \ S' S'\  +  A, 

b)  B^»  ==lLv  ^  Kv-'^HS^\  H'S'\  +  B, 

c)  Ii^^■  =  ^(pv  +  Kv—'^HS  +^H'S'\+  C. 


2)  Wenn  die  Körper  als  aus  einzelnen  Molekeln  und  Atomen  be- 
stehend angesehen  werden : 


IV) 


a)  B,»  =  ^(pv  +  k&-'^hy  +  lh,[S,-iS,)]  +  ^h\  [SJ^  +  A, 

b)  li,»  =  ^(pv  +  k@~h  1  +  iÄi[S6-(S6)]  +\h\  [S6])  +  B, 

o)ii,»=^(pv+ke~hy,  +  ^h,[Si-(St,y]+lh'dSi]\  -t-  a 

V  bedeutet  hier  das  Volumen  eines  Körpers,  der  die  Masseneinheit 
an  Substanzmenge  hat,  das  specifische  Volumen;  das  Keciproke 
von  V  ist  die  Dichte  Q  des  Körpers  im  gewöhnlichen  Sinne  genommen. 
Dem  entsprechend  sind  alle  Grössen  in  den  Formeln  gewählt. 

Die  Gleichungen  stehen  zur  Auswahl,  nach  Art  der  Körper  wird 
bald  die  eine,  bald  die  andere  die  geeignetere  sein.  Von  vornherein 
lässt  sich  kaum  etwas  hierüber  sagen,  die  Erfahrung  muss  darthun, 
welche  den  Vorzug  verdient.  Auch  ist  es  klar,  dass  manche  Glieder 
in  ihnen  fortgelassen  werden  können.     Meine  Absicht  war,  aus  an- 
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erkannten  Hypothesen  alles  möglichst  vollständig  zu  entwickeln.  Viel- 
leicht ist  mir  noch  das  eine  oder  das  andere  entgangen ,  was  an  der 
Hand  der  hier  dargelegten  Rechnungsarten  sich  später  wird  nachtragen 
lassen. 

Noch  bemerke  ich,  dass  man  statt  der  Glieder  k®  —  2  ^^  auch 
die  aus  den  Gleichungen  20)  bis  22)  für  Atome  berechneten  setzen 
kann. 

Die  Gleichungen  für  die  potentielle  Energie  sind  den  Zustands- 
gieichungen analog  und  wir  haben  allgemein 

Vi)     Ü-  uf^  =  ^(B^9-F), 

woselbst  F  eine  der  Grössen  Ä^  B,  C  ist.  Nennen  wir  die  mittlere 
innere  potentielle  Energie  Ui  und  beachten,  dass  ü  auch  die  äussere 
potentielle  Energie  j)  v  enthält,  so  haben  wir 

Die  ganze  innere  Energie ,  die  wir  mit  U  bezeichnen ,  besteht  nun  aus 
der  inneren  potentiellen  und  kinetischen  Energie.  Beide  wiederum 
sind  Summen  der  betreffenden  Energieen  der  Molekeln  und  Energieen 
der  Atome.  Nun  lehrt  die  Erfahrung,  dass,  wiewohl  bei  allen  Zu- 
sammenstössen  der  Molekeln  auch  die  Atome  beeinflusst  werden  müssen, 
doch  die  mittlere  Energie  der  Molekularbewegung  nicht  fühlbar  alterirt 
wird.  Glausius  hat  hieraus  geschlossen,  dass  die  kinetische  Energie 
der  Atombewegung  sich  mit  der  der  Molekularbewegung  ins  Gleich- 
gewicht setzt  und  hiernach  beide  Energieen  der  absoluten  Temperatur 
proportional  angenommen.  Wenn  wir  ferner  annehmen,  dass  die 
potentielle  Energie  der  Atome,  auch  soweit  sie  in  der  der  Molekeln 
nicht  schon  enthalten  ist,  sich  in  derselben  Weise  ausdrücken  lässt  wie 
die  dieser  Molekeln,  hätten  wir  also,  um  eine  Gleichung  für  die  ganze 
innere  Energie  zu  erlangen,  in  der  letzten  Formel  rechts  noch  hinzu- 
zufügen |  jRi'^  +  ^  It'id",  woselbst  das  zweite  Glied  sich  auf  die 
Energie  der  Atome  bezieht.  Setzen  wir  sodann  5  J^i  -|-  ^  -^'i  =  ^  -ß*> 
wo  jR*  eine  neue  Constante  ist,  so  wird 

YI)      u  =z  Uo  —  pv  +  ^  B*d^  —  I  ^- 

0  o 

R*  ist  zwar  als  eine  Constante  bezeichnet,  doch  ist  es  fast  zweifellos, 
dass  diese  Grösse  im  Allgemeinen  nicht  wirklich  constant  ist,  denn 
aus  gewissen  Erfahrungen,  die  wir  noch  kennen  lernen  werden, 
müssen  wir  schliessen,  dass  das  Verhältniss  der  Atomenergie  zur 
Molekularenergie  immer  nur  bei  begrenzten  Zustandsänderungen  sich 
constant  erhält. 

Die  Discussion  der  einzelnen  Ergebnisse  kann  erst  in  Angriff  ge- 
nommen werden,  nachdem  die  Bedeutung  der  Gleichungen  durch  Ein- 
führung von  Zahlenwerthen  klargestellt  ist,  was  später  geschehen  soll. 
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Gleichungen  und  Darstellungen  der 

Thermodynamik* 


16.   Homogene  Korper.    Die  speciflschen,  latenten,  Dehnungs- 
und Spannungs -Wärmen. 

Ein  überall  gleichbeschaffener  Körper  mache  einen  Vorgang  durch, 
bei  welchem  einem ,  mit  ihm  bis  auf  einen  unendlich  geringen  Unter- 
schied gleich  temperirten  Wärmereservoir  die  Wärmemenge  d  Q  ent- 
zogen wird.  Die  Aenderung  der  inneren  Energie  des  Körpers  sei  d  CT", 
die  von  ihm  gegen  irgend  welche  äussere  Kräfte  geleistete  Arbeit  dJV, 
Das  Wärmereservoir  erleide  weiter  keine  Aenderung.  Nach  dem 
Principe  der  Erhaltung  der  Energie  muss  die  ganze  Energieänderung 
für  den  Körper  und  das  Wärmereservoir,  einschliesslich  der  äusseren 
Arbeit,  Null  sein,  also,  da  die  Energieänderung  für  das  Wärmereser- 
voir nur  in  der  Abgabe  der  Wärme  dQ  bestehen  sollte,  muss  sein 

—  JdQ  +  du  +  dW=0. 

Nach  dem  C arnot-Clausius' sehen  Entropie-Princip  muss  ferner, 
so  lange  der  Vorgang  noch  nicht  abgeschlossen  ist,  dS  -{-  d  S'^0  sein, 
falls  dS  die  Entropieänderung  der  Körpers,  d  S'  die  des  Wärmereser- 
voirs ist.  Ist  der  Vorgang  abgeschlossen  und  der  Körper  im  Grleich- 
gewicht,  so  haben  wir  für  jede  weitere  (alsdann  erzwungene)  Verände- 
rung dS  -\-  dS'  ^  0,  und  wenn  der  Vorgang  umkehrbar  ist,  wird 
d  S  -^  dS'  =  0.  Das  letztere  nehmen  wir  an.  Bezeichnet  nun  %" 
die  absolute  thermodynamisch  definirte  Temperatur  des  Körpers,  so  ist 
-9"  auch  die  Temperatur  des  Wärmereservoirs,  und  da  die  Entropie- 
änderung dieses  Reservoirs  nur  dadurch  bewirkt  ist,  dass  die  Wärme 
d  Q  abgegeben  ist,  haben  wir 

dO 
dS'  =  —     J^,  somit!) 


^)  Diese  Betrachtungsweise  entspricht   der  von   Planck  in   seinem   ge- 
nannten Buche  gegebenen. 
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Nunmehr  wird  also 


Ax) 


1)  JdQ  =  dü  +  dW, 
dQ 


2)  ^  =  dS. 


Das  sind  die  thermodynamischen  Grandgleichungen  für  reversible  Vor- 
gänge in  einem  homogenen  Körper,  den  wir  nunmehr  isolirt  denken 
können,  da  alle  Grössen  auf  diesen  Körper  Bezug  haben.  Selbst- 
yerständlich  muss  d"  im  ganzen  Körper  überall  denselben  Werth  haben, 
sonst  könnte  kein  Gleichgewicht  bestehen. 

Wir  beziehen  alle  Grössen  auf  Masseneinheit;  ist  die  Masse  des 
Körpers  M,  so  sind  die  Grössen  nur  mit  M  zu  multipliciren. 

Die  Aenderung  d  U  der  inneren  Energie  kann  in  Aenderungen  von 
Bewegungsenergie  der  Theilchen  des  Systems,  und  in  solchen  der 
Energie  der  Wirkungen  zwischen  den  Theilchen  bestehen,  die  Arbeits- 
leistung dW  in  Arbeiten  gegen  irgend  welche  äusseren  Hindernisse 
(äussere  Kräfte,  Druck  u.  s.  f.). 

Da  wir  dem  Körper  beliebig  Wärme  zuführen  oder  entziehen 
können,  und  da  wir  auch  den  Körper  beliebig  Arbeit  leisten  lassen 
können,  so  sind  dQ  und  dW  keine  Differentiale  im  Sinne  der  Ana- 
lysis,  weshalb  auch  manche  Schriftsteller,  so  insbesondere  auch  Planck, 
Scheu  tragen,  für  sie  die  üblichen  Differential  zeichen  anzuwenden.  Da- 
gegen sind  d  U  und  d  S  wohl  solche  Differentiale ,  namentlich  letztere 
Grösse ,  nach  dem  Carnot-Clausius^ sehen  Satze.  Sind  daher 
9it  9?»  Qsj  '  '  '1  Q.n  irgend  welche  von  einander  unabhängige  Variabele, 
durch  deren  Aenderungen  die  Aenderungen  von  U  und  S  bedingt 
werden,  so  haben  wir: 


B) 


3)  d  Q  und  dW  keine  Differentiale, 

TT—  dq, 
aq 

dS  ^ 

cq 


^)  dU  = 


5)  dS=^ 


nnd  es  wird 


A2) 


6)  JdQ  = 


du 

dq 


dq  +  dW, 


7)      dQ=^y]l^dq. 

'^^  oq 


Wir  betrachten  zunächst  den  einfachen  Fall,  dass  der  Zustand  des 
Körpers  in  jedem  Moment  durch  den  senkrecht  zu  seiner  Oberfläche 
überall  mit  gleicher  Stärke  wirkenden  Druck  j),  durch  die  Tempe- 
ratur ^t  und  das  Volumen  v  beschrieben  werden  kann,  zwischen  welchen 
Grössen  eine  Beziehung,  die  Zustandsgieichung,  stattfinden  soll,  so  dass 
immer  je  eine  dieser  Grössen  durch  die  beiden  anderen  ausgedrückt 
werden  kann. 
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Die  q  sind  dann  zwei  der  Grössen  p,  v,  d",  entweder  j),  v  oder  p,  ^ 
oder  V,  d^. 

Es  bestehe  die  vom  Körper  geleistete  äussere  Arbeit  darin,  dass 
er  sich  gegen  den  Druck  p  ausdehnt,  p  ist  wie  früher  auf  eine  Flächen- 
einheit bezogen ,  der  Druck  auf  ein  Flächenelement  d  6  ist  also  pdö. 
Da  der  Druck  normal  zu  d6  wirken  soll,  so  bewegt  sich  d6  bei  der 
Ausdehnung  des  Körpers  gegen  die  Eichtung  dieses  Druckes.  Ist  dn 
der  Weg,  auf  dem  sich  das  Element  d  6  bewegt,  so  ist  die  vom  Körper 
geleistete  Arbeit  nach  den  Principien  der  Mechanik  (Kraft  mal  Weg  in 
Richtung  der  Kraft)  pd6dn.  Aber  d6dn  ist  das  Volumen  d' v  des 
kleinen  Cylinders,  den  d  6  beschreibt,  also  wird  die  Arbeit  gleich  p  d^  t7, 
und  für  die  ganze  Arbeit  des  Körpers  erhalten  wir  p  2^  d' v^  genommen 
rings  um  den  ganzen  Körper  herum.  Streng  genommen  werden  nun 
die  Cylinder  d'  v  nur  an  ihrer  Basis  sich  an  einander  schliessen,  wo  sie 
von  der  Oberfläche  6  ausgehen ;  wo  sie  enden,  werden  sie  dagegen  aus 
einander  gehen,  wenn  die  d6  sich  nicht  während  ihrer  Bewegung 
dehnen.  Ein  Theil  der  Arbeit  geht  also  zuverlässig  auf  Dehnung  der 
Flächenelemente,  da  sonst  der  Körper  bei  der  Ausdehnung  an  der 
Oberfläche  rissig  würde.  Dieser  Theil  ist  aber  sehr  klein  gegen  die 
übrige  Arbeit.  Betrachten  wir  die  Elemente  dö  auch  nach  der  Deh- 
nung als  zusammenhängend,  so  giebt  2J d' v  nichts  anderes  als  die 
Yolumenzunahme  des  ganzen  Körpers;  ist  diese  dv^  so  wird  hiemach 

C)    dW  =  pdv. 

Dieselben  Betrachtungen  gelten  natürlich  auch  für  Zusammenziehung. 
Da  j)  nicht  von  v  allein  abhängig  ist,  sondern  auch  von  d",  so  zeigt 
auch  die  Gleichung  C) ,  dass  d  W  kein  Differential  im  Sinne  der  Ana- 
lysis  ist. 

Der  vorstehende  Ausdruck  für  d  W  bleibt  auch  richtig ,  wenn  der 
Druck  während  der  Arbeit  sich  ändert,  falls  dieses  nur  stetig  und 
nicht  explosiv  erfolgt,  denn  dann  kann  es  sich  nur  um  Vernachlässi- 
gung unendlich  kleiner  Grössen  zweiter  Ordnung  handeln. 

Die  weitere  Betrachtung  richtet  sich  nach  den  Variabelen,  die  wir 
wählen.  Da  wir  deren  drei  Paare  haben,  so  giebt  auch  jede  der 
Gleichungen  Ä  je  drei  Gleichungen.  Wir  nehmen  an,  dass  der  Körper 
seine  Zustandsänderung  isolirt  von  irgend  welchen  anderen  Systemen 
durchmacht ,  U  und  S  sind  also  seine  innere  Energie  und  Entropie, 
und  da  der  Zustand  durch  p,  v,  d"  definirt  ist,  müssen  auch  ü  und  S 
durch  p,  V,  d"  bestimmt  sein.  Indem  man  sich  aber  mit  Hülfe  der 
Zustandsgieichung  eine  der  Variabein  eliminirt  denkt,  werden  ü  und  S 
Functionen  immer  von  zwei  Variabein  Py  v;  p^  d" -,  v,  d"  sein. 

Einem  allgemein  in  der  Thermodynamik  eingeführten  Brauch  zu- 
folge bezeichnen  wir  den  Differentialquotienten  einer  Function  nach 
einer  Variabein,  während  eine  andere  Variabele  constant  bleiben  soll, 
dadurch,  dass  wir  den  Differentialquotienten  in  Klammern  setzen  und 
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unten  an  der  rechten  Klammer  diejenige  Variabele  als  Index  setzen,  welche 
bei  der  Differentiation  constant  bleiben  soll.  Ferner  ist  zu  beachten, 
dass,  ehe  die  Differentiation  ausgeführt  wird,  jedenfalls  die  nicht  in 
Betracht  kommende  dritte  Variabele  eliminirt  sein  muss.  Es  kann 
also  der  Differentialquotient  beispielsweise  von  U  nach  d"  ganz  ver- 
schiedene Werthe  haben,  je  nachdem  d'  und  j)  oder  d"  und  v  als  unab- 
hängige Variabele  betrachtet  werden,  also  v  oder  p  eliminirt  wird. 
Will  man,  oder  (was  leider  die  Regel  bildet,  da  wir  die  Functionen  U 
und  S  meist  gar  nicht  kennen  und  auch  die  Zustandsgieichungen  un- 
sicher sind)  kann  man  die  Elimination  nicht  bewerkstelligen ,  so  muss 
die  Differentiation  für  die  verbliebene  abhängige  Variabele  nach  den 
Regeln  der  Differentialrechnung  vervollständigt  werden.  So  wäre  also 
beispielsweise,  wenn  v  und  d"  als  unabhängige  Variabele  benutzt 
werden,  im  U  aber  p  nicht  durch  v  und  d^  ausgedrückt  werden   kann, 

\d»\^  mX,.'^  (ä^A*  d»  "^  '•  ^ 

Dieses    vorausgeschickt,   ergiebt  zunächst    die  Entropiegleichung 
unter  Aj)  oder  A2)  die  drei  Gleichungen: 


D.) 


»>^«  =  *[(ll)/*  +  (l|)H. 


Zur  Abkürzung  setze  ich: 


E) 


14)   » 


\9pJ» 


Y9\ 


nnd  erhalte 


D2) 


17)  dQ  :=:  Cyäd"  +  c^dv, 

18)  dQ  ==  cpd^  -f  y^-dp, 
119)  dQ  =  yvdp  +  ypdv. 

Man  nennt  die  Grössen  c^,  Cp  die  specifischen  Wärmen 
des  Körpers,  und  zwar  bei  constantem  Volumen,  bezw.  con- 
stantem  Drucke.  Die  Grösse  c^  heisst  die  latente  Wärme  der 
Ausdehnung;  die  Grösse  y^  nenne  ich  die  latente  Wärme 
der  Spannung  (beide  letzteren  bei  constanter  Temperatur 
daher  latent),  die  Grösse  yp  die  Dehnungswärmen  bei  con- 
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stantem  Drucke,  endlich  die  yv  die  Spannnngswärme  bei 
coustantem  Yolnmen. 

Alle  diese  Grössen  sind  aaf  Masseneinheit  bezogen.  Der  Grund 
für  diese  Benennungen  wird  bald  erhellen. 

Zwischen  den  c  und  den  y  lassen  sich  eine  Menge  Beziehungen 
ableiten;  dieselben  würden,  da  die  Gleichungen  unter  E)  anscheinend 
nur  Definitionen  enthalten,  keine  Bedeutung  haben,  wenn  sich  nicHt 
einige  dieser  Grössen  unmittelbar  messen  Hessen,  wodurch  die  Glei- 
chungen E)  praktische  Bedeutung  erhalten. 

Zunächst  ist  zu  beachten,  dass  in  je  zwei  in  einer  Zeile  stehen deil 
Gleichungen  unter  E)  S  immer  die  nämliche  Function  gleicher 
Variabein  ist.  Differenziren  wir  hiernach  11)  nach  v  und  12)  nach  ^ 
und  beachten,  dass  für  diese  beiden  Gleichungen,  weil  v  und  d"  von 
einander  unabhängig  sein  sollten. 


ist,  so  findet  sich: 


20i) 
oder: 

das  heisst: 


dd^dv        övdd" 


dv  dd' 


aber  0"  und  v  sind  in  der  gewählten  Darstellung  von  einander  unab- 
hängige  Variabele,   somit  ist  ( -^ — j  =  0.  und 

In  ganz  derselben  Weise  bekommen  wir  aus  den  Gleichungen  13) 
und  14)  die  Gleichung: 

oder: 

Differenziren  wir  ferner  15)  nach  v  und  16)  nach  j),  so  wird 


220 


dv  dp 
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oder: 


l   dy^ 


dd' 


»   dv         »^  ^^  dv 

also: 

22i,)    • 

1  ^ 

d"    dp 


A2  yp 


=  yp 


dp 


-^2 


—  yv 


dp^ 


dv'' 


oder,  da,  wie  wir  später  sehen  werden,  die  rechte  Seite  dieser  Glei- 
chnng  gleich  -=:  ist, 


22,) 


^yv\_ 


\dp  dv  / 


1. 


Weitere  Beziehungen  erhalten  wir  darch  die  Ueberlegung,  dass  in 
den  drei  Gleichungen  unter  D2)  links  immer  die  nämliche  Grösse  d  Q 
steht,  also  die  rechten  Seiten  Identitäten  ergeben  müssen,  wenn  in 
allen  die  gleichen  Variabein  eingesetzt  werden.  Nun  haben  wir  zur 
Transformation  der  Differentiale  in  einander: 


dd^  dd" 

23)    d^  =  ^dp  +  ^dv, 


dp 


C  r 


F) 


24)  ä.=^ä^  +  'f^äp, 

25)  äp=lUv^^d». 


Ich  bleibe  zunächst  bei  diesen  Gleichungen  stehen,  um  aus  ihnen 
einige  wichtige  Beziehungen  abzuleiten ,  deren  wir  uns  oft  zu  bedienen 
haben  werden.  Wenn  in  der  ersten  Gleichung  die  Aenderungen  von 
^  sich  gerade  compensiren,  indem  die  verschiedenen  Theile  dieser 
Aenderungen  sich  gegenseitig  aufheben ,  so  wird  dd"  =  0  und  d"  = 
const,  somit: 


aber 

in  diesem  Falle  ist: 

dp 
dv 

\6v/p 

also  wird : 

dp 
dv 

(öjy 

26) 

\dv/^\dp/v 

/dd'X 
\dv) 

,  oder  (; 

\dvU 


dd' 

ö 


-) 

v/p 


\  dp.K 


Analog  leiten  wir  ab: 
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27)         (ii)  (1^)  =  -(p),  oder  (|^)  =  -  ^, 

\d»)p 

Ist  ferner  in  der  ersten  Gleichung  unter  F)  dt;  ==  0,  also  v  = 
consty  so  wird: 

dp^  _        1 


aber  dann  ist: 

somit : 
29) 


\cpjv 


dp  /  dp\ 

\cpJv 

und  analog: 

30)  (^)  =  -i-, 

31)  (^)  ' 


Gl 


Von  den  Differentialquotienten,  die  uns  in  diesen  Gleichungen  ent- 
gegentreten, heisst  ( •:r-^  )   der  wahre  thermische  Ausdehnungs- 

coefficient,   (^-s;)    der    wahre    thermische    Spannungscoeffi- 

ient,  l- — j  negativ  genommen,  der  isothermische Compressions- 

coefficient.      Diese  drei  Grössen  sind  messbar,  die  anderen  drei  sind 
durch  sie  bestimmt. 

Nach  dieser,  nicht  zu  umgehenden  Abschweifung  kehren  wir  zu 
unseren  thermodynamischen  Gleichungen  zurück.  Wir  sollen  also  alle 
drei  Gleichungen  unter  D2)  immer  auf  die  nämlichen  Differentiale  be- 
ziehen. Da  also  die  Differentiale  in  einer  Gleichung  willkürlich,  in 
den  beiden  anderen  durch  sie  mit  bestimmt  sind,  und  jede  Gleichung 
zwei  Differentiale  enthält,  muss  jedes  Paar  von  Variabein  immer  zu 
vier  Beziehungen  führen,  so  dass  wir  insgesammt  12  Beziehungen  er- 
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halten  müssen.  Wie  man  sie  ableitet,  will  ich  nnr  an  einem  Satze  von 
vier  solchen  Beziehungen  darthun.  Legen  wir  die  erste  Gleichung 
unter  Dg)  zu  Grunde,  so  haben  wir  in  der  zweiten  und  dritten  dp 
durch  die  Differentiale  d%'  und  dv  auszudrücken.  Damit  gehen  diese 
beiden  Gleichungen  über  in 

Diese  müssen  unter  einander  und  mit  der  ersten  Gleichung  Glied 
für  Glied  identisch  sein.     Das  giebt: 


c^  z=z  Cp  -\-  y^ 


dp 


u.  s.  f. 


Da  die  Ableitung  aller  anderen  Gleichungen  in  derselben  Weise 
stattfindet,  genügt  es,  die  zwölf  Gleichungen  schematisch  zusammen- 
zustellen : 


Variabele 

*. » 

^,  p 

p,  V 

1         «»i» 

Tiv 

'^P         '^-^'-^v 

^  P 

^^•^  ~  ""^  ^p 

^p 

^  V 

^p      '^p  ^d- 

^P         ""P  -hv 

1        '^p 

y^    ^-  +  ^i>  ^p 

Offenbar  fallen  mehrere  dieser  12  Gleichungen  zusammen;  so  ist  die 
zweite  Gleichung  in  der  zweiten  Spalte  identisch  mit  der  zweiten  in 
der  ersten  wegen  Gleichung  31),  ebenso  sind  identisch  die  zweite  in 
der  dritten  Spalte  mit  der  dritten  in  der  ersten  wegen  Gleichung  29), 
die  dritte  in  der  dritten  Spalte  mit  der  dritten  in  der  zweiten  wegen 
Gleichung  30).  Es  bleiben  also  nur  acht  übrig,  die  vier  Gleichungen 
in  der  ersten  Spalte ,  und  je  die  erste  und  letzte  in  der  zweiten  und 
dritten  Spalte.  Multiplicirt  man  ferner  die  erste  Gleichung  der  dritten 
Spalte  mit 

dv  _    \ 

dv 

^nd  zieht  das  Product  von  der  ersten  Gleichung  der] zweiten  Spalte 
ab,  so  resultirt  die  dritte  Gleichung  dieser  Spalte.     Multiplicirt  man 
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weiter  die  letzte  Gleichung  der  dritten  Spalte  mit 

dp  _     1 
d^  ~~  d%' 
dp 

und  subtrahirt  von  der  ersten  der  ersten  Spalte ,  so  ergiebt  sich  die 
dritte  Gleichung  dieser  Spalte.  Hiernach  fällt  die  dritte  Spalte  ganz 
fort.  Ebenso  giebt  die  letzte  Gleichung  der  zweiten  Spalte,  multi- 
plicirt  mit 

dv  _    1 

dp         dp 
dv 

und  abgezogen  yon  der  letzten  der  ersten  Spalte  die  zweite  G4eichung 

der  ersten   Spalte.     Ausser  den   vier  Gleichungen   der  ersten   Spalte 

bleibt  also  nur  noch  die  erste  Gleichung  der  zweiten  Spalte.     Ersetzen 

dv  dv  dp 

wir  aber  in  dieser  ^-^  durch  —  —  ^-^  (zufolge  26),  29),  31),  so  geht 

sie  über  in 

dv  dp 

Aber  wegen   der  zweiten  Gleichung  der  zweiten  Spalte  ist  -^z —  =  — , 

dp        c» 

dp 

somit     '    .  Cp  =  Cv  —  y^  ^-jäT 

und  das  ist  die  erste  Gleichung  der  ersten  Spalte.  Also  bleiben  nur 
die  vier  Gleichungen  der  ersten  Spalte  als  von  einander  unabhängig 
bestehen,  alle  anderen  können  aus  diesen  in  Verbindung  mit  den 
Gleichungen  unter  26)  bis  30)  abgeleitet  werden.  Nichtsdestoweniger 
ist  es  von  Vortheil,  alle  beizubehalten,  da  bald  die  eine,  bald  die  andere 
für  die  Anwendung  bequemer  ist. 

Aus  Gründen,  die  leicht  zu  übersehen  sind,  wählen  wir  von  den 
12  Gleichungen  als  Hauptgleichungen  die  erste  und  zweite  Gleichung 
der  zweiten  Spalte,  und  die  zweite  und  dritte  Gleichung  der  dritten 
Spalte,  und  schreiben  diese  Gleichung  besonders  hin: 

32)  Cp  = 

33)  y^  = 


34)  y^  =  Cü 


35)  y^  =  c» 


Ov 

-r  t'^s 

'  8*' 

» 

Cp 

8-9' 

dv' 

dd' 

Cv 

dp' 

c» 

dv 
dp 

=  y» 

+ 

7p 

CV 

dp 
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Hiervon  ist  besoDders  die  erste  Gleichung  sehr  berühmt  geworden, 
da  sie  bereits  von  Julius  Robert  Mayer,  wenn  auch  in  anderer 
Gestalt,  angewendet  worden  ist.  Die  folgenden  bestimmen  die  y  durch 
die  entsprechenden  c. 

Aus  diesen  Gleichungen  ergeben  sich  auch  Beziehungen  zwischen 
den  c  und  y  selbst.     Aus  34)  und  35)  folgt : 

dp 


Ca        ya   dv 
Cv        yv    dp  ' 

• 

d^ 

also  wegen  28) : 

Cy     ya             dv 
Ca    yv              d%'' 

nnd  da  zufolge  32): 

Cp  —  Cy dv 

Ca            d^" 

ist,  wird 

36) 

Cy     ya            Cp  —  Cy 
Ca     yv                  Ca 

Ferner  ist  zufolge  35): 

dv 

Daher  mit  34)  multiplicirt,  giebt  wegen  31): 

37) 

(y^       yv)  _       Cp       Cy 
yp  yv                 Ca  Cy 

Weiter  finden  wir    durch  Multiplication  der  Gleichung  33)   mit 
35)  zufolge  der  Gleichungen  27)  und  29)  zunächst: 

d'd' 

ypy^  =  —  Cp  Ca  -^1 

also  wegen  der  Gleichung  34): 

38)  ypya  =  —  CpCa^' 

Cy 

Ans  dieser  und  den  übrigen  folgt  noch 

39)  c^^_y^-yv^ 

Cv  yv 

Endlich  ergeben  die  Gleichungen  32)  und  35)  in  Verbindung  mit 
27)  und  29): 

Cp  —  Cy dp 

ya      ~~  8^' 
und  wegen  34)  und  29) : 

4Q\  Cp        Cy ya 

C9  yv 

6* 
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Zu  neuen  Beziehungen  gelangen  wir,  wenn  wir  nunmehr  auch, 
den  Satz  von  der  Erhaltung  der  Energie  in  gleicher  Weise  behandeln. 
Da  U  eine  Function  von  p,  v,  d^  ist,  haben  wir 

41)««  =  (||)_,i»  +  [(|?)^+J.]^<., 

D&  dQ  denselben  Werth  hat  wie  in  den  Gleichungen  unter  Fg), 
so  folgt  zunächst: 


j) 


Das  sind  neue  Definitionsgleichungen  für  die  Grösse  c  und  y  durch 
Energie  und  Druck. 

Setzt  man  in  der  ersten  Gleichung  unter  H)  das  dv  =^  0,  also 
e>  =  const,  so  ergiebt  sich: 


(m=Kif).=- 

also  ist  Cv  diejenige  Wärmemenge,  deren  man  bedarf,  um  die  Tempe- 
ratur der  Masseneinheit  bei  constantem  Volumen  um  eine  Temperatur- 
einheit zu  erhöhen.  Ebenso  finden  wir  aus  der  zweiten  Gleichung 
unter  H)  für  ein  con  staut  es  p : 

Cp  ist  hiernach  die  Wärmemenge,  welche  erforderlich  ist,  um  die  Tem- 
peratur der  Masseneinheit  bei  constantem  Drucke  um  eine  Temperatur- 
einheit zu  erhöhen. 

Sodann  wieder  aus  der  ersten  für  d"  =  const: 

•das  heisst,  c^  ist  die  Wärmemenge,  welche  erforderlich  ist,  um  eine 
Masseneinheit  bei  constanter  Temperatur  um  eine  Volumeneinheit  aus- 
zudehnen. 

Die  anderen  drei  Grössen  sind: 


53)  '  t     , 

(H) = - 


Specifische  Wärmen.  85 


also,  die  Wärmemenge,  welche  nöthig  ist,  um  den  Druck  bei  constanter 
Temperatur,  das  Volumen  bei  constantem  Druck,  den  Druck  bei  con- 
stantem  Volumen  um  eine  Einheit  des  Volumens  bezw.  des  Druckes  zu 
vermehren. 

Hierdurch  sind  die  für  diese  Grössen  gewählten  Namen  als  speci- 
fische Wärme  bei  constantem  Volumen  bezw.  constantem  Drucke,  als 
latente  Wärme  der  Ausdehnung  bezw.  Spannung,  als  Dehnungswärme 
bei  constantem  Drucke  und  Spannungswärme  bei  constantem  Volumen 
gerechtfertigt,  und  zeigt  sich  der  Weg,  auf  dem  diese  Grössen  experi- 
mentell zu  ermitteln  sind. 

Zugleich  ergiebt  sich,  dass  man  die  vier  wichtigen  Beziehungen 
zwischen  den  c  und  y  unter  G)  so  in  Worte  kleiden  kann,  dass  sie  fast 
selbstverständlich  erscheinen,  nämlich: 

Beziehung  32.  Der  Ueberschuss  der  specifiachen  Wärme 
bei  constantem  Drucke  über  der  specifischen  Wärme  bei 
constantem  Volumen  ist  gleich  der  latenten  Wärme  der  Aus- 
dehnung, multiplicirt  mit  der  Ausdehnung  für  je  eine  Tem- 
peratureinheit bei  constantem  Drucke. 

In  der  That,  bei  einer  Erwärmung  bei  constantem  Volumen  tritt 
keine  äussere  Arbeit  ein,  wohl  aber  bei  einer  solchen  bei  constantem 
Drucke  in  Folge  der  Ausdehnung,  im  letzteren  Falle  braucht  man  also 
mehr  Wärme  wie  im  ersteren,  welche  latent  bleibt,  indem  sie  nur  die 
Ausdehnung  bewirkt,  also  äussere  Arbeit  verrichtet,  und  deshalb  um  so 
grösser  sein  muss ,  je  stärker  die  Ausdehnung  für  je  eine  Temperatur- 
einheit ist. 

Beziehung  33.  Die  Dehnungswärme  bei  constantem 
Drucke  ist  gleich  der  specifischen  Wärme  bei  constantem 
Drucke,  multiplicirt  mit  der  Temperaturerhöhung  für  je 
eine  Volumeneinheit  Baumänderung; 

Beziehung  34.  Die  Spannungswärme  bei  constantem 
Volumen  ist  gleich  der  specifischen  Wärme  bei  constantem 
Volumen,  multiplicirt  mit  der  Temperaturerhöhung  für  je 
eine  Spannungsänderung  um  eine  Spannungseinheit. 

Beziehung  35.  Die  latente  Wärme  der  Spannung  ist 
gleich  der  latenten  Wärme  der  Dehnung,  multiplicirt  mit 
der  Volumenänderung  für  je  eine  Spannungsänderung  um 
eine  Spannungseinheit. 
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Da  U  eine  bestimmte  Function  von  d",  v,  oder  d",  p  oder  p,  v  ist, 
so  bekommen  wir  zanächst  genau  correspondirend  den  Gleichungen 
20),  21),  22)  drei  neue  Gleichungen: 


55') 
56') 


57') 


jdcy  dco- 8p 

dv  ~      dd'        80-' 

dp        dd"  dp  öd" 

dv  dp 


-j-dyd^        dp  dv 


—  '^W~ 


—  JP 


d^v 


dd'dp       ^  dd'dp' 


oder  in  etwas  geordneterer  Schreibweise,  und  weil  in  der  zweiten  Glei- 
chung p  und  d'  unabhängige  Yariabele  sind : 


K) 


I")  ^  (I?  - 1) = -  '• 


dv 

d^' 


Die  linken  Seiten  dieser  Gleichungen  stimmen  bis  auf  die  Factoren 

(J,  d)  mit  den  linken  Seiten  der  Gleichungen  2O2),  2 Ig),   222),  also 

ergiebt  sich : 

dp 


Li) 


58)   Jc^  =  -d- 


dd'' 


59)   Jy^  =  —  d' 


d_v^ 
dd'' 


««'^(''.If-'- !!)=*■ 


Die  letzte  dieser  drei  Gleichungen  kann  als  mit  der  zweiten  identisch 
nachgewiesen  werden. 

Wir  können  sie  schreiben: 

dd  \ 


^dd  l        dp 

^Tvl^^Jd-^^ 

dv 


=  », 


also 


und  wegen  35): 


/ 


d  V    ,  Q.  8«^  1 

y^  8^  +  ^^  =  -  ^ 


dd  r 


Jy^  =  —  d 


dv 

dd' 


das  ist  eben  die  Gleichung  59). 
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Die  beiden  ersten  Gleichungen  sind  von  äusserster  Wichtigkeit, 
denn  sie  geben  sofort  die  Werthe  von  c^  und  y^.  Die  erste  derselben 
heisst  die  Thomson'sche  Gleichung,  sie  bestimmt  die  latente 
Wärme  der  Ausdehnung  durch  die  Temperatur  und  den  Spannungs- 
coefficienten.     Die  zweite  Gleichung  entspricht  ihr  völlig. 

Indem  wir  die  nunmehr  ermittelten  Werthe  von  c^  und  y^  weiter 
benutzen,  erhalten  wir: 

Aus  Gleichung  32): 

dp  dv 


u) 


61) 


J(Cp_C„)   =  *^_ 


Ferner  aus  Gleichung  35)  zunächst: 


dp 
also 


dp 

dv 


yp 


dv  dp 


dp  dv 


dd'  dp ,       8 '9' 

87  8i;~''^  +  '^87' 


c^  =  c„ 


dd^ 

dv' 


das  heisst: 
62) 


•^(^-^^^11)  = 


d' 


dp 
öd'' 


wie  auch  aus  60)  und  34)  abzuleiten  ist. 

Weitere  Gleichungen,  in  denen  eine  oder  höchstens  zwei  der  c 
und  y  vorkommen,  lassen  sich  nicht  angeben. 

Nun  hätten  wir  aus  dem  Gleichungssysteme  H)  die  dem  Systeme 
6)  analogen  Gleichungen  abzuleiten ;  das  kann  selbstverständlich  nichts 
geben,  was  nicht  schon  in  den  bisherigen  Gleichungen  enthalten  wäre. 
Wir  fanden  das  eine  System,  indem  wir  in  dem  System  G)  für  die  c  und  y 
ihre  durch  J)  festgesetzten  Werthe  eintragen.  Die  Gleichungen  sind 
aber  dadurch  von  Interesse,  dass  sie  nur  Differentialquotienten  von  U, 
der  inneren  Energie,  enthalten  und  zwischen  diesen  Beziehungen  fest- 
setzen.    Sie  sind: 


M) 


\dl)p 


dv 
^d%'' 


64) 


_,^(pd^ 


d^/'p  dv'' 


'dü\  8^ 
dp' 

'dü\  _  /d_ü\   dv_  _  /dU\        /dü\   dv_ 
,dp)f^  \dv)^dp  ~  \dp)v      \dv)pdp 

Sind  zwei  der  Differentialquotienten  gegeben,  so  lassen  sich  alle 
anderen  hieraus  berechnen,  doch  müssen  es  selbstverständlich  Differen- 
tialquotienten  sein,  welche  entweder  in  verschiedenen  Gleichungen 
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Yorkommen  oder  in  einer  Gleichung  mit  noch  einem  anderen  Differen- 
tialquotienten vorhanden  sind;  unzulässig  sind  also  die  Paare: 

Das  heisst :  Von  den  y  und  c  dürfen  nicht  zwei  mit  gleichem  Index,  also 
hei  Con stanz  der  gleichen  Grösse  gegehen  sein.  Beachtet  man  aber 
die  beiden  Gleichungen  58),  59)  für  die  latenten  Wärmen,  so  folgt: 

Es  lassen  sich  stets  alle  Differentialquotienten  der  En- 
tropie und  der  Energie,  sowie  alle  Wärmen  c  und  y  aus 
Druck,  Temperatur  und  Volumen,  und  der  zwischen  ihnen 
bekannten  Beziehung  berechnen,  wenn  auch  nur  zwei  der 
Differentialquotienten  oder  der  Wärmen,  c,  y  gegeben  sind, 
nur  dürfen  es  nicht  die  latenten  Wärmen  und  die  durch  sie 
bestimmten  Differentialquotienten  sein. 

Sofort  müssen  wir  aber  zu  diesem  Satze  eine  Einschränkung 
machen.  Setzen  wir  den  Werth  von  c^  aus  Gleichung  58)  und  den 
daraus  abzuleitenden  Differentialquotienten : 

dc^  _  dp  82p 

dd'        dd'  '^      80-2 
in  die  Gleichung  55')  ein,  so  findet  sich: 

^^^  '^-87  =  ^8^' 

analog  ist  aus  56)  und  59): 

Sind  also  auch  c^  und  Cp  selbst  nicht  bekannt,  so  sind  es 
doch  ihre  partiellen  Differentialquotienten  nach  v  bezw.  p, 
also  sind  sie  auch  selbst  bekannt  bis  auf  unbestimmte 
Functionen   der  Temperatur. 

Damit  ist  die  Theorie  der  in  Betracht  kommenden  Wärmen  und 
der  damit  zusammenhängenden  Differentialquptienten  der  Entropie 
und  der  Energie  erledigt. 

> 

17.    Entropie,  Energie  und  thermodynamisclie  Potentiale. 

Für  die  ganze  Aenderung  der  inneren  Energie  haben  wir  die 
beiden  Ausdrücke: 
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|69i)  dU=  JdQ  --  dW, 

jeSj)  dü=J%'dS  —  dW. 

Die  letzte  Gleichung  ist  namentlich  interessant,  sie  gieht  die  Energie- 
änderung durch  die  Aenderung  der  Entropie  und  der  äusseren  Arbeit. 
T>9,dÜ  und  d  S,  wie  bemerkt,  analytische  vollständige  Differentiale  sind, 
so  setzen  sich  die  unvollständigen  Differentiale  %'dS  und  d  W  stets  zu 
einem  vollständigen  Differential  zusammen.  Ist  %^  constant  während 
des  Vorganges,  der  Vorgang  also  ein  isothermischer,  so  giebt  auch 
^^dS  ein  vollständiges  Differential,  folglich  muss  dann  auch  dW  ein. 
vollständiges  Differential  sein. 

Isothermische  Vorgänge  sind  nur  möglich,  wenn  dabei 
die  Aenderung  der  äusseren  Arbeit  Null  oder  ein  vollstän- 
diges Differential  ergiebt. 

In  dem  hier  behandelten  Falle  sollte  dW "=  jßdv  sein,  dieses  ist 
allgemein  kein  vollständiges  Differential,  da  aber  für  eine  constante 
Temperatur  p  mit  Hülfe  der  Zustandsgleichuug  sich  allein  als  Func- 
tion von  V  darstellen  lässt,  und  f{v)dv  ein  vollständiges  Differential 
ist,  so  läset  dieser  Fall  auch  isothermische  Vorgänge  zu. 

Umgekehrt  kann  man  sagen:  Da  erfahrungsmässig  isother- 
mische  Vorgänge  unter  Arbeitsleistung  gegen  gleichmässigen 
Druck  existiren,  so  ist  zu  schliessen,  dass  es  eine  Zustands- 
gieichung zwischen  Druck,  Temperatur  und  Volumen  giebt. 

Für  isothermische  Vorgänge  ist  also: 

693)  dTJ=d(J%'S  —W). 

Da  wir  S  und  W  beliebig  um  Constanten  vermehren  können,  ohne  den 
Ausdruck  rechts  zu  ändern,  so  ist  U  für  diesen  Fall : 

70)  u=j%>S-'W+a  +  ß%', 

wo  a  und  ß  willkürliche  Constanten  bedeuten. 

Ferner  haben  wir  für  die  Aenderung  der  äusseren  Arbeit  die 
beiden  Ausdrücke: 

71i)  dW=JdQ  —  du, 

7I2)   dW=  J^dS  —  dU, 

=  d{Jd'S  —  U)  —  JSdd'. 


Ol) 


Setzen  wir 
80  wird 


P)     F  =  U—Jd'S, 
O2)     7I3)  dW=  —  dF  —  JSdd'. 


Bei  einem  isothermischen  Vorgange  ist  c^O*  =  0,  somit  für  diesen  Fall 

72)  dW=  —  dF, 

dF  ist  ein  vollständiges  Differential.  Von  Kräften,  welche  so  beschaffen 
sind,  dass  die  von  ihnen  geleistete  Arbeit  durch  das  Integral  eines 
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vollständigen  DifiFerentials  berechnet  werden  kann,  sagt  man,  sie  hätten 
ein  Potential,  welches  eben  das  Integral  ist.  Demnach  spielt  F  die 
Rolle  eines  Potentials.     Man  nennt  diese  Function: 

P)     F=U-~  Jd'S, 

das  thermodynamische  Potential  für  isothermische  Vorgänge, 
es  ist  eine  Energie.  Fassen  wir  eine  Energie  als  frei  auf,  wenn  sie 
ganz  in  äussere  Arbeit  umgewandelt  werden  kann ,  so  ist  F  die  f  r  e  i  e 
Energie  für  isothermische  Vorgänge.  Der  letztere  Name  rührt  von 
Helmholtz  her,  der  erstere  ist  von  Gibbs  und  Duhem  in  die 
Wissenschaft  eingeführt.     Wir  haben  aber: 

73)  W—Wo  =  —  F  i-  Fo  +  oi'  +  ß'^, 

wo  a'  und  j3'  willkürliche  Constanten  sind. 
Aus  der  Definition  von  F  ergiebt  sich: 

74)  ü  —  F  =  Jd'  S. 

Nun  ist  U  die  gesammte  innere  Energie,  Fdie  freie  Energie,  die  Differenz 
ü  —  F  kann  also  als  gebundene  Energie  bei  isothermischen  Vor- 
gängen bezeichnet  werden,  wie  dies  von  Helmholtz  geschehen  ist, 
und  es  ist  die  gebundene  Energie  proportional  der  Entropie 
bei  der  betreffenden  Temperatur,  abgesehen  von  einer  will- 
kürlichen linearen  Function  von  d". 

Die  Function  F  und  eine  ihr  analoge  haben  jedoch  eine  über  das 
Bereich  der  isothermischen  Vorgänge  weit  hinausgehende  Bedeutung, 
auf  welche  eben  Gibbs  und  Duhem  besonders  hingewiesen  haben. 
Am  einfachsten  gelangt  man  hierzu,  wie  mir  scheint,  auf  folgendem 
Wege.  Für  Vorgänge,  mit  denen  wir  es  hier  zu  thun  haben,  wo  die 
Arbeit  also  in  der  Ueberwindung  eines  äusseren  Druckes  besteht,  ist 

somit: 

Setzen  wir  in  der  ersten  dieser  beiden  Gleichungen: 

» (II) = m^)  _  s, 

und  beachten,  dass  in  der  zweiten  Gleichung,  weil  d"  und  v  unab- 
hängige Yariabeln  sind: 

\dv/^       \    dv    /^ 
ist,  so  gehen  obige  Gleichungen  über  in: 


oder: 
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Qi) 


Die  erste  Gleichung  giebt  die  Entropie,  die  zweite  den  Druck  als  nega- 
tiven Differentialquotienten  des  thermodynamiscben  Potentials  F, 
Nehmen  ¥dr  ferner  p  und  %"  als  unabhängige  Yariabele,  so  ist 


J^ 


[a-a- + OM 


= [Ol)  +  *  li] "  +  K 


dp)»'^ 


P  %]  ^P^ 


somit 


©,+ '  (a-  - 


Da  j>  and  ^  unabhängige  Yariabele  sind ,  haben  wir  p  (  ^-x ) 

d 


(U—J^S  +  pv)p  =  —  JS, 


dp 


(^ü  ^  jQ'S  +  pvh=  +  V, 


Setzen 


wir 


R)     U  —  J%^S  +  pv  =  0, 


so  ergiebt  sich  also : 


Q.) 


zwei  Gleichungen,  welche  die  Entropie  und  das  Volumen  durch  par- 
tielle Differentialquotienten  einer  Function  O  darstellen. 
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O  ist  eine  Function  genau  der  nämlichen  Art  wie  i^,  man  nennt 
sie  deshalb  ebenfalls  thermodynamisches  Potential.  Da  die  Entropie 
sowohl  durch  i^  als  durch  O  ausdrückbar  ist,  und  zwar  immer  durch 
den  Differentialquotienten  nach  der  Temperatur,  im  ersten  Falle  aber 
für  constantes  Volumen,  im  zweiten  für  constanten  Druck,  so  kann 
man  i^  als  thermodynamisches  Potential  für  constantes 
Volumen,  O  als  thermodynamisches  Potential  für  constan- 
ten Druck  bezeichnen,  und  es  ist 

S)     O  =  F  ^  pv. 

Man  wäre  versucht,  es  nun  auch  noch  mit  dem  dritten  paar 
Variabein,  j),  «;,  zu  versuchen,  neue  entscheidende  Formeln  kommen 

aber  nicht  zum  Vorschein. 

« 

Nunmehr  haben  wir  noch,  nach  74)  und  75) : 

und  nach  Q)  und  77): 
somit  nach  78) : 

Beachtet  man,  dass  p  und  v  vermittelst  76)  und  78)  durch  die  Func- 
tionen F  und  O  bestimmt  sind,  dass  vermittelst  der  Zustandsgieichung 
O"  als  Function  von  p  und  v  dargestellt  werden  kann ,  so  ergiebt  sich, 
dass  alle  in  der  Thermodynamik  in  Frage  kommenden  Grössen  durch 
die  thermodynamischen  Potentiale  sich  ausdrücken  lassen.  Ich  gehe 
jedoch  hierauf  an  dieser  Stelle  nicht  weiter  ein  (s.  Abschnitt  19). 


18.    Vorgänge  besonderer  Art  (adiabatisclie  und  andere). 

In  besonderem  Falle  sei  erstens  der  Körper  während  der  Aen- 
derung,  die  sein  Zustand  erfährt,  von  einer  Hülle  umgeben,  durch  die 
Wärme  weder  aus  ihm  in  die  Umgebung,  noch  in  ihn  aus  der  Um- 
gebung dringen  kann.     Der  Vorgang  soll  also  ein  adiabatischer  sein. 

Wir  haben  dann: 
1')  dQ  =  0, 

also  für  reversible  Vorgänge: 

2')  dS  =  0, 

Adiabatische  reversible  Vorgänge  sind  also  stets  auch 
is  entropisch.  Die  Entropie  eines  Körpers  bleibt  also  un- 
geändert,  wenn  die  reversible  Verwandlung,  die  der  Körper 
durchmacht,  mit  keinem  Wärmeaustausch  verbunden  ist. 
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Weiter  ist  dann  stets  (unabhängig  von  der  Umkehrbarkeit) : 

3i')  dXJ  4-  dW=  0, 

also 

Sa')  dü='^dW. 

In  adiabatischen  Vorgängen  geschieht  die  äussere 
Arbeitsleistung  auf  Kosten  der  inneren  Energie,  und  die 
Zunahme  der  Energie  auf  Kosten  äusserer  Arbeitsleistung. 

Zugleich  sieht  man ,  dass  d  W  ein  vollständiges  Differential  sein 
muss,  da  dU'  ein  solches  ist.  Geschieht  die  Arbeitsleistung  durch 
üeberwindung  eines  Druckes  p,  so  dass  dW  =  pdv  ist,  so  muss  also 
p  eine  Function  von  v  allein  sein.  Da  nun  ^  variabel  sein  kann,  so 
folgt  hieraus,  es  muss  noch  eine  Gleichung  zwischen  p,  v,  ^  geben,  mit 
Hülfe  deren  ^  eliminirt  werden  kann. 

Wir  haben  nun  zufolge  den  Gleichungen  unter  Dj)  im  Abschnitt  16 

40  Cvidd')  =  —  c^(dv), 

b')  Cp(dd')  =  ^  y^(dp), 

6')  yAdp)  =  —  rp(dvl 

Zunächst  zeigen  diese  Gleichungen,  dass  in  adiabatischen  Vor- 
gängen stets  Temperatur,  Druck  und  Volumen  sich  zugleich  ändern 
müssen,  denn  wäre  eines  der  Differentiale  Null,  so  müssten  alle  Null 
sein,  es  fände  also  überhaupt  nichts  statt. 

Ferner  folgt  aus  den  Gleichungen  unter  Li)  in  Abschnitt  16  und 
den  obigen  Gleichungen  4)  bis  5): 


70  Jcy  =  —  &• 


80  Jcp=^  +  ^ 


90  J-y^  =  —  ^ 

lOO  Jyp=  +  ^ 


dp  (dv) 
dd'Jdd^' 

dv  (dp) 
80-  (dW)' 

(dv) 

(dd'y 
(dp)     • 


{dd'y 

wozu  noch  die  gewöhnlichen  Gleichungen  für  c^  und  y^  kommen. 
Mit  Hülfe  eines  adiabatischen  Vorganges  lassen  sich 
also  alle  Wärmen  c  und  y  ermitteln,  wobei  die  total  geschriebe- 
Den,  in  runde  Klammern  gesetzten  Differentiale  sich  auf  Aende- 
rungen  während  dieses  adiabatischen  Vorganges  beziehen,  also  bei- 
spielsweise       ci,\  <li®  Ausdehnung  für  Aenderung  der  Temperatur  um 

eine  Temperatureinheit  bedeutet,  während  diese  Temperaturänderung 

nicht   durch   Wärmezufuhr,    sondern   durch   den   Vorgang  im   Körper 

d  V 
ßelbst  bewirkt   wird,    eine   Ausdehnung,    die  von   der  normalen  ^-^ 
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durchaus  verschieden  sein  kann.  Aus  den  obigen  Gleichungen  ergiebt 
sich  noch: 

dv_    (dp)  (dp) 

,  ^  _  _  i^  (e^O')   _  dv^  (dd') 

Cv  dp     (dv)  dp    (dv)  ' 

8^    (dd^  Jddj 

eine  Gleichung,  die  bei  Gasen  zur  Bestimmung  des  Verhältnisses  der 
specifischen  Wärmen  Anwendung  findet.     Endlich  ist  noch 

10^  Tt.  ^>,_  <^fdp  (dv)        dv  (dp)\ 

In  der  Form  geschrieben: 

12a')  Jicp  -  c,)(d»)  =  »(^  (dv)  +  ll  (dpij, 

ist  das  eine  Difierentialgleichung  zwischen  p,  v  und  d" ;  eliminirt  man 
mit  Hülfe  der  gewöhnlichen  Zustandsgieichung  eine  der  Variabeln, 
und  integrirt,  so  resultirt  eine  neue  Gleichung  zwischen  den  beiden 
anderen  Variabein,  die  adiabatische  Zustandsgieichung,  die 
neben  der  gewöhnlichen  Zustandsgieichung  besteht. 

Zweitens  handele  es  sich  um  einen  Vorgang  ohne  Aendemng^ 
der  inneren  Energie,  um  einen  isenergischen  oder  isodynamischen, 
es  sei  also  dU  =  0,  dann  ist: 

13')  JdQ  =  dW. 

Die  ganze  V^Tärme  wird  in  der  äusseren  Arbeitsleistung  ver- 
braucht.    Ist  diese  Arbeit  pdv,  so  wäre  hiemach : 

14')  JdQ=pdv. 

Die  Gleichung 

zeigt,  dass  auch  in  einem  solchen  Vorgange  sich  jedenfalls  Temperatur, 
Druck  und  Volumen  alle  drei  zugleich  ändern  müssen,  wenn  nicht  zu- 

fallig  ^ —  von  selbst  0  ist  (wie  bei  idealen  Gasen).     Die  Wärmen  c,  y 

erhalten  wir  aus  den  Gleichungen  für  o^,  y^,  und  den  aus  D3)  folgenden: 

15')  jp[dv]  z=a,[dd']  +  c^[dvl 


1^ 
J 


16')  -FP\ß^]  =  ^p[^^]  +  y^ldpi 


17')  -  p  [dv]  =  y^  \dp\  +  yp  \_dv\ 

oder: 

\_dv-\ 


18')  Jey  =  (p  —  Je») 


[d»r 


^ 


Isodynamische  Vorgänge.  95 


dp\  [dv] 


das  heisst: 

d^        ^\  [dv] 


21') 


220  Jy,=  (p^^^) 


[dd']      . 

Also  auch  ein  isodynamischer  Vorgang  ist  geeignet,  die  Wärmen 
e  und  y  zu  ermitteln.  Zu  heachten  ist  aber,  dass  die  in  eckige 
Klammem  gesetzten  geraden  Differentiale  die  Aenderungen  der  be- 
treffenden Grössen  nur  in  diesem  besonderen,  isodynamischen  Vorgange 
bedeuten.     Endlich  haben  wir: 

wonach  also  für  diesen  Fall  — ^—    eine  integrable   Grösse,   das  heisst 

17 

r;-  eine  Function  von  v  sein  muss.     Selbstverständlich  giebt  es  auch 

hier  eine  besondere  Zustandsgieichung ,  die  isodynamische  Zu- 
Btand^gleichung.     Der  dritte  Fall  wäre 

dW=  0, 

wenn  also   im   Vorgange  äussere  Arbeit   nicht  geleistet  wird.       Wir 

hätten  dann: 

24')  JdQ  =  dü, 

Die  ganze  zugeführte  Wärme  wird  zur  Vermehrung  der  inneren  Energie 
verwendet.  Einen  solchen  Vorgang  können  wir  einen  anergischen 
nennen,  er  ist  entweder  apiestisch  oder  isometrisch.  Ist  der 
Vorgang  reversibel,  so  wird 

25')  jdS  =  ^- 

Da  nun  d  S  ein  voUstäifdiges  Differential  ist ,  so  muss  in  diesem  Falle 

j  rr 

nicht  allein  dU  ein  solches  sein  (was  es  stets  ist),  sondern  auch  -^-* 

Die  weitere  Betrachtung  erfordert  die  Zerlegung  in  Unterfälle. 
Handelt  es  sich  wieder  nur  um  Arbeitsleistungen  gegen  einen  äusseren 
Druck,  so  dass  dW  =  pdv  ist,  so  wäre  hiernach 

pdv  =  0, 

also  entweder  p  =  0,  der  Vorgang  apiestisch,  oder  dv  =  0,  der  Vor- 
gang isometrisch. 
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Im  ersten  ünterfalle  p  =  0  befände  sich  der  Körper  in  einem 
absolut  leeren  Räume,  auf  seiner  Oberfläche  lastete  gar  kein  Druck, 
dann  wäre  auch  dp  =  0  und,  wenn  wir  apiestische  Aenderungen 
durch  Accente  symbolisiren ,  zufolge  der  Gleichungen  F)  in  Ab- 
schnitt 16: 


26') 


also: 


d»'z=^  dv; 

dv 


"■=[Q.+  (l-aU]-. 


du'  =  {^\  ^dd''. 

Da  in  diesem  Falle  die  Zustandsgieichung  nur  eine  Function  von  v 
und  0"  ist,  ergiebt  sich  aus  diesen  Gleichungen,  dass  du'  =f{%')d%'' 

/7  TT 

ist,  worin  f{^)  nur  von  '9'  abhängt,  folglich  ist  -^  in   der  That   inte- 

grabel  und  der  Vorgang  möglich,  d  S'  ist  darum  auch  nur  eine  Func- 
tion von  %',  und  demnach  sind  die  Energieänderung  und  die  Entropie- 
änderung nur  abhängig  von  der  Anfangs-  und  Endtemperatur.. 

Für  diesen  Fall  ist  auch: 
28')  F=0, 

sind  also  die  beiden  thermodynamischen  Potentiale  gleich  und  können 
ebenfalls   als  Functionen  nur  von  %"  dargestellt  werden.     Ich  komme 
auf  diesen  Fall  und  seine  Modificationen  später  zurück. 
Im  zweiten  Uuterfall  würde 

dv  r=  0 

sein,  der  Körper  wäre  absolut  unausdehnbar  oder  befände  sich  in  un- 
ausdehnbarer Hülle  eingeschlossen,  der  Vorgang  wäre  isometrisch. 
Dann  ist,  indem  isometrische  Aenderungen  in  gewundene  Klammem 
gesetzt  werden: 

29')  m==(^4)m  +  (^^\m, 


und  da  auch: 


<'^^'=Q«f'*^>' 
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somit 

dv 

dp 
wird,  geben  die  zweite  und  dritte  Gleichung  für  d  ü  auch : 

Beachtet  man  die  Definitionsgleichungen  für  die  c  und  y  unter  J) 
in  Abschnitt  16,  so  findet  sich  also: 

{du}  =  Jc^  {dd'], 


31') 


und 


{du]  =  j(cp  +  n^^yd»), 


dp\  \d_9l 


32')  {as\  =  (cp  +  n^) 

Die  einzige  Grösse,  die  noch  übrig  bleibt,  ist  d'.  Hat  man  dd'  =  Oj 
80  handelt  es  sich  also  viertens  um  isothermische  Vorgänge. 
Wie  wir  schon  wissen,  ist  dann  die  äussere  Arbeit  bestimmt  durch  ein 
Yollständiges  Differential  des  thermodynamischen  Potentiales  F,  nämlich 
indem  isothermische  Aenderungen  durch  Ueberstreichen  gekennzeichnet 

werden,  ist:  

SSO  dW=  —  dE 

Ferner  haben  wir: 

du  -\-  pdv  =  Jc^dv, 
=  Jy&dp, 


=  J(?vdp  +  ypdvy 
and  darin  ist: 

^  dp  +  ■^-  dv  ==  0,     also     dp  =  —  ^-5-  dv  =  +  ^  dv, 

dp  dv  d^  dv 

dp 

Weinstein,  Thermodynamik.  7 
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somit 

du  =  (Jc^  —  i>)  d  ^, 

dÜ  =  (jyp  +  Jy^  ^^  ^pjdv, 
und  entsprechend 


dS=: 


d'     ' 


y.9  -^  d  V 

35')  dS  = ^^ , 

,         ^P 

—    ^i-  +  y«  gD  _ 

dS  = ^ dv. 


Da  allgemein 


so  ist 


'"  =  *  U' 


36')  J"dS  =  ||dt), 

'dp 
also  muss  jedenfalls  v  sieb  so  ändern,  dass  ^^  dv   ein    vollständiges 

Differential  ist. 

Da  ferner  %'  constant  ist,  nimmt  die  für  das  Gleichgewicht  gel- 
tende Beziehung 

für  isothermische  Vorgänge  die  Form  an: 


Jd{%'S  —  CO  —  pdv  =  0 
oder 

37')  dF  +  pdv  =  0, 

wie  wir  schon  wissen. 

Aendert  sich  auch  der  Druck  nicht,  handelt  es  sich  also  um  einen 
isothermisch-isopiestischen  Vorgang,  so  wird  pdv  =  d(pv),  somit  die 
Gleichgewichtsbedingung 

d(F  +  pv)  =  0 
oder 

38')  ^  =  0. 

Das  thermodynamische  Potential  O  hat  für  isothermisch  -  isopiesticche 
Vorgänge  im  erreichten  Gleichgewicht  einen  Grenzwerth. 
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Denken  wir  ans,  dass  das  System  ohne  Aenderung  yon  Druck  und 
Temperatur  aus  dem  Zustande,  in  dem  es  sich  befindet,  in  einen 
anderen  mit  den  Bedingungen,  denen  es  unterworfen  ist,  yertrftglichen 
Zustand  übergeht,  so  ist  also  die  dabei  eintretende  virtuelle  Varintion 
des  thermodynamischen  Potentials  O 

39')  80  =  0;       Sp^S^  =  0. 

19.   Erweiterung  auf  neue  Variabein. 

Wenn  die  Arbeit  gegen  einen  gleichm&ssigen  Druck  geleistet 
wird,  können    wir  die  Hauptgleicbungen  darstellen  durch  das  System 

79)  dU=  JdQ  —  dW, 

80)  dW=pdv, 
^^     81)    dQ  =  ^dS,    also  auch 

82)    dU=  J^dS  —  pdv. 

Nun  sind  die  Variabein,  welche  durch  den  Zustand  des  Körpers 
bestimmt  werden,  p,  v,  -Ö",  Z7,  S,  F,  O^  Druck,  Volumen,  Temperatur, 
Energie,  Entropie  und  die  beiden  Potentiale.  Zwischen  diesen  müssen 
fünf  endliche  Beziehungen  bestehen,  so  dass  immer  nur  zwei  yon  ihnen 
willkürlich  sind.  Bis  jetzt  haben  wir  als  willkürliche  Variabele  immer 
nur  zwei  dexjenigen  betrachtet,  welche  in  der  eigentlichen  Zustands- 
gieichung enthalten  sind.  Aber  nichts  hindert,  die  anderen  vier 
GrröBsen  U,  S,  F  und  O  ebenfalls  hierzu  zu  benutzen.  Wir  hätten 
hiemach  zu  den  Variabeinpaaren 

noch  die 

P.  ^;     P,  S;     P.  F;    p,  a>;     ^,  U;     »,  S;     ^,  i^;     ^,  O-, 
v.U;    V,  S;    v,F;    v,  a>;     U,  8',    ü,  F-,    U,  O-,    S,  F;    S,  O-,    F,0. 

Von  diesen  Variabeinpaaren  sind  drei  in  den  obigen  Gleichungen  yon 
Tornherein  enthalten,  also  anscheinend  yon  besonderer  Bedeutung, 
nämlich  v^  8\  v^  U;  ü,  S.  Nehmen  wir  erst  das  Paar  v,  S,  so  bietet 
sich  sofort  die  Gleichung  82)  dar.     Da  nun  allgemein 

ist,  so  setzen  wir  zufolge  82) : 


ü.)  . 


das    heisst,    die  Temperatur    ist    gleich    der   Zunahme    der 

7* 


■>       £        ■-.     <   jt      j 


r' 


I 
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Energie  für  eine  Zunahme  der  Entropie  um  eine  Einheit  bei 
constantem  VolnmeD,  der  Druck  ist  gleich  der  Abnahme  der 
Energie  für  die  Zunahme  des  specifischen  Volumens  um  eine 
Einheit  bei  constanter  Entropie.     Ferner  haben  wir 


üi) 


85)  dW  =  pdv  =  —  f|^^  dv, 

\dv/s 

86)  dQ  =^dS  =  (^\   dS. 


Das  zweite  Paar  sei  v  und  U,     Wir  haben  erst 

du  -\-  pdv 


JdS  = 


^ 


also  wird  wegen 


ü») 


87) 


oder    •9'  = 


«"      F  =  ''(|IX' <«'"■*  = 


KUX ' 

\dv/u 

(-)  ' 


89)     dW  = 


( 


dvJu 


dv^ 


90)   JdQ  =  dÜ  4- 


'dS 


(-) 


dv. 


Das  dritte  Paar  sollte  U  und  S  sein.     Aus  82)  folgt 

J&dS  —  du 


dv  = 


somit  wegen 


P 


'' = Q. 


du 


(—) 
\dS>u 


dS 


U,) 


91)      -  = 
P 


\duJs 
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-'  f = (S). 


oder     J%'  =  — 


\dSJu 

(-) 
\duJs 


U3)  ^93)   dW=  Jd'dS  —  du, 

(-) 
94)    dQ  =  Jd'dS=  —  ^^^d8. 

(—] 

\dü/s 

Die  anderen  Variabeinpaare  kommen  in  den  thermodynamischen 
Gleichungen  nicht  yor,  ihre  Benutzung  ergiebt  darum  auch  nicht  so 
einfache  Beziehungen. 

Führen  wir  aber  in  die  thermodynamischen  Gleichungen  zunächst 
die  freie  Energie  F  ein,  so  bieten  sich  weitere  Variabeinpaare  zur 
Anwendung  dar.    Wir  haben  wegen  71 3)  in  Abschnitt  17 

dF=  —  JSdd'  —  pdv. 

Das  näcbste  Paar,  das  sich  darbietet,  ist  alsdann  d",  v,  dieses  haben 
wir  zwar  schon  verwendet,  doch  stellen  wir  des  Folgenden  wegen  die 
Gleichungen  zusammen.     Es  ist 


U4) 


95) 


96) 


.s  =  -(|fV.a.=.-.(||)  =  -.(J}, 


98)    dQ  = 


-  [©.]• 


Die  ersten  beiden  Gleichungen  sind  dieselben  wie  die  75),  76)  in 
Abschnitt  17. 

Das  Variabeinpaar  d',  F  ergiebt 

dF  +  JSdd' 


dv  =  — 


also  nach  bisheriger  Schlussweise 


P 


Ü5) 


99) 


\dFj<, 
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100)       ^ 


+ 


und    Uz=F  -\-  %■ 


Ü6)^ 


CA 

CA  ' 


101)     äW=  —  dF  —  JSd»  —  —  dF— 


), 


d^. 


102)    JdQ  =  +  »d 


\dFj<, 


Für  V  und  ^  als  Yariabele  ergiebt  sich 

dF  +  pdv 


dd'=  •- 


JS 


somit 


103)      J8=  — 


l 


CA 


nnd    U  =  F  — 


» 


CA  ' 


Ü6)< 


CA 

104)    --  =  -  (^-j^,     oder     i»  =  +  ^^^. 


105)    ü[Tr=  + 


\dv/F 

CA 


dv, 


106)  JdC  =  —  ■^■«i 


CA 


Analoge    Gleichungen    kann    man    ableiten,    wenn    das    thermo- 
dynamische  Potential  0  eingeführt  wird. 

Indem  man  nämlich  i>t2v  =  d(pv)  —  vdp  setzt,  wird 

du  ^  Jd(^S)  +  d(pv)  =  —  JSd»  +  vdp. 
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oder  zufolge  R)  im  Abschnitt  16 

dO  =  —  JSdd^  +  vdp. 

Die  Variabeln paare ,  die  jetzt  zur  Verfügung  stehen ,   sind  jp,  d' ; 
O,  d"  und  O,  p,  und  es  ist : 


Üt) 


107)  JS  = 

108)  V  = 

109)  dW  = 


d'^  P'  Variabele. 


und  D"=0 


-<^)r 


+  (—) 


1.0)  rt«  =  -»ä  [(II)  ] 


Die  Gleichungen  107)  und  108)  sind  dieselben  wie  die  Gleichungen 
77)  und  78)  in  Abschnitt  17. 


©•,  *- Variabele. 


ü») 


111)  V 


112)      JS  = 


lind  U=  O  -I- 


p 


113)     dW  — 


\U\  JdQ  = 


Pj  ^-Variabele. 


üg)  ,  115)       JS 


und   Cr=i0  — 


-Ö- 


+  P 


\0pj4. 
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Ü9) 


116) 


V  = 


\8j>  A 


117)     dTF=  — i)d 


(i:-) 


* 


118>  JdQ  =  —  d'd 


Alle  diese  neun  Gleichungssjsteme  haben  das  Charakteristische, 
dass  sie  zur  Eenntniss  aller  zu  bestimmenden  Grössen  ausser  den  be- 
treffenden Yariabeln  und  deren  Aenderungen,  die  selbstyerständlich 
gegeben  sein  müssen ,  nur  noch  eine  Grösse  als  Function  dieser 
Yariabeln  erfordern,  nämlich 

die  Variabein:  v S,  vU,   US,  vd',  %'F,  vF,  d'p,  d^O,  p0 
die  Grösse:  U,     Sy      v,      F,     v,      -O",     0,      p,      d', 

und  das  ist  offenbar  von  der  grössten  Bedeutung,  da  es  das,  was  man 
kennen  muss,  auf  das  Geringstmögliche  beschränkt.  Es  ordnen  sich 
die  sieben  in  Frage  kommenden  Yariabeln  in  drei  Gruppen  zu  je 
dreien ,  nämlich  IT,  S,  V',  v,  F^  d';  -Ö",  j),  0,  Sind  zwei  in  einer  der 
Gruppen  mit  ihren  Variationen  gegeben,  so  bedarf  es  nur  noch  der 
Eenntniss  der  dritten  als  Function  dieser  zwei.  Kurz  ausgedrückt 
können  wir  sagen: 

Es  giebt  drei  Gruppen  zu  je  drei  Grössen,  deren  Eennt- 
niss genügt,  um  alle  Fragen,  die  Thermodynamik  eines 
homogenen  Eörpers  betreffend,  zu  erledigen,  und  die  zu  be- 
sonders einfachen  Beziehungen  führen. 

Greift  man  aus  einer  Gruppe  in  eine  andere  über,  so  sind  die  Be- 
ziehungen yiel  complicirter. 

Besonders  bemerken swerth  ist  das  System  Ui)  wegen  seiner 
ausserordentlichen  Einfachheit,  dann  aber  ist  die  Ueberlegenheit  der 
Systeme,  welche  die  thermodynamischen  Potentiale  enthalten,  über  die 
ai^deren  unverkennbar,  denn  sie  geben  auch  für  die  Energie  end- 
liche Gleichungen,  während  die  anderen  nur  die  Differentiale  geben. 
Yon  allen  Systemen  die  bedeutungsvollsten  sind  vielleicht  die  U4)  und 
U7),  deren  Beziehungen  zum  Theil  schon  im  Abschnitt  17  be- 
handelt sind. 

Noch  ist  das  letzte  Yariabelnpaar  von  Interesse,  JP,  O,  Dieses 
giebt  zunächst 

O  —  F  =  pv, 
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also  nnmittelbar  den  Werth  YonpVy  d.  h.,  die  Differenz  der  Potentiale  O 
und  F  ist  gleich  der  Arbeit,  welche  der  Körper  leistet,  wenn  er  unter 
constantem  Druck  von  unendlicher  Kleinheit  zu  seinem  Volumen  v 
anwächst. 

Giebt  es  Körper,  für  welche  d"  als  Function  vom  Product  j?v  sich 
bestimmt ,  so  ist  für  diese  auch  d"  durch  O  —  1^  zu  berechnen ,  oder 
wie  wir  auch  umgekehrt  sagen  können,  O  —  ^  ist  für  solche  Körper 
eine  Function  nur  von  der  Temperatur. 

Das  ist  von  Wichtigkeit,  weil  wir  in  derThat  Körper  kennen,  für 
welche  dieses  mit  sehr  grosser  Annäherung  zutrifft,  die  Gase  und 
Dämpfe.     Thermodynamisch  aber  giebt  dieses  Variabeinpaar  nichts. 

Ueberhaupt  können  die  Variabeinpaare,  welche  nur  in  end- 
lichen Beziehungen  zu  einander  stehen,  wie  F  und  U,  F  und  S, 
0  und  U,  0  und  S,  F  und  O,  keine  therm odynamische  Gleichungen 
ergeben,  weil  sie  eben  nicht  auf  Veränderungen  begründet  sind, 
sondern  bestehende  Zustände  betreffen.  Lediglich  endliche  Glei- 
chungen für  gewisse  Grössen  kann  man  aus  ihnen  ableiten,  wie  die 
obige  für  jp  v  oder  wie  die  folgenden : 

Ü-F  _ 

F  +  Jd^S  =  U,  u.s.f., 

die  alle  in  den  Definitionsgleichungen  für  F  und  O  enthalten  sind. 

Durch  die  Functionen  F  und  0  lassen  sich  auch  die  specifischen 
Wärmen  ausdrücken.     Es  ist 


119) 


120) 


c. 


_  _  ^  /d^F\ 


Schliesslich  ist  noch  zu  bemerken,  dass,  wenn  das  gerade  vor- 
liegende Problem  es  verlangt,  auch  irgend  welche  andere  Variabein- 
paare eingeführt  werden  können,  als  die  hier  behandelten.  Bezeichnen 
wir  ein  beliebiges  Variabeinpaar  durch  OJ,  y,  so  haben  wir: 

121)  JdQ-'dW=l~  dx  -{-^  dy, 

ex  c  y 


V) 


122) 


123) 


124) 


d 


W=p  1^- 

\dx 


X 

es 

d  X 


dx  -\-  TTT.  ^y)i 


dx  -\- 


dy 

8S 
dy 


dy 


)• 


\      ex        dx/  \      dy        dy/ 


Hieraus  folgen,  wenn 
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0  X 

dv 

dv 

dy      '^■' 

»s    « 

2S_« 

dx 


dy 


'y 


gesetzt  wird,  die  Beziehungen 

^125)   Ua,  =  Jd'Sx  —pVx, 
126)   üy  =  J^Sy  —  pvy, 


W)' 


dy  ex 


—  P^y) 


128)  1^  = 
dy 


dS^ 


V 


0  X 


Gleichungen,  welche  zu  früheren  Beziehungen  zurückfuhren,  sobald 
man  x,  y  mit  einem  der  früher  gewählten  Paare  Ton  Yariabeln 
identificirt. 

Alle  bisherigen  besonderen  Gleichungen  bezogen  sich  nur  auf 
zwei  unabhängige  Variabein.  Wie  aber  unter  Umständen  nur  eine 
Variabele  zu  berücksichtigen  ist,  durch  welche  dann  alle  anderen  be- 
stimmt sind,  so  kann  es  auch  vorkommen,  dass  mehr  als  zwei  Grössen 
unabhängig  yon  einander  sich  verändern.  Alsdann  ist  immer  auf  die 
allgemeineren  Gleichungen  unter  A3)  zurückzugehen.  Jede  der  darin 
vertretenen  Grössen  S,  ?7,  v  u.  s.  f.  ist  dann  eine  Function  dieser 
Yariabeln.     Nennen  wir  diese  rrj,  x^^  ...,  x^  so  hätten  wir 


dS  =  ^ —  dxi  -\-  ^ —  da?.j  + 


dxi 


dU=V^  dxi  + 


dxi 


dx.2 

du 

dXq 


tt=n 


dx^  -\-  "'  -\- 


dXn 

du 

dXn 


a=i 


ds 

dXa 


dXa, 


dXn  =     y,  -K dx^, 

^^   C" 


,  dv    ,       ,     dv   ^       . 

dv  =  — —  dxi  -\-  -^-7-  dx2  + 


tt=i 


dxi 
und  es  wären 


dx-2 


X(i 

dv 


a=n 


A4) 


dQ=   *2 


a=i 


dU  =  J^^. 


dS 

dXa 

ds 


~   dx«^ 

a  =  l 


a=:n 


dW 


dv 


a  =  l 


dx,,, 


dxn  —  p 


dx. 


a  =  n 


a=l 


dv 

dXa 


dxn, 
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die  thermodynamischen  Gleichungen.  Aub  der  zweiten  Gleichung 
würde  beispielsweise  folgen,  wenn  die  sämmtlichen  x  wirklich  von 
einander  unabhängig  sind, 

was  n  Gleichungen  ergiebt,  aus  denen  dann  weiter  resultirt : 
130)  8^0^     _     d^U 

dXadXi,  dXbdXa 

Im  Wesentlichen  bleibt  also  alles  ungeändert,  nur  die  Zahl  der 
Gleichungen  vermehrt  sich  entsprechend  der  Zahl  der  unabhängigen 
Yariabeln.  Sind  die  x  nicht  alle  yon  einander  unabhängig,  sondern 
durch  Gleichungen  yon  der  Form 

Ji  (iCi,  iCg,  ...,  Xn)    0 

Terbunden,  so  hat  man  zuvörderst  mit  HuKe  der  Beziehungen 

ÖXi  0  X>2  V  Xn 

lfLax,  +  p-dx,  +  .-  +  l^dx.  =  0. 

OXi  dX2  OXn 


dfijj        I     8/i-  ,  ,     dfi    ,  - 

^  dXi   +  ^ dX2  +  '"  +  ^ —  dxn  =  0 

OXi  0X2  ÖXn 

i  der  Grössen  dxu  dX2,  ...,  dXn  zn  berechnen  und  deren  Werthe  in  die 
thermodynamischen  Gleichungen  einzusetzen. 

F  und  O  sind  ebenfalls  als  Functionen  der  Xi,  x^^  . . .,  Xn  anzu- 
sehen. 

20.     Graphische  Darstellungen  in  der  Thermodynamik. 

Neben  den  analytischen  Methoden  in  der  Thermodynamik  werden 
auch  geometrische  Versinnbildlichungen  zur  Anwendung  gebracht.  Wir 
verdanken  ihre  genaue  Ausbildung  insbesondere  dem  schon  so  oft  ge- 
nannten amerikanischen  Forscher  .Gib bs. 

Da  wir  jede  der  in  Frage  kommenden  Grössen  durch  zwei  Grössen 
auszudrücken  vermögen,  so  haben  wir  es  immer  mit  Gleichungen  zwi- 
schen drei  Grössen  zu  thun.  Die  allgemeinste  Versinnbildlichung  findet 
also  durch  Flächen  statt.  Wir  nennen  diese  Flächen  allgemein 
thermodynamische  Flächen  und  specialisiren  sie  durch  Hinzu- 
fügung der  Grössen,  auf  die  sie  sich  beziehen,  z.  B.  thermodynamische 
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Druck-,  Volumen-,  Temperaturfläche  oder  Volumen-,  Energie-,  Entropie- 
fläche u.  s.  f.  Die  Coordinatenaxen  repräsentiren  die  Gesammtheit 
aller  möglichen  Werthe  der  betrefleuden  drei  Grössen;  jeder  einzelne 
Punkt  der  Fläche  entspricht  einem  Zustande  des  Körpers  mit  Bezug 
auf  die  als  Coordinaten  dargestellten  besonderen  Werthe  der  drei 
Grössen.  Wir  haben  also  einen  Volumen  -  Druck  -  Temperatur  -  Raum, 
Volumen-Energie-Entropie-Raum  u.  s.  f.  Jeder  dieser  Räume  enthält 
eine  entsprechende  thermodynamische  Fläche.  Da  es  sich  um  sieben 
Grössen  handelt,  die  zu  je  dreien  combinirt  sind,  so  giebt  es  hiernach 
35  solche  Räume  und  35  thermodynamische  Flächen.  Ihre  allgemeine 
Gleichung  ist 

/  {x,  y,  ^)  =  0, 

woselbst  rc,  y^  z  drei  der  Grössen 

Druck,  Volumen,  Temperatur,  Energie,  Entropie,  Potential  P, 

Potential  O 

sind.  Nicht  alle  diese  Flächen  haben  für  die  Wissenschaft  gleiche 
Bedeutung.  In  Frage  kommen  insbesondere  diejenigen,  bei  welchen 
die  im  voraufgehenden  Abschnitt  19  behandeltep  Paare  unabhängiger 
Variabein  eine  Rolle  spielen,  denen  wir  noch  die  allgemeine  Zustande- 
fläche  im  Druck- Volumen-Temperatur-Raume  zuzählen  können. 

Die  Form  dieser  Flächen  ist  für  keinen  Körper  genau  und  mit 
Sicherheit  bekannt,  nur  annähernd  und  nur  für  Stücke  hat  sich  die 
Gestalt  derselben  in  einzelnen  Fällen  feststellen  lassen.  Ferner  ist  zu 
bemerken,  dass  wir  für  keine  der  Variabein  ihren  Nullwerth  erfahrungs- 
mässig  fixiren  können,  höchstens  wäre  dieses  für  den  Druck  der  Fall. 
Ein  Volumen  Null  ist  überhaupt  unmöglich,  die  Temperatur  Null 
können  wir  auf  unseren  Thermometerscalen  kaum  angeben,  Energie 
und  Entropie  und  Potentiale  können  wir  nur  von  willkürlichen  Werthen 
abzählen,  weil  sie  ja  niemals  selbst,  sondern  stets  nur  in  ihren  Diffe- 
renzen gegen  besondere  Werthe  in  Frage  kommen,  da  es  sich  immer 
um  Zustandsänderungen  handelt.  Wir  können  darum  auch  von 
einem  Nullpunkte  des  Coordinatensystems  nur  ideell  sprechen,  factisch 
müssen  wir  für  diesen  Nullpunkt  irgend  welche  endliche  Werthe  für 
die  Variabein  setzen,  was  theoretisch  natürlich  von  gar  keiner  Be- 
deutung ist. 

Wir  wollen  einige  dieser  Flächen  genauer  betrachten^  vortheilhaft 
bezeichnen  wir  die  Flächen  durch  ihre  Variabein,  z.  B.  jpt^'d'- Fläche, 
vSU'  Fläche  u.  s.  f. ,  maassgebend  sind  selbstverständlich  die  Lehren 
der  Flächentheorie  und  die  thermodynamischen  Beziehungen.  Das 
Axensystem  denken  wir  uns  immer  so,  dass  zwei  Axen  horizontal 
(z.  B.  eine  nach  vorn,  die  andere  nach  rechts)  laufen,  die  dritte  vertical 
nach  oben  gerichtet  ist;  in  der  Bezeichnung  der  Fläche  sollen  die 
beiden  ersten  Buchstaben  die  horizontalen  Axen  festsetzen,  der  dritte 
Buchstabe  bezieht  sich  dann  auf  die  verticale  Axe. 
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Fläche=jpt;'9'.  Diese  Fläche  ist  also  die  Zustandsfläche.  Denken 
wir  uns  ihre  Gleichung  in  der  Form  d"  =  f  {p^  v),  und  setzen  die 
reciproken  Werthe  des  Spannungscoefficienten  und  des  Ansdehnungs- 
coefficienten  gleich  a  und  /3,  so  sind  die  Richtungscosinus  A,  ^,  1/ 
der  Normale  für  jeden  Punkt  |),  v,  -Ö": 


Vi  +  «2  ^  /J2'    ^         Vi  +  «a  4.  ß2'  yi  +  «2  4-  ^a' 

also  umgekehrt 

^  Ä         f* 

a  =  — ,       ß  =  — 

V  V 

oder  ' 

/3  p\  cos  (n,  -ö")  /d  v\  cos  (n,  %•) 

\d^/v       cos(n,  p)  '         \d^/p       cos(n,  v)' 

wo  n  die  Normale  an  der  Stelle  pvd"  ist.  Bezeichnen  wir  die  Neigungs- 
winkel der  Tangentialebene  an  der  Stelle  pvd"  gegen  die  Horizontal- 
richtnng  in  den  Yerticalebenen  j;> '9'  und  vd"  (also  die  Winkel,  welche 
die  Schnittlinien  der  Tangentialebenen  mit  den  Ebenen  pd'^  vd"  gegen 
die  j>-Axe  bezw.  i;-Axe  bilden)  mit  q)  und  %,  so  ist  hiemach 

Spannungscoefficient  =  cot  (p,     Ausdehnungscoefficient  =  cot  %, 
und  die  Gleichungen  58),  59)  und  61)  in  Abschnitt  16  ergeben  noch: 

.^  =  cotq>,      -^  =  -cotx; 

J  {Cp    Cy) 

— ^^^^ '-  =  cotq>  cot%. 

Die  anderen  Flächen  sind  die  eigentlich  thermodynamischen 
Flächen,  sie  sind  alle  dadurch  ausgezeichnet,  dass  sie  durch  eine  be- 
stimmte Differentialgleichung  charakterisirt  sind,  nämlich  die  thermo- 
dynamische  Energiegleichung 

dU=  J^dS  —  pdv, 

da  wir  die  Differentiale  beliebig  in  andere  Differentiale  umsetzen 
können. 

Betrachten  wir  sogleich  diejenige  Fläche,  deren  Goordinaten- 
differentiale  in  der  obigen  Gleichung  selbst  enthalten  sind,  also 

Fläche  =  «^SZ7.  Nach  dem  Gleichungssysteme  üi)  in  Abschnitt  1 9 
haben  wir 


/du\ 
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Haben  also  q),  %  dieselbe  Bedeutung  wie  oben,  so  ergiebt  sich 

Druck  und  Temperatur  erscheinen  also  als  die  Tangenten  der 
Neigungswinkel  der  Tangentialebene  an  der  Yolumen-Entropie-Energie- 
Fläche  gegen  die  Entropie-  bezw.  Yolumenaxe  (bis  auf  die  Zeichen !). 

Fläche  =  vd'F,  Das  System  U4)  in  Abschnitt  19  zeigt,  dass 
hier  (bis  auf  die  Zeichen)  |ur  die  Entropie  und  den  Druck  die  näm- 
lichen Beziehungen  gelten  wie  oben  für  Temperatur  und  Druck,  es  sind 
nur  Temperatur  mit  Entropie,  Energie  mit  freier  Energie  (Potential^) 
zu  vertauschen. 

Fläche  =  pd'O,  Wieder  gelten  die  nämlichen  Beziehungen  für 
die  Entropie  und  das  Volumen,  zu  yertauschen  sind  Temperatur  mit 
Entropie,  Druck  mit  Volumen. 

Für  die  anderen  Flächen  Analoges  abzuleiten,  will  ich  unterlassen, 
das  Vorstehende  ist  schon  das  Wichtigste.  Es  lehrt,  dass  den  Flächen 
p,  V,  d";  V,  S,  U]  V,  d',  F\  jp,  -d",  O  ganz  besondere  Bedeutung  zu- 
kommt. 

Noch  eine  andere  Methode  der  geometrischen  Darstellung  ist 
üblich  und  sehr  viel  angewendet.  Bei  dieser  Darstellung  bedient  man 
sich  der  Ebene.  Man  muss  dann  yon  den  drei  Variabein  immer  eine 
coDstant  halten  und  stellt  die  Beziehung  zwischen  den  beiden 
anderen  Yariabeln  durch  eine  Gurve  dar.  Giebt  man  den  aus- 
geschiedenen Variabein  andere  und  andere  Werthe,  so  erhält  man 
andere  und  andere  Curven.  So  kann  man  ein  ganzes  System  von 
Curven  construiren,  deren  jede  einem  Werth  der  dritten  Yariabeln 
entspricht  und  die  hiernach  insgesammt  auch  die  Werthe  der  dritten 
Yariabeln  umfassen.  Je  nachdem  v,  p,  «&,  U',  S,  F^  0  constant  er- 
halten wird,  hat  man  Systeme  isometrischer,  isopiestischer ,  isothermi- 
scher, isenergischer  (auch  isodynamiscSer  genannt),  isentropischer  und 
Niveaucuryen.  Die  Coordinaten  sind  zwei  der  anderen  Yariabeln,  so 
z.  B.  für  isometrische  Verhältnisse,  pd'  oder  pUn,  s.  f.  Hiernach 
haben  wir  Ebenen  der  i?,  V\  p,  d'\  p,  U-,  ...;  P,  O,  in  denen  Curven- 
systeme  für  p,  v-,  p,  d";  p,  U\  ...;  F^O  liegen,  die  für  irgend  eine 
„andere^  Grösse  als  Constante  gezeichnet  sind.  Jede  solche  Ebene 
mit  ihrem  Guryensysteme  repräsentirt  alle  Zustände  des  Körpers,  und 
jeder  Punkt  auf  einer  Gurve  innerhalb  eines  solchen  Systems  einen  be- 
stimmten Zustand ,  bestimmt  durch  die  Goordinaten  dieses  Punktes 
und  denjenigen  Werth  der  dritten  Yariabele,  dem  diese  Gurve  gerade 
zugehört. 

Will  man  nun  eine  Zustandsänderung  des  Körpers,  einen  Vor- 
gang, den  derselbe  durchmacht,  in  einem  solchen  Guryensysteme  ver- 
sinnbildlichen, so  hat  man  folgendermaassen  zu  verfahren:  Es  seien 
die   Yariabeln,    welche   den  Gang  einer  Gurve  feststellen,    o?, ^,    die 
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Variabele,  für  deren  einzelne  oonstante  Werihe  die  Curven  gezeichnet 
sind,  heisse  js^  jeder  Cnrye  xy  entspricht  ein  Werth  ^,  wir  können 
kurz  sagen,  jeder  Curve  gehört  eine  Nummer  Zi  oder  £^2  v*  s*  ^*  &^- 
Sind  nun  die  Werthe,  welche  die  Zustandsänderung  bedingen, 

^1»  Pu  ^l\   ^2»  ^a»   H\   ^3»  ^3»  ^s;    •••;  ^n»  Vn^  ^n» 

80  sucht  man  auf  der  Gurre  mit  der  Nummer  0i  den  Punkt  mit  den 
Coordinaten  x^^  Pi ,  auf  der  mit  der  Nummer  z^  den  Punkt  mit  den 
Coordinaten  x^^  y^i  *  •  •«  &uf  ^^^  P^it  der  Nummer  Zn  den  Punkt  mit  den 
Coordinaten  Xn,  yn^  Verbindet  man  die  so  auf  den  einzelnen  Curven 
erhaltenen  Punkte,  so  repräsentirt  die  neue  Gurve  den  Gang  der 
Zustandsänderung  des  Körpers,  wir  sagen  kurz  den  Weg  des 
Körpers. 

Da,  wenn  die  xy  einmal  festgestellt  sind,  z  jede  der  fünf  übrigen 
Variabein  sein  darf,  so  kann  man  auf  demselben  Blatte  fünf  Gurven- 
systeme  der  xy  verzeichnen;  jedes  System  entspricht  einer  der  fünf 
übrigen  Variabein,  und  seine  Gurven  sind  nach  den  Werthen  dieser 
Variabein  zu  numeriren,  und  in  jedem  Systeme  kann  der  yf^g  des 
Körpers  verzeichnet  werden.  V\rir  haben  also  auf  jedem  Blatte  ein 
Coordinatennetz,  aber  fünf  Gurvensysteme.  Das  Blatt  bezeichnen  wir 
nach  dem  Goordinatennetze ,  z.  B.  j:>v- Blatt,  i;£>- Blatt  u.  s.  f.,  die 
Gurvensysteme  nach  der  Variabein ,  die  jeder  Gurve  die  Nummer  ver- 
leiht, z.  B.  'd'-System,  j>*System,  S-System  u.  s.  f.  (d.  h.  isothermisches, 
isopiestisches,  isentropisches  u.  s.  f.  System).  Wie  jedem  Goordinaten- 
netze, also  jedem  Blatte,  d.  h.  jedem  Paare  der  Variabein,  fünf  Garven- 
systeme zugehören,  so  gehören  zu  jeder  Variabein  15  Blätter.  Alle 
isothermischen  Gurven  also  sind  auf  15  Blättern  verzeichnet,  ebenso 
alle  isodynamischen  u.  s.  f. 

Wir  wollen  auch  hier  einige  der  Gurvensysteme  betrachten,  jedoch 
nur,  um  hervorragende  Eigenschaften  derselben  zu  ermitteln,  ihre  Be- 
deutung und  ihr  Werth  wird  wie  der  der  thermodynamischen  Flächen 
später  in  der  Anwendung  erst  erhellen. 

Das  Volumen-Druck-Blatt.  Isothermisches  System  der 
Znstand 8 gleichung.  Die  Variabein  sind  hier  t;,  j9,  die  Gurven  sind 
nach  Werthen  der  d"  numerirt,  das  ganze  System  repräsentirt  die 
Zufltandsgleichung  des  Körpers.  Das  Goordinatennetz  ist  ein  Druck- 
Volumennetz.  Die  erste  Gurve  ist  die  für  den  absoluten  Nullpunkt 
der  Temperatur,  nach  oben  hin  ist  die  Zahl  der  Gurven  nicht  begrenzt, 
da  wir  für  die  Temperatur  keine  Grenze  kennen.  Da  wir  ferner  keinen 
Körper  kennen,  der  das  Volumen  Null  hat,  so  müssen  alle  diese  Gurven 
auf  einer  Seite  der  j)-Axe  liegen,  keine  Gurve  kann  die  Druckaxe 
schneiden.  Drucke  Null  können  wir  allerdings  mit  sehr  grosser  An- 
näherung hervorbringen,  negative  Drucke  aber  haben  nur  unter  ge- 
wissen besonderen  Umständen  einen  Sinn,  lassen  wir  diese  ausser  Acht, 
80  liegen  hiemach  alle  Gurven  in  einem  Quadranten.     Die  Tangente 
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der  Winkel  ihrer  Tangenten  mit  der  Druckaxe  bestimmen  die  iso- 
thermischen Gompressionscoefficienten.  Will  man  die  Aüsdehnangs- 
coefficienten  entnehmen,  so  sucht  man  auf  zwei  aufeinander  folgenden 
Curyen  die  zu  demselben  p  gehörigen  v,  die  Differenz  dieser  v  diyidirt 
durch  die  Differenz  der  Nummern  der  beiden  Curven  giebt  diesen 
Goefficienten.  Aehnlich  erhält  man  den  Spannungscoefficienten,  indem 
man  auf  den  auf  einander  folgenden  Guryen  die  p  zu  demselben  v  er- 
mittelt und  ihre  Differenz  wieder  durch  die  Differenz  der  Gurven- 
nummern  dividirt.  Hieraus  wieder  erjiält  man  mit  Hülfe  der  bereits 
bekannten  Gleichungen  c^,  y^  und  Cp  —  c«. 

Wenn  wir  die  Zustandsänderung  des  Körpers  durch  Aenderun^ 
von  j>,  V  und  %^  darstellen,  so  erhalten  wir  also  dem  Vorigen  zu  Folge 
eine  Gurve,  welche  im  Allgemeinen  das  System  schneiden  wird.  Jeder 
Punkt  dieser  Gurve  ist  wieder  definirt  durch  Goordinaten  ;p,  V\  daraus 
folgt,  dass  die  äussere  Arbeit  auf  dem  Wege  der  Zustandsänderung,  also 

gleich  ist  dem  Flächenstücke  des  Blattes,  welches  zwischen  dem  Wege, 
der  Volumenaxe  und  den  von  den  Enden  des  Weges  auf  diese  Volumen- 
axe  gefällten  Lothen  liegt.  Ist  der  Weg  in  sich  geschlossen,  so  ist  die 
äussere  Arbeit  hiernach  gleich  dem  Flächenstücke,  welches  von  dem 
Wege  eingefasst  wird.  Diese  einfache  Darstellung  der  Arbeit  im  iso- 
thermischen p  i;-Systeme  ist  von  grossem  Interesse  und  findet  die  weit- 
gehendste Anwendung,  sie  ist  schon  sehr, lange  bekannt. 

Bezeichnen  wir  den  Anfangswerth  der  Energie  mit  Sq^  den  End- 
werth  mit  Si,  so  ist  die  während  eines  Vorganges  aufgenommene 
Wärmemenge 


Q  =  j^as  =  \(»^)äv. 


Sq  8q 

Wir  können  hiernach  aus  demselben  p  i;-Blatte  auch  die  aufgenommene 
Wärmemenge  ableiten.  Man  zieht  die  isen tropische  Linie  p,  v  für  den 
Anfang  des  Vorganges  und  ebenso  die  für  das  Ende;  das  Flächenstück, 
welches  zwischen  dem  Wege,  den  beiden  isentropischen  Linien  und 
derjenigen  isothermischen  hiniepv  liegt,  welche  zu  -O"  =  0  gehört, 
stellt  die  ganze  vom  Körper  während  des  Vorganges  aufgenommene 
Wärme  dar,  dabei  ist  aber  statt  der  Ordinate  j>  jedesmal  das  zugehörige 


(»1?) 


zu  setzen. 


Ich  habe  diese  Verhältnisse  in  der  Fig.  2  für  einen  erdachten 
Fall  versinnbildlicht.  Die  Goordinatenaxen  sind  durch  jp,  v  bezeichnet. 
Die  Gurven  pv  tragen  die  Nummern  -d-o  =  0,  'ö'i  =  1,  /^-j  =  2, 
-Ö-j  =  3,  '9'4  =  4  u.  s.  f.,  sollen  also  gelten  für  die  Temperatur  0^  1^, 
2^  30,  40  U.S.  f.    AB  ist  der  Weg  des  Körpers,  ÄC  giebt  den  Anfangs- 
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druck  ^0,  BD  deo  Enddruck  j^i,  £f  irgend  einen  ZwiBchendrack  y, 
OG  iet  das  Anfangevolumen  Va,  OD  dae  Endvolumen  v^,  OF  ein 
Zwischenvolumen  v.  B  S^  ist  die  Änfangeisentrope ,  B  Si  die  End- 
isentrope.  Die  Arbeit  auf  dem  Wege^B  ist  gleich,  der  FlkÄeABCD, 
die  aufgenommene  Wärme  gleich  dem  krummlinigen  Viereck^BSoS,, 
wobei    die  Ordinate    zu    irgend    einem  Punkt«    immer   gleich   der  zu 

setzen  ist      beispielsweise 


a  E  gleich  ist  (»  ^\ 

Da  j  dn=  j  j&dS—  ^  pdv, 


giebt    die    Differenz    der 
denen  die  eine  die  Wärme,  die  andere  die 
zu  berechnen   sind  wie  angegeben ,  die 
Pig.  2. 


beiden  Fläch  enstücke 
Arbeit  darstellt,  und  die 
Aenderang  der  Energie 
auf  dem   Wege.      Diese 
Aendening   ist    also    in 
unserem  Beispiele  Fläche 

ABSoSi  —  Fläche 
AB  CD.  Mit  dem  iso- 
thermischen und  isen- 
tropischen  Systeme  des 
jiti- Blattes  haben  wir 
also  schon  alle  Beziehun- 
gen erhalten,  die  an- 
deren drei  Systeme 
wollen  wir  übergehen. 
Ob  ein  Flächenstück 
als  positiv  oder  als  ne- 
gativ zu  rechnen  ist, 
hängt  von  der  Fest- 
setzung ab. 

Wir  rechnen  Flächen-  ^ 

stücke  als  positiv,  wenn 

ihre  Umgrenzung  von  links  nach  rechts  umfahren  wird ,  als  negativ, 
wenn  das  Umgekehrte  stattfindet.  Also  der  Integra tioos weg  soll 
immer  von  links  nach  rechts  laufen,  wenn  es  sich  um  vom  Körper 
geleistete  Arbeit  oder  aufgenommene  Wärme  handelt,  umgekehrt 
von  rechts  nach  links,  wenn  der  Körper  die  Arbeit  erleidet  oder  die 
Wärme  abgiebt. 

Temperatur-Entropieblatt,  isopiestiscbes  System.  Wie 
froher  denken  wir  uns  in  ein  Netzwerk,  dessen  eineAxe  aber  jetzt  die 
Temperatur,  dessen  andere  Axe  die  Entropie  darstellt,  das  Temperatur- 
E)ntropiecurvensystem  für  isopiestische  Verhältnisse  gezeichnet ,  die 
Corven  gehören  also  zu  p^,  pi,  pt,  , . .    Sie  beginnen  mit  dem  kleinsten 

WeinatslD,  Tbermodjniuiiik.  g 
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Pj  welches  bei  dem  betreffenden  Körper  möglich  ist,  also  meist  mit 
j>  =  0,  und  setzen  sich  ins  Unendliche  fort.  Da  es  einen  absoluten 
Nullpunkt  der  Temperatur,  wie  wir  annehmen  müssen,  giebt,  so  treffen 
Curven  die  S-Axe  oder  sind  Asymptoten  zu  ihr.  Ferner  sieht  man, 
genau  wie  im  voraufgegangenen  Falle,  dass  die  während  eines  Vor- 
ganges aufgenommene  Wärme  gleich  ist  dem  Flächeninhalte  der  Figur, 
welche  von  dem  diesen  Vorgang  darstellenden  Wege,  der  S-Axe  und 
den  Lothen,  als  dem  Anfangs-  und  Endpunkte  des  Weges  auf  diese 
iS-Axe  begrenzt  wird,  und  für  jeden  geschlossenen  Weg  gleich  ist  dem 
von  diesem  Wege  eingefassten  Flächenstück.  Will  man  die  Arbeit  er- 
mitteln, so  zieht  man  durch  Anfangs-  und  Endpunkt  die  isometrischen 
Curven  d",  S,  Die  Arbeit  ist  dann  gleich  dem  Flächenstücke  zwischen 
dem  Wege,  diesen  isometrischen  Curven  und  derjenigen  isopiestiscben 
'9'S-Curve,  welche   zu  j>  =  0  gehört.      Die  Ordinaten  d'  sind  dabei 

durch  die  zugehörigen   Ip  -=-^  j  zu  ersetzen. 

Die  Energieänderung  bekommen  wir  wieder  durch  Differenz  der 
beiden  bezeichneten  Flächen. 


Da  wir  -^  =  (öö.)    haben,  so  ist  die  specifische  Wärme  bei 


con- 


stantem  Druck  gleich  der  Tangente  des  Neigungswinkels  der  Curve 
mit  der  Nummer  p  an  der  betreffenden  Stelle  d",  S  gegen  die  Tempe- 
raturaxe,  multiplicirt  mit  der  Temperatur. 

Zeichnen  wir  in  demselben  Blatte  auch  die  isometrischen  Curven, 

so  gewinnen  wir  die  Darstellung  für  -^  ^  \^^)     ^^^    Tangente    der 

Neigung  der  '9'S- Curve  für  die  Nummer  v  an  der  betreffenden  Stelle 
^^  S  gegen  die  Temperaturaxe,  multiplicirt  mit  der  Temperatur. 

Volumen-Entropieblatt.      Die   isothermischen   Curven    geben 

-^,  die  isopiestiscben  -^  durch  die  jeweilige  Tangente  der  Neigung  der 

Curve  V,  S  für  d'  bezw.  p  gegen  die  Volumenaxe. 

Zufolge  der  Gleichungen  üj)  des  Abschnitts  16  haben  wir 

Hiernach  ist  (abgesehen  vom  con stauten  Factor  J)  die  Tempe- 
ratur gleich  dem  Energieunterschiede  an  zwei  Punkten  in  Richtung 
der  Entropieaxe,  dividirt  durch  den  Abstand  dieser  Punkte  in  gleicher 
Richtung,  und  es  ist  der  Druck  gleich  dem  negativen  Energieunter- 
schiede zweier  Punkte  in  Richtung  der  Volumenaxe,  dividirt  durch  den 
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Abstand  der  Punkte  in  der  gleichen  Eichtung.  Die  Arbeit  ist  das 
Product  des  letztgenannten  Betrages  mit  dem  Abstände  in  der  Volumen- 
axe,  die  Wärme  das  Product  der  erstgenannten  Grösse  mit  dem  Ab- 
stände in  der  !Entropieaxe.  Hieraus  geht  noch  hervor:  Zeichnet  man 
in  demselben  Blatte  die  isenergischen  (isodynamischen)  Curven,  so 
schneiden  sich  alle  zur  Yolumenaxe  Parallelen  in  Stücke,  welche  dem 
Drucke,  und  alle  zur  Entropieaxe  Parallelen  in  Stücke,  welche  der 
Temperatur  umgekehrt  proportional  sind.  Ferner  ist  die  Arbeit  längs 
eines  Weges  gleich  dem  Drucke,  multiplicirt  mit  der  Projection  des 
Weges  auf  die  Volumenaxe,  und  die  Wärme  gleich  der  Temperatur, 
multiplicirt  mit  der  Projection  des  Weges  auf  die  Entropieaxe.  Dass 
man  diese  beiden  Grössen  auch  durch  Flächenstücke  darstellen  kann, 
ist  selbstverständlich. 

Dem  Vorstehenden  genau  entsprechende  Betrachtungen  lassen 
sich  für  das  Yolumen-Temperaturblatt  und  das  Druck-Temperaturblatt 
anstellen,  wenn  man  in  ihnen  die  Energie  durch  das  Potential  F  bezw. 
das  Potential  0  ersetzt,  in  beiden  Fällen  vertritt  die  Temperatur  die 
Stelle  der  Entropie,  im  zweiten  auch  noch  der  Druck  die  des  Volumens. 
Das  mag  genügen,  um  die  Wege  klarzulegen,  welche  bei  solchen  geo- 
metrischen Versinnbildlichungen  zu  verfolgen  sind. 


21.    Zusammengesetzte  Systeme. 

Wenn  ein  System  aus  mehreren  Systemen  zusammengesetzt  ist, 
beziehen  sich  die  Fundamentalgleichungen  der  Thermodynamik  auf  alle 
Systeme  insgesammt.  Demnach  scheint  es,  als  ob  man  dann  nicht 
genügend  Gleichungen  hätte,  um  den  Zustand  der  einzelnen  Theile  für 
sich  zu  Studiren.  Indessen  finden  dann  immer  Bedingungen  statt, 
welche  neue  Gleichungen  ergeben. 

Eine  der  gewöhnlichsten  Bedingungen  ist  die,  dass  die  Masse  des 
ganzen  Systems  ungeändert  bleiben  soll,  indem,  wenn  ein  Theil  an 
Masse  zunimmt,  andere  Theile  an  Masse  entsprechend  abnehmen. 
Diese  Bedingung  kann  sich  dahin  erweitern,  dass  nicht  allein  die  Ge- 
sammtmasse  erhalten  bleiben  soll,  sondern  auch  die  Massen  gewisser 
mechanisch  oder  chemisch  definirter  Aggregate  keine  Veränderung  er- 
fahren sollen,  so  beispielsweise,  wenn  ein  System  aus  chemisch  diffe- 
renten  Substanzen  besteht  und  der  Vorgang  chemische  Umsetzungen 
zwischen  ihnen,  und  nur  zwischen  ihnen,  betrifft,  bleiben  jedenfalls  die 
Massen  der  in  diesen  Substanzen  vorhandenen  Elemente  jede  für  sich 
erbalten.  Hier  haben  wir  zunächst  nur  einige  allgemeine  Betrachtungen 
anzustellen. 

Es  sei  die  Masse  des  ganzen  Systems  Jf,  die  Massen  der  einzelnen, 
bestimmt  zu  definirenden,  homogenen  Theile  seien  Mi,  M^,  . . .,  -Mm 
80  dass 

8* 
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1)  M=  Ml  +  M2  +  '"  +  Mn  =  2JMjc 

ist.     Die  inneren  Energieen  der  einzelnen  Massen,  die  Entropieen,  die 
Volumina  sind 

2)  üfiCTi,  JfaCTa,  ...,  ilf„Z7„; 

3)  Ml  Si,  3I2S2,  ...,  MnSnl 

4)  Ml  Vi,   Mq  V2,   ...,   MnVn, 

woselbst  die  U,  S  und  V  sich  wie  bisher  auf  Masseneinheiten  beziehen. 
Die  Gesammtenergie,  Gesammtentropie  und  das  Gesammtvolumen  sind 

|5)     3£U=MiUi    +   M2U2    +    '"    +   Mnün=lMj,Uj:, 

A)    je)    MS  =  MiSi  +  M2S2  ■] +  MnSn  =  ^MuSic, 

7)     Mv  =  Ml  Vi    -{-   M2V2   +   '"    +  Mn  Vn  =  ^M]:  Vk. 

Diese  Massen  Mi,  M^j  ...,  Min  werden  aus  anderen  Massen  (z.  B. 
aus  chemischen  Elementen  oder  gewissen,  zwar  chemisch  zusammen- 
gesetzten, aber  während  des  Vorganges  sich  chemisch  nicht  ändernden 
Körpern)  gebildet  sein,  deren  jede  unabhängig  von  den  anderen  iür 
sich  unveränderlich  ist.  Es  seien  diese  unabhängigen  unveränderlichen 
Massen  m^,  mg,  . . .,  m»-,  so  dass 

8)  M=Z!m 

wird,  dann  sind  noch  die  Bedingungsgleichungen  zu  erfüllen : 

8mi  =  0, 
Sm^  =  0, 

9)  


dmi  ==  0. 
Hat  man  also 

Ml  =  oCii  i»i  +  «12  w^2  +  •  •  •  +  «li  m»  =  27  «ifc  mjfe, 
M2  =  «21  mi  +  «22  ^2  +  ••  •  -\-  o^itrii  =  U  «2*  wtfc, 

10)    :;::;::;;;;;:;;;;;; 

woselbst  die  a  Zahlenwerthe  bedeuten,  die  ihrerseits  während  des  Vor- 
ganges varüren  können,  d.  h.  kennt  man  die  Zusammensetzung  der 
Systemtheile  aus  den  einzelnen  unabhängigen,  für  sich  nicht  variabeln 
Massen,  so  ergiebt  sich 
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11)  


dMn  =   2  mied  Knie, 

wodurch  die  Variationen  der  M  bestimmt  sind.  Die  8  a  können  aber 
nicht  alle  unabhängig  von  einander  sein,  denn  da  wir  n Grössen  Mj 
aber  nur  i  Grössen  m  haben,  lassen  sich  die  m  aus  den  vorigen  linearen 
Gleichungen  unter  10)  nicht  bestimmen,  wenn  nicht  zwischen  den  a 
die  erforderliche  Zahl  (n  —  i)  Relationen  stattfinden. 

Man  kann  die  Verhältnisse  auch  noch  von  einem  anderen  Gesichts- 
punkte betrachten.  Ist  zu  irgend  einem  Momente  während  des  Vor- 
ganges die  Masse  nii  in  der  Masse  M^  mit  der  Menge  fti  i ,  in  der  Jf^ 
mit  der  Menge  f4s, ...,  in  der  Mn  mit  der  Menge  ftm  enthalten,  gelten 
entsprechende  Festsetzungen  for  die  anderen  Massen  m,  so  haben 
wir  auch 


^1  =  f*ll    +  f^l2    H +  f^ln  =  -^JjWifc, 

^2  =  (hl    +  f^22    +   •••    +   ^^21»  =  ^il2k, 


12) 


somit 


m   =  fttl    +  fi»2    +    •••    +   ^«n   =  ^^ik, 
0  =  Sfiii    4-    Äfiia   +   ...    +   dflin  =  -SS^ifc, 

0  =  dftai  +  Äfiga  +  ...  +  5^2n  =  ^Sfi2k, 


13) 


Zugleich  haben  wir 

^1    =  f*ll    +    f*21    +    •••    +   i^iU 
^2    =  f*12    +   f*2a    +    •••    +    ^<2, 

14)  


Mn  =  (lin  +  i»'2n  +   '"   +  i^in^ 

was  dem  Gleichungssysteme  10)  entspricht. 

Diese   Art  der  Einführung  von  Bedingungsgleichungen    aus    der 
Natur  des  Systems  in  Verbindung  mit  der  Art  des  Vorganges  rührt 
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von  Gibbs  her.  Ihm  zufolge  heisst  auch  jeder  Bestandtheil  M  des 
Systems  eine  Phase  des  Systems.  Der  Name  scheint  nicht  glücklich 
gewählt,  weil  wir  nur  yon  den  Phasen  eines  Vorganges  sprechen,  aber 
hier  knüpft  sich  an  jeden  Theil  der  ihn  besonders  betreffende  Vorgang, 
und  darum  mag  der  Name  nicht  ungerechtfertigt  scheinen. 

Was  die  thermodynamischen  Grundgleichungen  betrifft,  so  giebt 
die  erste  Grundgleichung,  wenn  wieder  dQ  die  vom  System  auf- 
genommene Wärme  bedeutet, 

B)     JdQ  =  2Jd{Mic  Uic)  +  ÜMjcd  Wie, 

Hinsichtlich  der  Anwendung  des  zweiten  Satzes  der  Thermo- 
dynamik ist  zu  beachten,  dass,  wenn  Gleichgewicht  bestehen  soll,  dieses 
nur  so  möglich  ist,  dass  in  jedem  Theile  für  sich  Gleichgewicht  vor- 
handen ist,  es  gelten  also  für  jeden  Theil  für  sich  alle  Gleichungen, 
die  wir  schon  kennen,  namentlich  ist  also 

T^c.         dUi+dWi 


C)  • 

dU^  +  dW, 
Jab2  =          <v 

&2 

Nun  haben  wir 

dUn  +  dWn 

Jabn Q. 

Dl)     MdS='^MudSk  +  ISidMi, 
also  wird 

J),)     JMdS=y]M,^^^^±^^  +  lS,dM,. 

Alles  Weitere  hängt  von  den  besonderen  Vorgängen  ab  und  den 
besonderen  Bedingungen,  mit  denen  man  es  zu  thun  hat.  Die  Kunst 
der  Behandlung  von  Problemen  besteht  aber  darin,  in  den  Gleichungen 
alles  auf  von  einander  unabhängige  Differentiale  zurückzuführen;  ist 
dieses  gelungen,  so  besteht  eine  solche  Gleichung  aus  Gliedern,  die  mit 
von  einander  unabhängigen  Differentialen  multiplicirt  sind;  da  dann 
die  Factoren  dieser  Differentiale  Null  sein  müssen,  so  zerfällt  sie  in  so 
viele  endliche  Gleichungen,  als  unabhängige  Differentiale  da  waren. 

Ich  habe  zum  Schlüsse  dieses  Abschnittes  und  Gapitels  einige  all- 
gemeine Bemerkungen  zu  machen. 

Die  thermodynamischen  Gleichungen  lassen  sich  für  ganze  System - 
complexe  zusammenfassen,  sie  zerfallen  nachher  in  Einzelgleichungen, 
aber  die  zusammenfassenden  Gleichungen  geben  auch  einen  Sinn  und 
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You  ihnen  geht  man  sogar  aus.  Es  fragt  sich,  wie  sich  das  mit  den 
anderen  Beziehungen  verhält.  Am  wichtigsten  scheint  es,  zu  ent- 
scheiden, wie  sich  das  mit  der  Zustandsgleichong  verhält;  hat  ein 
Körper  für  alle  drei  Aggregatzustände  (fest,  flüssig,  gasförmig)  eine 
Znstandsgleichung  ?  giebt  es  also  eine  Gleichung,  die  einen  Körper,  je 
nach  den  Werthen  der  p,  v,  %"  als  fest,  flüssig  oder  gasförmig  darstellt? 
Wir  wissen  das  nicht,  wir  können  es  wohl  vermuthen,  dürfen  es  aber 
nicht  behaupten.  Nur  so  viel  ist  erkannt  worden,  dass  beim  lieber- 
gange  vom  Gaszustande  in  den  flüssigen  Zustand  die  Zustandsgieichung 
zunächst  erhalten  bleibt;  wie  weit  sie  aber  nachher  noch  gilt,  ob  es 
nicht  etwa  stets  zwei  Gleichungen  sind,  die  sich  nur  in  den  Grenz- 
werthen  begegnen,  das  ist  uns  noch  verborgen.  Noch  viel  weniger  ist 
ans  von  dem  Verhalten  der  Zustandsgieichung  beim  Uebergange  aus 
dem  flüssigen  in  den  festen  Zustand  bekannt,  hier  kennen  wir  nicht 
einmal  irgend  eine  Gleichung,  die  dabei  erhalten  bleibt. 

Die  graphischen  Darstellungen  lassen  sich  daher  auf  Grund 
von  Formeln  nur  für  Gase  und  Flüssigkeiten  zusammenfassen,  wobei 
für  letztere  die  Curven-  bezw.  Flächenfortsetzungen  nur  wenig  über 
die  Uebergangsstelle  hinaus  bekannt  sind. 

Was  die  Darstellungen  der  anderen  Variabein gruppen  für  zu- 
sammengesetzte Körper  betrifft,  so  können  wir  sie  für  jeden  Theil,  und 
zwar  durch  die  unmittelbar  gegebenen  Werthe,  bewirken.  Kennt  man 
aber  die  Darstellungen  für  die  Componenten  des  zusammengesetzten 
Systems,  so  kann  man  daraus  die  Darstellung  für  das  System  selbst 
ableiten.  Da  nämlich,  wie  aus  den  Gleichungen  A)  erhellt,  Volumen, 
Energie,  Entropie,  also  auch  Potentiale  des  Aggregates  sich  aus  den 
entsprechenden  Grössen  der  Componenten  nach  dem  Schwerpunktssatze 
berechnen,  so  findet  man  offenbar  für  jede  Gruppe  von  drei  Variabein 
Punkte  der  darstellenden  Fläche  für  das  Aggregat,  wenn  man  auf  den 
entsprechenden  Flächen  der  Componenten  jeden  Punkt  mit  der  Masse 
der  Componente  behaftet  denkt  und  nun  den  Schwerpunkt  dieser 
Punkte  ermittelt,  seine  Coordinaten  sind  die  Coordinaten  des  Punktes 
der  darstellenden  Fläche  für  das  Aggregat.  Besteht  z.B.  das  Aggregat 
aus  vier  Componenten  mit  den  Massen  Jfx,  M^,  M^,  M^^  sind  für  diese 
vier  Componenten  die  thermodynamischen  Flächen  vSTJ  bekannt,  so 
greifen  wir  auf  jeder  dieser  Flächen  einen  Punkt  heraus  (die  heraus- 
gegriffenen Punkte  müssen  sich  natürlich  entsprechen)  und  denken  uns 
in  ihm  die  Masse  Mi  bezw.  M^  bezw.  Jfg  bezw.  M^  concentrirt.  Da 
die  Coordinaten  sind: 

Vx,  Si,  Z7i;     v^,  Sa»  ^^a*,     ^3»  ^fg,  üg;     v^,  S^,  C/4, 
80  sind  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  dieser  vier  Punkte 

_  Ml  Vi  +  J^2 1?2  +  Jfa  v^  +  M^  v^ 

Ml   +  üf 2   +  ilf 3   +  ^4 


120  Viertes  Capitel. 

M,  +  M,+  Ms  +  M, 

M^U,  +  M^U^  +  M,U,  +  M,ü, 

M^  +  M^  +  Ms  +  M, 

Das  sind  aber  gerade  die  entsprechenden  Werthe  der  Variabein  für 
das  Aggregat,  also  ist  der  Schwerpunkt  jener  yier  Punkte  ein  Punkt 
der  thermodynamischen  Fläche  des  Aggregats.  So  kann  man  diese 
Fläche  durch  die  Punkte  der  Flächen  der  Componenten  Punkt  für 
Punkt  construiren,  indem  man  nöthigenfalls  von  den  graphischen 
Methoden  für  Schwerpunktsconstruction  Gebrauch  macht. 
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Zastaiidsgleichung  und  Kinetik  der  idealen  Gase. 


22.     Die  Zustandsgleioliung  idealer  Gase. 

Unter  idealen  Gasen  versteht  man  Gase,  zwischen  deren 
Molekeln  keinerlei  Beziehungen  stattfinden,  ausser  dass  sie  etwa  bei 
dem  Hin-  und  Herbewegen  gegen  einander  stossen  könnten.  Da  es 
dann  auch  keinen  Sinn  hat,  Potentialfunctionen  anzunehmen,  so  fallen 
in  den  Zustandsgieichungen  alle  Glieder  fort,  welche  j>  nicht  enthalten 
und  sich  nicht  auf  die  Wirkung  der  Umhüllung  beziehen  oder  auf  die 
Zasammenstösse  zwischen  den  Molekeln  und  Atomen  sowie  auf  die 
Wirkungen  zwischen  den  Atomen  im  Molekel. 

Sehen  wir  zunächst  von  den  Wirkungen  der  Umhüllung  und  der 
Atome  sowie  von  den  Zusammenstössen  ab,  und  bezeichnen  für  diesen 
Fall  1  J?i  mit  B,  so  bleibt  in  allen  Fällen 

1)  3pv  —  Bd'. 

Die  Gleichung  heisst  die  Boyle-(Mariotte-)  Gay-Lussac'sche 
Zustandsgleichung  der  idealen  Gase,  und  sie  ist  die  erste,  die  man  als 
solche  kennen  gelernt  hat,  nachdem  man  sie  für  isothermische  Vor- 
gänge lange  unter  der  ihr  zuerst  von  Boyle  (1660  bis  1668),  dann 
von  Mariotte  (1676)  allein  gegebenen  Form 

2)  pv  =  Const 

zur  Anwendung  gebracht  hatte.  Die  Vervollständigung  durch  Er- 
setzung der  Gonstante  durch  ein  der  Temperatur  proportionales  Glied 
rührt  von  Gay-Lussac  her.  Zu  der  Zeit  nun,  da  Gay-Lussac 
diese  Vervollständigung  gab,  war  von  der  absoluten  Temperatur  noch 
gar  nicht  die  Rede,  man  kannte  nur  die  conventioneil  definirte  Tempe- 
raturscala,  demgemäss  hat  auch  die  vorstehende  Gleichung  bei  ihm 
eine  andere  Form,  auf  die  einzugehen  ist. 

Wir  messen  die  Temperatur  eines  Gases  mittelst  eines  beliebigen 
Thermometers  und  bezeichnen  sie  als  solche  mit  t.     Sind  nun  ^Q)  ^i 
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zwei  so  bestimmte  Temperaturen  eines  Gases,  Vq,  Vi  die  zugehörigen 
Volumina  bei  gleichem  Druck,  so  besteht  das  Wesentliche  der  Gay- 
Lussa ersehen  Entdeckung  darin,  dass 

3)  ^  _l  +  och 

Vq         1  +  ato 

ist,  woselbst  a  eine  Constante  ist  und  für  alle  Gase  fast  denselben 
Werth  hat,  wenn  dieselbe  Temperaturscala  der  Temperaturmessung  zu 
Grunde  gelegt  wird.     Wir  hätten  hiernach 

4)  pvi  _1  +  oct^  _^i 

Wird  ein  Thermometer  nach  Celsius  zur  Messung  benutzt,  so 
ist  nach  Gay-Lussac  und  Anderen 

somit  in  der  Celsius-Temperaturscala 

6)  d'  =  273  +  t 

Das  heisst,  die  absolute  Temperatur,  gemessen  in  Cel- 
siusgraden, ist  gleich  der  am  Celsiusthermometer  ab- 
gelesenen Temperatur,  vermehrt  um  273,  man  hätte  also  zu 
der  Temperatur  in  Centigraden  nur  273  zu  addiren,  um  die  absolute 
Temperatur  in  Centigraden  zu  erhalten.  Zweitens  ergiebt  sich:  der 
Nullpunkt  der  absoluten  Temperatur  liegt  bei  —  273  des  Celsius- 
thermometers, Körper,  welche  eine  Temperatur  von  — 273  Centigraden 
aufweisen,  sind  also  auf  den  Nullpunkt  der  thermokinetisch  definirten 
Temperatur  gelangt;  deren  Molekel  führen  keine  Wärmebewegung 
mehr  aus. 

Hiemach  scheint  die  Frage  der  thermokinetischen  Temperatur- 
scala und  des  absoluten  Nullpunktes  der  Wärme  gelöst.  Allein  es  ist 
zu  beachten,  dass  erstens  die  Grösse  a  keineswegs  bei  allen  Gasen  ge- 
nau den  gleichen  Werth  hat,  Erfahrungen,  die  nunmehr  in  hinreichender 
Fülle  zur  Verfügung  stehen,  thun  zweifellos  dar,  dass  diese  Grösse  je 
nach  der  Natur  des  Gases  andere  und  andere  Werthe  besitzt.  OflFenbar 
bedeutet  a  das  Verhältniss,  in  welchem  sich  ein  Gas  für  eine  Tempe- 
raturerhöhung um  1  ^  ausdehnt,  es  ist  der  Ausdehnungscoe  f  f  i  c  i  e  n  t. 
Dieser  aber  ist  beispielsweise  bei  dem  gewöhnlichen  Drucke  einer 
Atmosphäre  (760  mm  Barometerstand  bei  0^  C.  im  Meeresspiegel  und 
unter  45®  geogr.  Breite)  für 

Wasserstoff 0,003661 

Luft 0,003671 

Kohlensäure 0,003710 

Stickoxydul 0,003720 

Schweflige  Säure 0,003903. 
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Der  Goefficient  a  ist  auch  nicht  einmal  für  ein  und  dasselbe  Gas 
eine  Constante,  er  hängt  sowohl  vom  Druck,  unter  dem  das  Gas  steht, 
als  auch  yon  der  Temperatur  ab.  Kurz,  wir  kennen  kein  Gas,  für 
welches  a  einen  bestimmten  unveränderlichen  Zahlenwerth  besässe, 
nnd  damit  verliert  die  Gleichung 

d'  =  -  +  t 
a 

ihren  physikalischen  Werth.  Man  kann  von  ihr  angenähert  Gebrauch 
machen ,  aber  es  ist  nicht  zulässig ,  aus  ihr  physikalische  Schlüsse  zu 
ziehen,  namentlich  auch  nicht  einen  solchen  Schluss  wie  den,  dass  der 
absolute  Nullpunkt  der  fühlbaren  Wärme  eines  Körpers  bei  —  273®  C. 
liegt. 

Es  kommt  noch  eines  dazu;  selbst  bei  idealen  Gasen  wird  es  nicht 
angängig  sein,  von  den  Wirkungen  innerhalb  der  Molekeln,  zwischen 
den  Atomen,  abzusehen,  denn  wir  wüssten  sonst  kaum,  wie  diese  Gase 
chemisch  zusammengehalten  werden,  sie  müssten  sich  in  ein  Gemisch 
von  Einzelatomen  auflösen.  Nun  können  wir  uns  wohl  Gase  vor- 
stellen, welche  aus  einzelnen  Atomen  bestehen,  es  wäre  auch  zweck- 
mässig, sie  insbesondere  ideale  Gase  zu  nennen  und  für  diese  Gase 
würde  auch,  von  Stössen  zwischen  den  Atomen  abgesehen,  die  vor- 
stehende Beziehung  einen  Sinn  haben.  Praktische  Bedeutung  hat  das 
aber  nicht,  weil  solche  ideale  Gase  nicht  bekannt  sind.  Gäbe  es  ein 
solches  Gas,  so  wäre  es  vorzüglich  geeignet,  um  durch  seine  Aus- 
dehnung absolute  Temperaturen  nach  der  thermokinetischen  Definition 
zu  messen. 

In  der  Zustandsgieichung  bedeutete  v  das  Volumen  der  Massen- 
einheit des  betreffenden  Gases,  das  specifische  Volumen.  Haben  zwei 
Gase  gleichen  Druck  und  gleiche  Temperatur,  so  verhalten  sich  ihre 
specifischen  Volumina  wie  ihre  Constanten  B,  Ist  hiemach  die  Con- 
stante des  einen  Gases  B,  die  des  anderen  B',  sind  die  Volumina  v, 
bezw.  v'j  so  wird 

7)  B  =  B  —  .=  B  — i, 

—  nennen   wir  die  specifische  Dichte  des  zweiten  Gases ,  bezogen  auf 

die  Dichte  des  ersten  Gases  bei  gleichem  Drucke  und  gleicher  Tempe- 
ratur, setzen  wir 

8)  d'  =  ^, 
so  wird 

9)  E'=| 

und  indem  wir  unter  (B)  überhaupt  eine  Constante,  die  für  alle  Gase 
denselben  Werthhat,  und  unter  d  die  specifische  Dichte  eines  Gases 
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verstehen,  wird 

10)  pv  =  ^^^. 

(R)  ist  der  Werth  der  Constante  für  ein  Gas,  in  dessen  Dichte  als  Ein- 
heit die  Dichten  der  anderen  Gase  bei  gleichem  Drucke  und  gleicher 
Temperatur  ausgedrückt  werden. 

Die  Gleichung  lässt  sich  noch  anders  ausdrücken,  wenn  man  den 
Begriff  des  Molekulargewichtes  einführt.  Bekanntlich  geschehen  alle 
chemischen Reactionen  nach  bestimmten  Gewichtsverhältnissen,  und 
wenn  sich  Elemente  in  verschiedenen  Gewichtsverhältnissen  mit  ein- 
ander verbinden,  wie  beispielsweise  Sauerstoff  und  Wasserstoff  in  zwei 
Gewichtsverhältnissen  zu  Wasser  und  zu  Wasserstoffsuperoxyd,  so 
stehen  diese  Verhältnisse  zu  einander  immer  in  dem  Verhältnisse 
rationaler,  meist  einfacher  Zahlen. 

Man  spricht  darum  bei  den  Elementen  von  ihren  Verbindungs- 
gewichten, die  für  sie  charakteristisch  und  in  allen  Verbindungen, 
die  sie  mit  einander  eingehen,  selbst  oder  mit  rationalen  Zahlen  multi- 
plicirt,  maassgebend  sind,  um  zu  bestimmten  Beträgen  für  sie  zu  ge- 
langen, bemisst  man  diese  Gewichte  nach  dem  Verbindungsgewicht  mit 
einem  Element,  wofür  man  in  der  Regel  Wasserstoff  nimmt,  und 
nennt  insbesondere  das  kleinste  Gewicht  eines  Elementes,  welches 
sich  mit  einer  Masseneinheit  dieses  Hauptelementes  (Wasserstoff)  ver- 
bindet, dessen  eigentliches  Verbindungsgewicht;  alle  anderen  Ver- 
bindungsgewichte  des  Elementes  sind  also  rationale  Vielfache  dieses 
einen  Verbindungsgewichtes.  Was  für  die  Elemente  gilt,  besteht  gleicher 
Weise  für  die  zusammengesetzten  Körper;  deren  Verbindungsgewicht  ist 
die  Summe  der  Verbindungsgewichte  aller  in  ihnen  vertretenen  Elemente, 
jedes  von  diesen  so  oft  gerechnet,  als  es  in  ihnen  enthalten  ist,  z.  B. 
Wasserstoff  in  Wasser,  welches  die  Formel  H2  0  hat,  zweimal,  und  alle 
anderen  Verbindungsgewichte  sind  wieder  rationale  Vielfache  diesä^ 
Verbindungsgewichtes. 

Nun  hat  die  Erfahrung  gelehrt,  dass  Körper  im  gasförmigen  Zu- 
stande sich  nicht  allein  nach  bestimmten  Gewichts  Verhältnissen, 
sondern  auch  nach  bestimmten  V  o  1  u  m  e  n  Verhältnissen  verbinden, 
wobei  —  weil  das  Volumen  eines  Gases  stark  von  Temperatur  und 
Druck  abhängt  —  anzunehmen  ist,  bei  gleicher  Temperatur  und 
gleichem  Drucke.  Man  kann  also  nicht  allein  von  Verbindungs- 
gewichten der  Gase,  sondern  auch  von  Verbindungsvolumina  sprechen, 
und  da  dem  Obigen  zufolge  die  in  gleichen  Volumina  (bei  gleichem 
Drucke  und  gleicher  Temperatur)  enthaltene  Anzahl  von  Verbindungs- 
gewichten der  verschiedenen  Körper  in  rationalen  Verhältnissen  zu 
einander  stehen ,  kann  man  umgekehrt  die  Verbindungsgewichte ,  die 
ja  für  jedes  Element  einer  Zahl  rational  proportional  sind,  so  definiren, 
dass  jene  Verhältnisse   für  alle  Gase  gleich   werden,    etwa  gleich   1. 


Das  Boyle-Gay-Lussac'sche  Gesetz.  125 

Die  so  definirten  Yerbindungsgewichte  nennt  man  die  Molekular- 
gewichte der  Körper.  Und  nun  lautet  der  Ausdruck  der  vorstehend 
angegebenen  Erfahrung: 

Im  gasförmigen  Zustande  enthalten  (unter  gleichem 
Drucke  und  gleicher  Temperatur)  gleiche  Volumina  aller  Körper 
gleich  viele  Molekulargewichte  (Gesetz  von  Avogadro),  oder: 

Die  Massen  gleicher  Volumina  gasförmiger  Körper 
stehen  zu  einander  im  Verhältniss  der  Molekulargewichte« 

Da  diese  Massen  auch  im  Verhältnisse  der  Dichten  zu  einander 
stehen,  so  folgt  noch: 

Die  Dichten  der  Körper  im  gasförmigen  Zustande  bei 
gleicher  -Temperatur  und  gleichem  Drucke  stehen  zu  ein- 
ander im  Verhältnisse  ihrer  Molekulargewichte. 

Man  kann  hiemach  bei  Gasen  immer  Molekulargewicht  und  Dichte 
mit  einander  vertauschen. 

Dabei  ist  zu  beachten,  dass  das  Molekulargewicht  einer 
Verbindung  selbst  so  gross  ist  wie  die  Summe  der  Molekular- 
gewichte der  in  der  Verbindung  vertretenen  Elemente. 

Wählt  man  die  Dichte  eines  Gases,  z.  B.  von  Wasserstoff,  als 
Maass  der  Dichte  aller  anderen  Gase  und  ebenso  das  Molekulargewicht 
dieses  Gases  als  Maass  der  Molekulargewichte  aller  anderen  Gase,  so 
sind  die  Molekulargewichte  dieselben  Vielfachen  des  Molekulargewichtes 
dieses  einen  Gases,  wie  die  Dichten  von  der  Dichte  dieses  einen  Gases. 
Sei  die  Dichte  dieses  einen  Gases  ^,  das  Molekulargewicht  niQ.  Sind 
dann  die  Dichten  aller  anderen  Gase 

so  sind  die  Molekulargewichte 

^  t^x^O'   ^2^0}  ^3^0)   •  •  «7  ^n^^O* 

Also  ist  allgemein  die  Dichte  d  eines  Körpers  im  gasförmigen  Zustand 
bei  bestimmtem  Drucke-  und  bestimmter  Temperatur  und  das  Molekular- 
gewicht m 

11)  d  =  ad,      m  =  amo, 
somit  auch 

12)  d  =  d  — 

Wo 

und  gemäss  11) 

13)  p^^CB)^^. 

/J    m 

Hierin  ist  aber  (JB)  —  eine  für  alle  Gase  gleiche  Constante,  nennen 
wir  diese  Ä,  so  wird 
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140  ^v  =  -^^, 


m 


und 

15)  (iJ)  =   ^ 

Setzen  wir  noch 

16)  mv  =  t), 

80  heisst  t)  das  Molekularvolumen  und  ist  bei  gleichem  Drucke  und 
gleicher  Temperatur  für  alle  Gase  gleich.     Wir  haben  aber 

Ha)  p\^  =  B%', 

worin  der  AYogadro'sche  Satz  also  einbegriffen  ist. 

Die  Gleichungen  gelten  für  jedes  beliebige  Gas;  wenden  wir  sie 
auf  dasjenige  Gas  an,  dessen  Dichte  d  und  dessen  Molekulargewicht 
mo  sein  sollte,  und  bezeichnen  das  specifische  Volumen  dieses  Gases 
bei  dem  Drucke  j>  und  der  Temperatur  %"  durch  t?o,  so  wird  für 
dieses  Gas 

pv^  =  —  ^' 

Wo 

Daraus  können  wir  B  berechnen,  nämlich: 

17,)  E=^^«. 

Welches  Gas  wir  als  dieses  ausgezeichnete  Gas  wählen,  ist  gleich- 
gültig. Benutzt  man  hierfür,  wie  dieses  meist  geschieht,  Wasserstoff, 
so  ist  also  ^0  ^^^  specifische  Volumen  des  Wasserstoffs  beim  Drucke  p 
und  der  Temperatur  -ö".  Für  mo  kann  man  eine  beliebige  Zahl  an- 
setzen. Gewisse  Erscheinungen  in  der  Chemie  haben  dazu  geführt, 
mo  =  2  anzusetzen,  weil  dann  die  kleinste  Menge  Wasserstoff, 
welche  sich  mit  irgend  einem  Elemente  verbinden  kann,  das  Atom- 
gewicht des  Wasserstoffs,  mit  dem  man  die  Atomgewichte  aller  an- 
deren Elemente  misst,  gleich  1  wird.  Die  physikalische  Bedeutung 
dieser  Annahme  werden  wir  später  kennen  lernen.     Es  wird  aber 

17,)  ^=H^' 

Wir  müssen  nun  von  einem  bestimmten  Drucke  und  einer  bestimmten 
Temperatur  ausgehen.  Es  ist  üblich,  hinsichtlich  des  Druckes  von  dem 
normalen  Drucke  einer  Atmosphäre,  hinsichtlich  der  Temperatur  von 
der  Temperatur  des  unter  diesem  normalen  Drucke  schmelzenden  Eises 
auszugehen,  also  von  %•  =  273,  wenn  die  Temperatur  nach  Centi- 
graden  des  Celsiusthermometers  gemessen  wird.  Bezeichnen  wir  noch 
den  normalen  Druck  einer  Atmosphäre  mit  P,  so  wäre 
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Für  den  normalen  Druck  einer  Atmosphäre  hat  man  denjenigen  fest- 
gesetzt, welchen  der  Druck  einer  Quecksilbersäule  von  1  qcm  Quer- 
schnitt, 76  cm  Höhe  und  0^  Temperatur  der  Celsiusscala  unter  45® 
geographischer  Breite  im  Meeresspiegel  auf  ihre  Unterlage  in  Folge 
der  Schwerkraft  ausübt.  Für  jede  andere  geographische  Breite  q), 
jede  andere  Meereshöhe  H,  ist  der  durch  eine  Quecksilbersäule  yon 
der  Länge  h  in  Gentimeter  und  der  Temperatur  273  -|-  t^  dargestellte 
Druck  jp  gleich 

''^  ^  =  T^t  re^'-  «'«^'^^  «»^  2  ^>  (^  -  «'««««^^  iölö) 

woselbst  ßq  den  thermischen  Ausdehnungscoefficienten  des  Quecksilbers 
bedeutet. 

Setzt  man  P  =  1 ,  so  misst  man  alle  Drucke  in  Einheiten  des 
oben  definirten  normalen  Atmosphärendruckes;  macht  man  auch  noch 
«0  =  1,  so  misst  man  alle  Dichten  durch  die  Dichte  des  Wasserstoffs 
bei  diesem  normalen  Drucke  und  der  Temperatur  des  schmelzenden 
Eises.     Für  diesen  Fall  ist 

173)  B=^=  0,007326, 

19)  (B)  =  0,003663. 

Will  man  sich  aber  der  in  der  Physik  üblichen  absoluten  Ein- 
heiten bedienen,  also  alles  auf  die  Einheiten  Gramm,  Gentimeter, 
Secande  zurückführen,  so  ist  zunächst  P  zu  berechnen.  Der  Definition 
zufolge  haben  wir 

20)  P=  76  «0^45°; 

darin  ist  d^o  ^^  Dichte  des  Quecksilbers  bei  0^  und  gleich  der  Masse 
von  1  ccm  Quecksilber  bei  0^  nämlich 

Öq  =  13,5956  Gramm, 

^450  ist  die  beschleunigende  Eiaft  der  Schwere  unter  45  ^  geographischer 
Breite  in  Meereshöhe  und  gleich 

21)  g,,o  =  980,5966  -^  • 
Hiernach  wird 

22)  P=  1013217  — ^— ,• 

cm  sec^ 

^0  ist  das  Beciproke  des  Gewichtes  in  Gramm  eines  Gubikcentimeters 
Wasserstoff  bei  diesem  Drucke  P  und  bei  0^  Dieses  Gewicht  beträgt 
0,000089551  Gramm,  also  ist 

Vo  =  11166,82  ccm. 
Hiemach  wird 

23)  R  =  82889600  Gramm  fC^tim^y  Molekulargewicht 

\  Secunde   /         Temperatur 
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und  nach  15) 

24)  (B)  =  3702,88  ^^"''''^^" 


Centimeter  (Secunde)^  Temperatur 

Je  nachdem  man  sich  der  Zahlen werthe  18),  19)  oder  23),  24)  für 
die  Constanten  B,  (JB)  bedient,  hat  man  j>  in  Einheiten  des  Normal- 
druckes, V  in  Einheiten  des  specifischen  Volumens  des  Wasserstoffs  bei 
diesem  Normaldrucke  und  der  Temperatur  0®  der  Celsiusscala  oder  p 
in  den  Einheiten 

Gramm 

Centimeter  (Secunde)^  * 
V  in  Einheiten  (Centimeter) ^  auszudrücken. 

28.    Ableitung  der  B  oy  le  -  Gay -Lussao' sollen  Gleichung  aus 

der  kinetischen  Gastheorie. 

Nachdem  in  dieser  Weise  die  Zustandsgieichung  idealer  Gase  auch 
zahlenmässig  fixirt  ist,  wollen  wir  noch  darthun,  in  welcher  Weise  sie 
auf  Grund  allein  kinetischer  Theorieen  abgeleitet  wird.  Man  geht 
dabei  aus  von  einer  Erklärung  für  die  Druckwirkung  der  Gase.  Die 
Molekeln  der  Gase  sollten  sich  völlig  ungeordnet  mit  allen  möglichen 
Geschwindigkeiten  nach  allen  möglichen  Richtungen  bewegen.  Für 
jeden  noch  so  kleinen,  aber  messbaren  Zeitabschnitt  sollten  die  durch- 
schnittlichen Bewegungen  in  allen  irgend  messbaren  Theilen  eines 
Gases  die  nämlichen  sein  und  an  keiner  Stelle  des  Gases  sollten 
etwaige  Veränderungen  der  Bewegung  einander  nach  Regeln  folgen, 
vielmehr  sollten  diese  Veränderungen  gänzlich  unberechenbar  sein, 
also  lediglich  nach  den  Gesetzen  des  Zufalles  einander  folgen,  die  eben 
keine  Abhängigkeit  von  der  Zeit  enthalten.  Also  kurz:  Unabhängig- 
keit von  Zeit  und  Raum  selbst  für  beliebige  Zeitabschnitte  und  be- 
liebige Raumtheile  sollte  das  Charakteristische  für  die  durchschnittliche 
Bewegung. der  Molekeln  idealer  Gase  sein.  Weitere  Annahmen  be- 
ziehen sich  darauf,  dass  man  die  Molekeln  wie  mathematische  Punkte 
behandeln  darf,  demnach  nur  fortschreitende  Bewegung  zu  berück- 
sichtigen hat.  Endlich  sollen  die  Molekeln  keine,  weder  anziehende, 
noch  abstossende  Wirkung  auf  einander  ausüben ,  stossen  sie  auf  ein- 
ander oder  gegen  irgend  ein  Hinderniss,  so  sollen  sie  wie  elastische 
Kugeln  zurückprallen. 

Wenn  nun  ein  Gas  in  einem  Gefässe  eingeschlossen  ist,  so  fahren 
seine  Molekeln  in  dem  Gefassraume  durch  einander.  Dabei  stossen  sie 
auch  auf  einander,  da  jedoch  um  jede  der  Molekeln  herum  im  Durch- 
schnitt völlige  Gleichmässigkeit  herrscht,  so  üben  diese  Stösse  im 
Durchschnitt  keine  andere  Wirkung,  als  dass  für  jede  Molekel  Ge- 
schwindigkeit und  Richtung  der  Bewegung  fortwährend  wechseln,  jede 
Molekel  verhält  sich  innerhalb  einer  gewissen  Zeit,  die  klein  genug 
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sein  kann,  wie  in  einem  Moment  alle  Molekeln  im  Gefasse  zusammen. 
•  An  der  Gefässwandung  dagegen  müssen  besondere  Erscheinungen  auf- 
treten. Diese  Wandung  soll  absolut  starr  sein  und  auf  die  Molekeln 
selbst  keine  Wirkung  ausüben,  wenn  also  Molekeln  dagegenfliegen, 
80  prallen  sie  mit  unveränderter  Geschwindigkeit  und  unter  dem 
Winkel,  unter  welchem  sie  gegen  die  Wandung  auffliegen,  zurück. 
Denken  wir  uns  die  Bewegung  der  Molekeln  an  jeder  Wandstelle  zer- 
legt in  einen  Theil,  der  senkrecht,  und  einen,  der  tangential  zur  Wand 
gerichtet  ist,  so  kann  nur  der  erstere  in  Frage  kommen  und  die  Wand 
erleidet  hiemach  Stösse,  welche  sie,  wenn  sie  beweglich  wäre,  an  jeder 
Stelle  in  Richtung  ihrer  Normale  nach  aussen  treiben  würden.  Ist  sie 
eben  nicht  beweglich,  so  bedingen  diese  Stösse  den  Druck  des  Gases 
auf  die  Wand.  Wir  haben  hiernach,  um  den  Druck  des  Gases  zu 
ermitteln,  die  bewegende  Kraft  zu  berechnen,  welche  die  Gastheilchen 
durch  die  Stösse  auf  die  Wand  ausüben.  Dabei  können  wir  der  obigen 
Angabe  zufolge  Yon  den  Stössen  der  Molekeln  auf  einander  völlig  ab- 
sehen; wird  eine  Molekel  durch  solche  Stösse  gehindert,  an  die  Wand 
zu  gelangen,  so  hat  sie  eine  andere  Molekel,  die  sonst  nicht  in  Frage 
kommen  würde,  gegen  die  Wand  geschleudert»  oder  dieses  ist  von  den 
anderen  Molekeln  geschehen.  Da  im  Gase  in  jedem  Moment  alle  mög- 
lichen Bewegungsrichtungen  vertreten  sind,  so  wird  jede  Stelle  der 
Wand  von  allen  möglichen  Seiten  getroffen.  Ist  d"  der  Winkel,  den 
die  Bewegungsrichtung  einer  Molekel  mit  der  Normale  der  Wandung 
an  dieser  Stelle  einschliesst,  ft  die  Masse  dieser  Molekel  und  i^  die 
Geschwindigkeit,  mit  der  sie  an  die  Wand  gelangt,  so  verliert  sie  beim 
Aufschlagen  gegen  die  Wand  die  Geschwindigkeit  7\)cos%'  und  erhält 
die  Geschwindigkeit  i\)cos%'  in  entgegengesetzter  Richtung.  Daher  ist 
die  verlorene  bewegende  Kraft  fitj^cosd'  und  die  gewonnene  —  fiifcos  -9", 
die  Differenz  beider,  also  2fiilfC0S  d",  giebt  die  an  der  Wand  ausgeübte 
bewegende  Kraft  der  Molekel.  Fährt  nun  diese  Molekel  innerhalb  der 
Zeit  r  i/mal  zur  Wand  hin  und  zurück,  so  stösst  sie  in  dieser  Zeit 

V 

—  mal  gegen  die  Wand  und  ertheilt  dieser  in  der  Zeit  t  die  bewegende 

Kraft  v^ilfcosd'.  Das  gilt  für  alle  Molekeln,  deren  Bewegungsrichtung 
den  Wiiikel  -d"  mit  der  Wandnormale  bildet  und  deren  Geschwindig- 
keit ^  ist. 

Die  Molekeln  nun,  deren  Bahnen  um  Winkel  zwischen  d"  und 
^  -\'  dd"  gegen  die  Wand  geneigt  sind,  liegen  in  einem  Baume,  der 
von  zwei  mit  der  Normale  coaxialen  Kegelflächen  mit  den  Oeffnungen 
0"  und  d"  -\-  dd"  begrenzt  ist.  Denken  wir  uns  um  den  Treffpunkt  an 
der  Wand  mit  dem  beliebigen  Radius  tt  eine  Halbkugelfläche  gelegt, 
80  schneiden  diese  Kegelflächen  auf  dieser  Halbkugel  eine  Zone  aus 
mit  der  mittleren  Weite  2a sind'  und  mit  der  Breite  dd".  Ist  also 
die  Anzahl  der  in  der  Halbkugel  vorhandenen  Molekeln  von  der  Ge- 
schwindigkeit tlf  gleich  Uip,  so  wird  die  Anzahl  der  im  bezeichneten 

Weinstein,  Thermodynamik.  9 
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Räume  zwischen  den  Eegelflächen  enthaltenen  Molekeln  gleicher  Ge- 
schwindigkeit 

2 

tixp =  Uxfj  sin  d"  dd", 

3 

Und  die  bewegende  Kraft  wird  v \iUx^,'^ sin^ cos^t d^.  Diese  Kraft 
wirkt  auf  eine  einzige  Stelle,  einen  Punkt;  wollen  wir  sie  für  ein 
Flächenelement  d6  der  Wand  haben,  so  ist  zunächst  mit  dö  zu  multi- 
pliciren,  und  weil  dann  alle  Bahnen  in  einem  Gylinder  liegen,  welcher 
zu  d6  um  den  Winkel  d"  geneigt  ist  und  die  Länge  h  hat,  woselbst 
h  einen  mittleren  Werth  für  die  grösste  Elongation  einer  Molekel  in 
ihrer  Bahn  von  der  Wand  bedeutet,  ausserdem  noch  mit  h  cos  d"  (eigent- 

h 

lieh  mit  COS'O' j  da),  somit  wird  die  bewegende  Kraft 

0 

hv^Uipilfsind'  cos^  d^dd'dö. 
Die  Neigung  -O*  durchläuft  alle  Werthe  von  0  bis  -—,  die  Integration 

nach  d'  ergiebt  hiemach  —-^ —  d ö.    Darin  ist  noch  hv  =  ri^,  also 

o 

tiinxp'^^dö 

der  obige  Werth  — ^- — -^ •     Nunmehr  ist  nur  noch  zu  beachten, 

3 

dass  die  Geschwindigkeit  nicht  aller  Molekeln  gleich  ^  ist.  Sind  die 
Grenzwerthe  für  diese  Geschwindigkeit  i^i  und  ^a,  so  ist  also  noch  mit 
d^  zu  multipliciren  und  zwischen  den  Grenzen  i^^  und  ^2  ^^  integriren. 
Nennen  wir  noch  u  die  Anzahl  aller  Molekeln  in  der  Halbkugel,  so 

giebt  —  das  Verhältniss  der  Anzahl  Molekel  von  der  Geschwindigkeit 

h 

^  ZU  der  aller  Molekeln  überhaupt,  also  I  —  'ilf^dtlf  den  mittleren  Werth 

von  ilf\  diesen  bezeichnen  wir  mit  ^^  und  bekommen  so  für  die  bewegende 

Kraft  -=-— —  d6.     Endlich  ist  noch  über  dd  zu  integriren,  das  giebt 
3 

einfach  P,  falls  mit  F  das  Flächenstück  bezeichnet  wird,  für  welches 
der  Druck  berechnet  werden  soll.  Da  die  Kugeln  über  allen  Punkten 
vonP  stehen,  giebt  uF  die  Anzahl  aller  Molekeln  in  dem  Volumen  Fcc, 
Nichts  hindert  a  gleich  1  anzusetzen;  machen  wir  auch  P  =  1,  so  be- 
deutet uF  die  Anzahl  aller  Molekeln  in  der  Yolumeneinheit.  Ist  also 
die  Anzahl  überhaupt  aller  Molekeln  des  Gases  N,  das  Volumen  t\  so 

N 
wird  w  ==  — •    Ferner  ist  t  ganz  beliebig,  wir  können  es  gleich  1 
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setzen,  es  handelt  sich  dann  um  die  Anzahl  der  Stösse  in  der  Zeit- 
einheit.    Der  Druck  wird  aber,  bezogen  auf  Flächeneinheit: 

,.  1  N(ili^ 

o        V 

N(i  ist  die  Masse  des  Gases,  also  ist  — ^ —  die    mittlere    lebendige 

Kraft.  Machen  wir  die  Hypothese,  dass  die  mittlere  lebendige  Kraft 
einer  Molekel  proportional  ist  der  absoluten  Temperatur  '9',  so  wird 

Vj)  auf  Masseneinheit  bezogen;  indem  hiernach  t^(^^^^)  =  ^2-9' 
gesetzt  wird,  erhält  man 

und  das  ist  die  Boyle-Gay-Lussac^sche  Gleichung. 

Zu  allgemeineren  Formeln  gelangt  man  noch  durch  folgenden, 
etwas  eleganteren  Beweis,  der  in  seinen  Grundzügen  yon  Maxwell 
herrührt  1)1  Wir  stellen  uns  innerhalb  des  Gases  ein  zur  aj-Axe  senk- 
rechtes Flächenelement  dydzyroT.  Die  Componenten  der  Geschwindig- 
keit einer  Molekel,  welche  gegen  dieses  Flächenelement  fahrt,  seien 
I,  17,  ^.  Alle  Theilchen,  welche  sich  in  einem  über  diesem  Elemente 
stehenden  Parallelepiped  befinden,  dessen  Länge  gleich  der  resultirenden 
Geschwindigkeit  1^  und  dessen  Neigung  zum  Flächenelement  gleich  der 
Neigung  der  Bahn  ist,  werden  in  der  Zeiteinheit  durch  die  Fläche  dydjs 
fahren.  Das  Gleiche  gilt  von  den  Molekeln  auf  der  anderen  Seite  von 
dy  dz.  Nun  sei  w/(|,  ly,  t)d^dT]d^  die  Anzahl  aller  derjenigen 
Molekeln  in  einer  Volum eneinheit  (u  die  Anzahl  der  Molekeln  in  einer 
Volumeneinheit  überhaupt),  deren  Geschwindigkeitscomponenten  zwi- 
schen I,  ij,  5  und  |  +  c?|,  12  -{-  df],^-]^  d^  liegen.  Sind  diese  Geschwindig- 
keitscomponenten,  was  wir  bei  idealen  Gasen  annehmen  müssen,  von 
einander  unabhängig,  so  zerfällt  die  Function  in  das  Product  dreier 
Functionen  von  |,  f],  g,  und  es  ist /(|,  rj,  g)  =  9i  (S)  ^2  (^)  ^3  (5)- 
Dieses  sei  zunächst  nebenbei  bemerkt.  Die  Zahl  der  hervorgehobenen 
Molekeln  im  betrachteten  Parallelepiped  wird  hiernach,  da  das  Volumen 
dieses  Parallelepipeds  ^dydz  ist, 

Ux  =  w/(|,  %i)ididrididydz. 
Ganz  analog  erhalten  wir: 

Uy  =  w/(|,  ri,t)ri  d^  dri  dt,  dz  dx, 
Uz  =  uf(^,  71,  g)S  d^  dri  dl  dx  dy. 

Und  diese  Grössen  geben  die  Zahl  Molekeln  mit  Geschwindigkeiten 
zwischen  |,  ly,  S  '^^^  I  +  ^Ij^  +  ^'^jS  +  öJ?»  welche  in  der  Zeit- 
einheit nach  einer  Seite  hin  durch  die  Fläche  dy  dz,  bezw.  dz  dx, 
bezw.  dx  dy  fliegen.    Die  bewegenden  Kräfte  der  Molekeln  in  Richtung 

^)  Siehe  O.  E.  Meyer,  Kinetische  Theone  der  Gase,  2.  Aufl.:  Zusätze, 
Seite  4  ff. 

9* 


2) 


132 


Fünftes  Capitel. 


ihrer  Gomponenten  sind  f^l;  fii?»  ^^^  wo  f(  wie  früher  die  Masse  einer 
Molekel  bedeutet.  Es  werden  also  nach  einer  Seite  hin  in  der  Zeit- 
einheit die  bewegenden  Kräfte  transportirt: 

Xa:  =  w»ft|  =  uiif(^yrj,  g)|2  d^  dri  dl  dy  dz, 

Xy  =  Uxlin  =  '^i^f{t%  O^V^^  ^V  dt  dy  dz, 
Xz  =  u^fii  =  wft/(|,  1?,  &)SSrf|  dri  dt  dy  dz, 

darch  dy  dz  parallel  x^ 

Yx  =  %^|  =  ufif(^,ri,  t)V^d^  dri  dt  dz  dx, 

Yy  =  Uyfirj  =  ufifi^,  ri,t)n^didridtdzdx,  ^  .  .  .  .   3) 

Yz  =  Uyiit  =  u(if(^,rj,  t)rit  d^  dtj  dt  dz  dx, 

durch  dz  dx  parallel  y, 

Zx  =  Uzfi^  =  u^f(^,ri,  t)t^  d^  dri  dt  dx  dy, 
Zy  =  Uzliti  =  u^f(^,i],  t)tnd^  dri  dt  dx  dy, 
Zz  =  Uz  fit  =  ufif(^,ri,  t)t^  d^  dri  dt  dx  dy, 

durch  dx  dy  parallel  z. 

Diese  bewegenden  Kräfte  gehen  von  einer  Seite  nach  der  betreffenden 
Richtung  hin  verloren.  Von  der  anderen  Seite  kommen  dieselben  be- 
wegenden Kräfte  als  Gewinn,  absolut  ändert  sich  nichts,  aber  da  die 
bewegenden  Kräfte  nach  entgegengesetzten  Eichtungen  durch  die 
Flächen  ziehen,  ist  ihre  absolute  Summe  der  ganze  Austausch  von 
bewegender  Kraft  durch  die  Fläche  hindurch.  Dieser  Austausch  ist 
es,  welcher,  wenn  die  Fläche  einer  starren  Wand  angehört,  den  Druck 
gegen  dieselbe  misst.  Wir  haben  also  nur  die  Ausdrücke  für  die 
Xx  u.  f.  f.  für  alle  möglichen  positiven  und  negativen  Werthe  zu 
integriren.     Zufolge  der  Bedeutung  der  Function  /  ist  aber 


und 


lllfp^d^dfjdt  =p- 


■    lllfpqd^dfjdt  =  0, 

woselbst  p,  q  eines  der  |,  17,  ^  sein  soll,  somit  haben  wir 

ijj  AI  V,t)^^d^  dri  dt  =  ¥, 

]\\f{ln<lHnd^dridt  =  0, 
\i\f{lri,l)rild^dridl  =  0, 

]\\M>riA)Udidndt  =  0. 


4) 
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Ferner  ist  in  idealen  Gasen  jeder  Werth  von  |  ebenso  oft  vertreten 
wie  jeder  Werth  von  17  oder  von  £,  daher  ist,  wenn  ijf  die  ganze 
Geschwindigkeit  angiebt: 

|ä  +  i^ä  +  e^  =  3  p  =  3  ^  =  3gä  =  ilTa, 

und  somit  wird,  indem  wir  beispielsweise  die  x-Axe  als  Normale  der 
Wandung  betrachten  und  den  Druck  auf  Flächeneinheit  beziehen: 

p  =  -r-' 

was  mit  der  früheren  Formel  übereinstimmt. 

Die  Gleichungen  unter  2)  bis  4)  haben  eine  viel  weitergehende 
Bedeutung  als  die  bisher  erhaltenen,  worauf  später  einzugehen  ist.  Es 
giebt  noch  sehr  viele  andere  Ableitungen  für  den  Gasdruck,  die  erste 
und  einfachste  ist  eigentlich  bereits  von  Bernouilli  im  vorvergangenen 
Jahrhundert  gegeben  worden  (1738).  Andere  rühren  von  Joule  (1850), 
König  (1866),  Clausius  (1857)  u.  s.  f.  her. 

Man  kann  der  Druckformel  noch  eine  etwas  andere  Gestalt  geben, 
^2  ist  der  mittlere  Werth  von  il^^.  Dieser  ist  im  AUgemeinen  nicht 
identisch  mit  (^)^,  d.  h.  dem  Quadrat  der  mittleren  absolut  gerechneten 
Geschwindigkeit.  Bei  idealen  Gasen  setzt  man  indessen  zunächst  beide 
Werthe  gleich,  schreibt  also 

Mit  welcher  Annäherung  man  das  thun  darf,  werden  wir  später 
sehen.  Femer  ist  ^u  die  Masse  in  der  Yolumeneinheit,  also  die  Gas- 
dichte, nennen  wir  diese  Q  1=  — J,  so  wird  also 


5) 


ti  =  *- 


Diese  Gleichung  ermöglicht  die  Berechnung  von  1^.  Es  ist  also  if  die 
mittlere  absolute  Molekulargesohwindigkeit  proportional  der  Quadrat- 
wurzel aus  dem  Drucke,  unter  dem  das  Gas  steht,  und  umgekehrt  pro- 
portional der  Quadratwurzel  aus  der  Dichte.  Mit  wachsendem  Drucke 
bei  gleicher  Dichte  wächst  die  Molekularbewegung,  mit  wachsender 
Dichte  bei  gleichem  Drucke  nimmt  sie  ab.  Unter  gleichen  Umständen 
ist  sie  bei  dichten  Gasen  geringer  als  bei  dünnen.  Nehmen  wir  p 
gleich  dem  Normaldrucke  einer  Atmosphäre  und  stellen  p  in  absoluten 
Einheiten  dar,  so  ist  Q  die  Masse  von  einem  Gubikcentimeter  Gas  in 
Gramm.  Mit  dem  Zahlenwerth,  der  für  p  bereits  angegeben  ist,  er- 
hält man 


fSp  =  1743,46 


134  Fünftes  CapiteL 

und  damit  bei  0^  C.  i)  für  tjT  bei 

Kohlensäure 39  327  cm/sec. 

Sauerstoff 46117       „ 

StickstoflF 49  222       „ 

Wasserstoff 184  237       „ 

Die  Zahlen  sind,  wie  man  sieht,  sehr  bedeutend,  sie  sind  selbst  bei 
dichten  Gasen,  wie  Stickstoff,  grösser  als  die  Verbreitungsgeschwindig- 
keit  des  Schalles.  Eine  Luftmolekel  bewegt  sich  bei  0^  und  unter 
Atmosphärendruck  mit  der  durchschnittlichen  Geschwindigkeit  von  fast 
490  m  in  der  Secunde,  eine  Wasserstofifmolekel  sogar  mit  der  von  fast 
2  km,  bei  grösseren  Drucken  und  höheren  Temperaturen  sind  die  Ge- 
schwindigkeiten noch  viel  grösser.  Wir  werden  bald  sehen,  zu  welchen 
merkwürdigen  Schlüssen  dieses  schon  geführt  hat. 

24.    Vertheilung  der  Geschwindigkeiten  in  einem  idealen  Gase, 

Maxwell'sohes  Gesetz. 

Zur  weiteren  Behandlung,  insbesondere  der  Ableitung  der  rich- 
tigen Werthe  für  die  durchschnittliche  Geschwindigkeit  bedarf  es 
offenbar  der  Eenntniss  der  Function  /.  Es  sind  viele  mathematische 
Entwickelungen  ausgearbeitet  worden,  diese  Function  streng  zu  be- 
stimmen, noch  scheinen  jedoch  die  Acten  hierüber  nicht  geschlossen  zu 
sein,  denn  fast  gegen  jede  Ableitung  lassen  sich  noch  die  einen  oder 
anderen  Bedenken  erheben.  Die  erste  Bestimmung  rührt  von  Max- 
well her  und  datirt  bereits  aus  dem  Jahre  1860^),  die  yollständigsten 
Ermittelungen  dürften  die  von  0.  E.  M  e  y  e  r  3)  und  namentlioh  von 
Boltzmann^)  sein.  Unter  so  bewandten  Umständen  und  weil  ich  nicht 
die  Absicht  habe,  eine  genaue  kinetische  Gastheorie  zu  schreiben,  wird 
es  genügen,  für  den  von  Maxwell  gefundenen  und  bisher  an  sich 
nicht  angezweifelten  Ausdruck  zunächst  eine  plausible  Ableitung  zu 
geben,  die  ich  persönlich  jedoch  auch  für  ganz  streng  halte. 

Wir  betrachten  nur  eine  Molekel,  und  zwar  soll  dieselbe  nur  eine 
fortschreitende  Bewegung  haben.  Während  einer  gewissen  Zeit  t  fliegt 
diese  regellos  hin  und  her  und  indem  sie  mit  anderen  Molekeln  zu- 
sammenstösst ,  ändert  sie  fortwährend  Richtung  und  Geschwindigkeit; 
t  wählen  wir  so  gross,  dass  sie  innerhalb  dieser  Zeit  alle  möglichen 
Richtungen  und  alle  möglichen  Geschwindigkeiten  hat,  jede  der  Rich- 


^)  Die  Dichten  sind  aus  Landolt  und  Börnstein,  Physikalisch- 
chemische Tabellen,  S.  115  ff.,  entnommen. 

*)  Scient.  papers,  Vol.  1,  p.  377  ff. 

')  Die  kinetische  Theorie  der  Gase ,  2.  Aufl.  Mathematische  Zusätze, 
S.  17  ff. 

*)  Vorlesungen  über  Gastheorie  1896. 
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tnngen  und  jede  der  Geschwindigkeiten  kann  sie  öfter  annehmen ,  wie 
oft,  das  hängt  ganz  vom  Zustande  des  Gases  ab,  gewisse  Geschwindig- 
keiten können  öfter  vorkommen  als  andere.  Wir  setzen  aber  voraus, 
dass  sich  aus  allen  diesen  Geschwindigkeiten  ein  Mittelwerth  ableiten 
lässt,  selbst  für  jede  Compononte  der  Geschwindigkeiten  sollen  sich 
Mittelwerthe  angeben  lassen.  Sind  diese  Gomponenten  |,  17,  £,  so 
werden  ihre  Mittelwerthe  |,  17,  &  sein.  Die  Differenzen  nun  |  —  S» 
7J  —  71 ,  S  —  f  können  alle  möglichen  Werthe  zwischen  gewissen 
Grenzen  aufweisen  und  beliebig  positiv  oder  negativ  sein.  Aus  dem 
Mangel  einer  jeden  Ordnung  folgt  zunächst,  dass  jedem  positiven 
Werthe  ein  negativer  entsprechen  muss  und  umgekehrt  jedem  nega- 
tiven ein  positiver.  Da  ferner  alle  möglichen  Richtungen  beliebig  ver- 
treten sein  sollen,  sind  die  Differenzen  |  —  ^,7}  —  rj,  ^  —  ^  unab- 
hängig von  einander.  Nun  bedeutet  /(|,  iy,  5)  der  Definition  nach, 
die  für /gegeben  ist,  nichts  anderes  als  die  Wahrscheinlichkeit,  dass 
eine  Molekel  die  Geschwindigkeitscomponenten  |,  17,  ^  hat,  also  ist 
/(l  —  I,  17  —  rj,  ^  —  f)  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  diese  Molekel 
Geschwindigkeitscomponenten  hat,  deren  Abweichungen  von  den  Mittel- 
werthen  gleich  sind :  |  —  |,  17  —  ly,  S  —  ?.  Die  Abweichungen  sind 
aber  unabhängig  von  einander,  es  folgt  somit 

1)  AI  V,t)dtdridt  =  <pa)(piti)ip  (g) 

und 

2)  f{^  —  lv  —  n>t~i)  =  <p(^  —  l)<Piv  —  v)v(i- 1)- 

Dieses  gilt  für  jeden  Moment.  Fassen  wir  die  Molekel  in  allen  ein- 
zelnen Momenten  auf,  indem  wir  die  Geschwindigkeiten  mit 

li»  ViJ  Sr,   I2»  ^iy  S2»  .....;    lu,  Vuy  Su 

bezeichnen,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  die  Molekel  innerhalb 
der  Zeit  r  gerade  diese  Geschwindigkeiten  hat,  nach  den  Kegeln  der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung,  da  es  sich  um  unabhängige  Ereignisse 
handelt : 

3)      fp  (li)  qp  (Vi)  ^  (Si)  ^  (I2)  ^  (V2)  ^  (Sa)  ...    9  (Im)  q>  (i?u)  (p  (Sm) 

und  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  die  Abweichungen  von  den  mittleren 
Geschwindigkeitscomponenten 

li  —  lyVi  —  V^  ti  —  l]    I2  —  I,  Vi  —  Vyi2  —  l ; 

lu  —  lyVu  —  ri>    tu  —  l 

betragen, 

t 

4)  9(^1  —  1)  ^(ni  —  v)^(}i—Ö  fp(^2_—^)^(V2—v)  9(^2— ?)••• 

fp  du  —  I)  g>  ivu  —  v)  ^  (Su  —  g). 

Ich  bezeichne  für  den  Moment  die  Abweichungen  von  den  mittleren 
Gomponenten  der  Reihe  nach  mit 

1?1>  ^V  ?1>      ?2>  ^2j  J>  •   •   'i      1?M>  t)M>  iuf 
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80  dass  der  obige  Ausdruck  wird 

5)        ^  (?i)  <P  (tji)  (p  (ji)  <P  (h)  9  (^2)  <P  (h)  . .  .  9  fe)  g?  (W  9  (äu). 

Wenn  nun  zu  gegebenen  Werthen  der  mittleren  Geschwindigkeiten  das 
Aggregat  der  Unterschiede  das  Wahrscheinlichste  sein  soll,  so  muss 
der  Ausdruck  5)  mit  Rücksicht  auf  die  mittleren  Geschwindigkeiten 
I,  1],  i  zu  einem  Maximum  gemacht  werden. 

Hiernach  haben  wir  den  Dififerentialquotienten  des  Ausdrucks  unter 
5)  nach   |,  rjy  ^  gleich  Null  zu  setzen.     Wir  erhalten  so,  weil  £,  17,  t 

unabhängig  von  einander  sind  und  weil  ~  =  — L  =  —=  =  —  1  ist  : 

d^        dri        dt 

d  log  qp  (h)   ,  ^  log  y  ih)   ,         ,   ^  log  y  (^u)  ^  ^ 

d%^  "^  d^^         '^  "^  diu 

d  log  y  (Qi)         d  log  y  (^a)    1    ...    1     ^  %  ^  (^«)  _  ^ 

<^  ?<>^  y  (h)  I   ^  %  y  (fo)  _i_        I  ^  ^<^^  y  (^««)  _  A 

-y.   .- 1_   .  .  .   _^   —  y. 

^Jl  d^  diu 

Nun  ist  aber  zweierlei  zu  beachten;  erstens  müssen,  weil  positive 
Werthe  der  |f,  Q,  }  ganz  in  derselben  Weise  vorkommen  wie  negative, 
die  (p  Functionen  nicht  sowohl  der  l,  \),  J  als  vielmehr  der  i^,  \)^,  3^ 
sein,  die  Dififerentialquotienten  sind  also  dementsprechend  zu  trans- 
formiren.  Zweitens  sind  die  ^  nicht  von  einander  unabhängig,  ebenso 
wenig  die  Q  oder  die  },  denn  sind  diese  jr,  Q,  }  die  wirklichen  Werthe, 
welche  diese  Grössen  haben,  so  muss  die  Summe  aller  ^  Null  geben, 
wie  die  aller  tj  oder  j,  weil  sie  wirkliche  Abweichungen  von  wirklichen 
Mittelwerthen  darstellen.  Verstehen  wir  hiernach  unter  r  eine  der 
Variabein  %  oder  \)  oder  j,  so  haben  wir 

^     dlogq)  {xD  d  log  y  (r|) 

+  ^2  TTä r 


dxl  '     '         dxi 

+  r2  + 


•    •    • 


7) 


,    ^    d  log  y  (ru^)  _  ^ 
+  '"        dxu^        -  ^ 

+  r„  =0 


t  =  J?i  9»  5- 


Diese  Gleichungen,  welche  nicht  bloss  wahrscheinlich,  sondern 
wirklich  bestehen,  können  aber  nicht  anders  zugleich  bestehen,  als 
wenn  wir  allgemein  haben 

d  log  y  (r^)  _  - 
dx^         ~^' 

wo  A  für  alle  %  denselben  Werth  hat,  ebenso  für  alle  Q  und  für  alle  j. 
Da  ausserdem  zwischen  ^,  Q,  j  an  sich  kein  Unterschied  besteht,  muss 
diese    Grösse    überhaupt    für    alle   r  denselben   Werth    haben.      Nun 
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könnte  k  immer  noch  von  allen  r  in  gleicher  Weise  abhängen,  allein 
dann  würde  jedes  tc,  welches  doch  seinerseits  nur  von  einem  der  r  ab- 
hängen darf,  Yon  allen  r  bestimmt  sein,  da  dieses  unzulässig  ist,  muss 
l  überhaupt  eine  Constante  bedeuten.     Wir  haben  hiernach: 

Hieraus  folgt  unmittelbar  für  irgend  eine  Combination  von  Compo- 
nenten  ^,  rj,  ^  als  Wahrscheinlichkeit  ihres  gesonderten  Auftretens 

und  als  Wahrscheinlichkeit  für  ihr  gemeinschaftliches  Auftreten: 

Diese  vier  Gleichungen  repräsentiren  das  Maxwell'sche  Gesetz  für 
die  Vertbeilung  der  Geschwindigkeiten  —  wir  müssen  hinzufügen,  für 
eine  Molekel  in  hinlänglich  langer  Zeit  — .  Nun  ist  es  das  charakte- 
ristische an  idealen  Gasen,  dass  jede  Molekel  im  Laufe  der  Zeit 
keine  anderen  Zustande  durchmacht,  als  sich  bei  anderen  Molekeln  des 
Gases  in  einem  Moment  vorfinden.  Alle  Molekeln  zusammen  re- 
präsentiren sämmtliche  Zustände,  welche  eine  Molekel  in  einer  ge- 
wissen Zeit  nach  einander  annimmt,  wenn  diese  Zeit  nur  hinläng- 
lich gross  ist.  Wir  können  deshalb,  was  von  dem  Verhalten  einer 
Molekel  in  der  Zeit  gesagt  ist,  sofort  auf  das  Verhalten  aller  Molekel 
in  einem  Moment  übertragen,  wodurch  sich  gar  nichts  ändert.  Sollte 
das  doch  der  Fall  sein,  so  kann  das  nur  die  Constanten  A,  ^,  betreffen, 
wir  hätten  dann  an  deren  Stelle  Mittel werthe  für  den  ganzen  Körper 
einzusetzen,  oder  reicht  die  Zahl  der  Molekeln  nicht  aus,  so  können 
wir  auch  diese  in  einem  endlichen  Zeitabschnitt  auffassen. 

Ich  weiss  nicht,  ob  der  obige  Beweis  für  das  Max  well' sehe  Ge- 
setz schon  anderweitig  gegeben  ist,  die  Vorzüge,  die  er  vor  anderen 
hat,  werden  bald  deutlich  erhellen. 

Wir  wollen  nun  noch  die  Constanten  A,  ft  ermitteln.  Jede  Wahr- 
scheinlichkeit ist  ein  Bruch,  alle  Wahrscheinlichkeiten  zusammen  geben 
die  Gewissheit,  da  nun  tt*  irgend  einen  Werth  zwischen  +  oo  und  —  oo 
sicher  haben  muss,  so  wird,  indem  e*^  =  Ä  gesetzt  wird: 

+  00    +00    +00 

8)  JL'     f    f    f    e^<«''+*i'  +  ^~')d|dijdg  =  1. 


•00    —  00    —  00 


Die  drei  Integrale  sind  alle  einander  gleich,  wir  erhalten,  indem 


ly — A,  oder  ly  y — A,  oder  ^  y — A  gleich    einer    neuen   Integrations- 
variabeln  x  gesetzt  wird: 
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+  00 


(v=i)'(|'-^') 

00 


3 

=    1. 


Nach  einer  bekannten  Formel  aus  der  Integralrechnung  ist  aber 

e""^*  dx  ^=  yn, 


i 


—  00 

somit 

^3(y=Ä)-»(y-)»  =  i 

und  

Nun  ist  q)  als  Wahrscheinlichkeit  für  jedes  beliebige  Argument  ein 
echter  Bruch  und  zugleich  muss  q)  für  wachsende  Argumente  ab- 
nehmen, folglich  ist  A  eine  negative  Grösse,  setzen  wir  diese  Grösse 
gleich  —  s^,  so  wird 

Ä  = 


Es  ist  aber  noch  6  selbst  zu  bestimmen.  Das  kann  durch  den  Mittel- 
werth  irgend  einer  Potenz  der  Geschwindigkeit  geschehen,  wir  wählen 
hierzu  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit.  Indem  wir  annehmen,  [dass 
^j  Vi  ^  *^1^6  Werthe  zwischen  —  oo  und  +  oo  annehmen  können,  er- 
halten wir 

+  00    +00    +00 

(4=Y  j    [    \(^^  +  V''  +  i^)e    «'(«'  +  'i'  +  ^d|  dri  dt  =  ^. 


00    ^—00    00 


Zur  Ausrechnung  der  Integrale  führen  wir  Polarcoordinaten  ein 
und  setzen  dem  entsprechend 

rj  =  ip  sind" cos  CO, 

g  =  p.sind'sinco. 
Es  ist  dann 

|2    +    ^2    +    g2  =   ^2, 

d^  dri  di  =  if^sind'  dd'  dco  dil>^ 
und  hiernach 

+  00     7t      27t 

{~\    j    j    \  'ilfU-'^'^sind'dd'dcjdtl;  =  ^, 

'  0      0     0 

oder  nach  Ausführung  der  Integration  für  'd'  und  (O 
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+  00 

'  0 

Zerlegen  wir  ^*  in  ^^^  und  beachten,  dass  i^6-«"V^  den  DiflFe- 

rentialquotienten  von ergiebt,  so  wird  durch  partielle  In- 

tegration 

OD  00  00 

0  0  0 

Das  erste  Glied  rechter  Hand   giebt  Null,  das  zweite   ist   nach 
analogem  Verfahren 

00  00  00 

0  0  0 

weil  wiederum  das  erste  Glied  rechter  Hand  Null  und 

OO  +00  

0  — 00 

ist^).     Zuletzt  ist  hiernach 

oder 

3  J_  _£ 

2  ^  '       Y^ 


3 
2f2 


^)  Zusätzlich  führe  ich  folgende   allgemeine  Formeln   an,   die   für  der- 
artige Integrationen  von  Wichtigkeit  sind,  es  ist 

+    00 


1 

00 
OD 


e-''9'3"  +  »dä  =  o, 


e    '^^    g'"^*  dq  =: 


f\fc  + 1  ' 


J  -  ^  2(6«)' 

0 

+   00 

—   OO 

00 

f    -.»4«    a*^        _     1     1      (2fc)'     y- 

0 


+ 

1 
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Zusammen  wird  aber: 


\2  7t  1^2/ 


1      __lJil 
12    ^       2 


1    _i.iL 
9)  <p(t)di  =  (-^^y  e    '  ^'dU 


3      _  1  S*  +  »i«  +  C« 


\2  n:  ^2/ 


\2  jr  i/;2/ 


3    t^* 
2 


V'*  sin^  d^  d(o  di\}. 


Uebrigens  ergiebt  sieb  nocb  für  die  Wahrscbeinlicbkeit ,  dass  über- 
haupt, ohne  Rücksiebt  auf  die  Richtung,  die  Geschwindigkeit 
zwischen  ^  und  i\)  -\-  d'^  liegt : 


3    V^ 


10)  fWdilf  =  4n  (     ^_V  ^2e    2  ^.  ^^^ 

\2  n  ^2/ 

woselbst  für  ^  nur  positive  Werthe  anzusetzen  sind. 

Es  ist  nicht  ohne  Interesse,  hervorzuheben,  dass  man  für  die  hier 
vorkommende  Wahrscheinliehkeitsfunetion  e~^^^,  wo  q  eine  der  Grössen 
I,  17 ;  ^,  M^  sein  kann,  andere  Formen  angeben  kann,  indem  man  sie 
selbst  durch  Integrale  ausdrückt,  wodurch  bei  Ausführung  von  Inte- 
grationen in  Bezug  auf  diese  Function  bekanntlieh  unter  Umständen 

Erleichterungen  erzielt  werden  können.     Allgemein  ist 

+  00 


—  00 
also 


y^r  e«*=  fe-^^-2^«. 


00 


Setzt  man  für  a  ein  fti,  wo  i  =  y  —  1  ist  und  beachtet,  dass  e~  *"^ 

gleich  ist  cos  (2  ft  A)  —  i  sin  (2  fi  A),  so  wird 

+  00 

Yn'e-f^  =  je-^'[cos(2/LeA)  —  i  sm  (2  ft  A)]  c?  A. 


—  00 
Aber  es  ist 

+  » 


e~^*  sin{2iiX)dk  =  0, 


00 
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weil  das  Argument  unter  dem  Integralzeichen  stets  positiv  ist,  demnach 
die  Glieder  zwischen  —  cd  und  0  sich  gegen  die  zwischen  0  und  +  Qo 
aufheben,  somit 

+    00 


y^e-"*  =  {e-^^cos(2iiX)dL 


00 


Wir  haben  nur  noch  fi  :=  eq  zu  setzen ,  um  für  die  Wahrscheinlich- 
keitsfnnction  a~  **  ö'  zu  erhalten: 


+    00 


11)  e-**«'  =  -7L    {  e-^^cos(2Bqk)dL 

\  n    J 

'  00 

Eine  andere  Form  ist  diese 

12)  «-««  =  lf^^^^44l^dA. 

Ä  J      1    '    '° 


+  k^ 


00 


Zuletzt  will  ich  noch  nachträglich  einen  Satz  rechtfertigen,  von  dem 
immer  stillschweigend  Gebrauch  gemacht  ist,  ohne  dass  er  eigentlich 
als  selbstverständlich  bezeichnet  werden  kann,  nämlich  dass,  wenn  die 
Wahrscheinlichkeit  für  einen  Werth  q  gleich  (f  (q)  ist,  die  für  Werthe 
zwischen  q  und  q  -\-  dq  gleich  (p(q)dq  sein  soll. 

Zwischen  q  und  q  -\-  dq  kann  es  noch  eine  Anzahl  anderer  q 
geben,  ist  diese  Anzahl  n,  so  können  wir  die  verschiedenen  q  dar- 
stellen durch 

ä'»  2  H — .     Q.  ^ -— »  •  •  •  2  H — -— • 

n  n  n 

Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  von  allen  diesen  q  eines  (und  zwar  be- 
liebig welches)  zutri£Ft,  ist  nach  bekannten  Regeln  der  Wahrscheinlich- 
keitsrechnung 

.(«)  +  <p{i  +^)  +  <?(«  +  ^)  +  •••  +  <p(3  +^). 

oder  wenn  dq  sehr  klein  ist,  bis  auf  unendlich  kleine  Grössen  zweiter 
Ordnung 

(n  +  1)9(3)  H ^ ^  dq. 


Nun  ist 

dq>{q) 


dq  =  ^{q  -\-  dq)  —  ip  {q\ 


dq 
also  wird  jene  Wahrscheinlichkeit 

(n  +  1) 
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Aber  — ^ bedeutet  die  mittlere  Wahrscheinlichkeit  im 

Intervall  g  bis  g  -f-  dq,  somit  ist  diese  Grösse  auch  die  Wahrscheinlich- 
keit für  das  mittlere  q  in  der  Reihe  der  q,  ist  dieses  q  gleich  ^«»i  so 
wird  also  die  gesuchte  Wahrscheinlichkeit 

(n  +  1)  9  (q„,). 

Ist  aber  a  die  Einheit,  nach  welcher  die  Grösse  q  wächst,  so  haben 

wir  n  -\-  1  =  —  und  jene  Wahrscheinlichkeit  gleich 

fp(qm)dq 
a 

oder  indem  a  =  1  wird,  bis  auf  unendlich  kleine  Grössen  zweiter 
Ordnung 

(p(q)dq, 
wie  z.  b.  w. 


25.     Besondere    Gesohwindi/gkeiten   in   Gasen.     Verschiedene 
Formen  für  das  Boyle-Gay-Lussao'sohe  Gesetz. 

Wir  wollen  nun  einige  Folgerungen  aus  den  erlangten  Formeln 
ziehen. 

Zunächst  ist  der  Mittelwerth  einer  jeden  Grösse  Q,  gebildet  in 
Bezug  auf  |  oder  i^  oder  ^  oder  £,  17,  ^  oder  1/;,  gegeben  durch  die 
Gleichungen : 


u 

^« 
1)       Q.       ='[  Q  e-^'^di, 

yTt  J 

^8  *;«  ^fi 

^^".f  =  (vtT  1 1 1  ^«-'-^  ^•'^'"^•^^^^  '^^  ^v  ät, 

Si  »ii  Ci 

^  Vi 

Die  li,  I2  ^*  s.  f.  sind  die  Grenzen,  innerhalb  deren  die  Mittel- 
werthe  zu  bilden  sind.     Zu  beachten  ist  dabei,  dass  in  den  ersten  vier 
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Gleichungen  die  negativen  Werthe  der  Grenzen  mit  zu  berücksichtigen 
sind,  in  der  letzten  Gleichung  dagegen  nicht,  hier  sind  nur  die  posi- 
tiven Werthe  der  Grenzen  in  Rechnung  zu  stellen. 

Die  Gleichungen  sind  von  sehr  grosser  Wichtigkeit,  wir  haben 
von  ihnen  schon  für  Q  =  |2,  7^2^  g2^  |2  ^  ^2  _|_  g2^  ^2  Gebrauch  ge- 
macht.    Dabei  ist 

2)  -^  =  (     ^-\^       e  =  (-L\^ . 

-7=>  bedeutet  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  eine  Geschwindigkeits- 

y  7t 

componente  den  Werth  Null  hat,  diese  Wahrscheinlichkeit  ist  umgekehrt 
proportional  der  Quadratwurzel  aus  der  durchschnittlichen  lebendigen 
Kraft,  das  ist  fast  selbstverständlich,  denn  je  grösser  die  durch- 
schnittliche lebendige  Kraft  ist,  desto  mehr  müssen  grosse  Ge- 
schwindigkeiten vorwiegen.  Ist  diese  Wahrscheinlichkeit  unabhängig 
vom  Werth  von  ^^  gleich  NuU,  so  ist  (p  überhaupt  für  alle  Geschwindig- 
keiten Null,  d.  h.  besteht  nicht  einmal  für  unendlich  kleine  Be- 
wegungen irgend  eine  Wahrscheinlichkeit,  so  existirt  überhaupt  keine 
Wahrscheinlichkeit  für  irgend  eine  Bewegung.  Indem  wir  weiter  s 
ganz  unabhängig  von  ^^  betrachten  und  die  Gleichung  zwischen  s  und 
^^  als  Bestimmungsgleichung  für  die  letztere  Grösse  durch  e  ansehen 

ltlj^  =  - — -V  diflferenziren  wir  den  Ausdruck  für  die  Wahrscheinlich- 

keitsfunction  nach  €.    Wir  haben  dann  für  eine  Componente  g  r=  |,  ij,  ^ 

dg)  _  e"-"'g'        262^2^-«««« 


^(1^2ea^y 


Hiemach  wird  g>  ein  Maximum  für  denjenigen  Werth  qQ  von  g,  welcher 
der  Gleichung  genügt: 

2s^qo^=  1, 

denn  der  zweite  Differentialquotient  ist  dann  negativ.     Es    ist  aber 
dieser  Werth 

und  die  zugehörige  Wahrscheinlichkeit  für  eine  Geschwindigkeit  0 

,.  ^/HN  ^  0,39895        0,6910 

4)  9  (0)  = 


y2nqQ  Q.M  y^2 

und  für  diese  Geschwindigkeit  ^q 

ex  /       V  1  0,24197  r.nr.n^.  /^x  0,4191 

5)       9(9[o)  =  ,;,  =  -^-- =  0,60654  9  (0)  =  -^^==- 

\27teao         «0  y  ^2 
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Hieraus  folgt:  die  Wahrscheinlichkeit  für  eine  bestimmte  Mole- 
kulargeschwindigkeit wächst,  wenn  die  Wahrscheinlichkeit  für  die  Ge- 
schwindigkeit Null  nach  der  betreffenden  Richtung  zunimmt,  und  zwar 
so  lange,  bis  die  letztgenannte  Wahrscheinlichkeit  gleich  etwa  dem 
0,4  fachen  vom  Yerhältnisse  der  Geschwindigkeit  zu  der  herausgehobenen 
Geschwindigkeit  ist.  Im  Maximum  wird  die  Wahrscheinlichkeit  für 
diese  bestimmte  Geschwindigkeit  gleich  etwa  ^/^  von  dem  Verhält- 
nisse der  Geschwindigkeit  1  zu  dieser  Geschwindigkeit  und  etwa  ^J^ 
von  der  Wahrscheinlichkeit  für  die  Geschwindigkeit  0.  Von  allen 
Zeichen  ist  dabei  abgesehen.  Wächst  9  (0)  weiter,  so  nimmt  die 
Wahrscheinlichkeit  für  g  wieder  ab.  Also  allgemeiner  und  kürzer: 
Je  wahrscheinlicher  kleine  Bewegungen,  um  so  wahrscheinlicher  be- 
stimmte Bewegungen,  jedoch  besteht  für  jede  bestimmte  Bewegung 
eine  Grenze  grösster  Wahrscheinlichkeit.  Oder:  Beginnt  in  einem 
Gase  eine  Molekularbewegung,  so  steigt  zunächst  für  jede  Geschwindig- 
keit die  Wahrscheinlichkeit  an,  nach  und  nach  erreicht  eine  Ge- 
schwindigkeit nach  der  anderen  das  Maximum  ihrer  Wahrscheinlich- 
keit. Nun  ist  £,  also  auch  (p  (O)  bestimmt  durch  die  mittlere  lebendige 
Kraft;  bei  einer  vorgeschriebenen  mittleren  lebendigen  Kraft  (also 
einer  vorgeschriebenen  Temperatur)  giebt  es  eine  Geschwindigkeit, 
die  bei  keinem  anderen  Wei*the  der  lebendigen  Kraft  wahrscheinlicher 
ist,  als  bei  diesem  vorgeschriebenen;  nach  einer  bestimmten  Richtung 
ist  diese  Geschwindigkeit 

6)  go  =  (y)^  =  0,57735  V^,    q  =  l%  l 

Diese  Geschwindigkeit  mit  relativ  grösster  Wahrscheinlichkeit  ist 
ebenso  charakteristisch  für  den  betreffenden  Zustand,  wie  die  vor- 
geschriebene lebendige  Kraft,  bei  keinem  anderen  Zustande  kommt  sie 
so  oft  vor  wie  bei  diesem.  Ihr  Quadrat  ist  ein  Drittel  vom  mittleren 
Quadrat  der  Geschwindigkeit.  Das  gilt  für  jede  der  drei  Componenten. 
Daher  sind  diese  charakteristischen  Geschwindigkeits- 
componenten  so  beschaffen,  dass  ihre  Quadrate  das  mitt- 
lere Quadrat  der  wirklichen  Geschwindigkeit  ergeben, 
oder  ihre  resultirende  lebendige  Kraft  ist  gleich  der 
wirklichen  mittleren  lebendigen  Kraft. 

Trägt  man  für  verschiedene  Zustände  diese  charakteristische  Ge- 
schwindigkeit einer  Componente  und  die  zugehörige  Wahrscheinlich- 
keit graphisch  auf,  so  erhält  man  eine  gleichseitige  Hyperbel,  was  nicht 
erst  bewiesen  zu  werden  braucht. 

In  gleicher  Weise  kann  man  die  allgemeine  Wahrscheinlichkeits- 
function  graphisch  darstellen,  man  erhält  dann  eine  Gurve  von  der 
in  Fig.  3  dargestellten  Gestalt,  woselbst  die  Ordinatenaxe  die  Wahr- 
scheinlichkeits-,  die  Abcissenaxe  die  Geschwindigkeitsaxe  ist,  der 
höchste    Punkt    ist   der   der  Geschwindigkeit  0  im    betreffenden  Zu- 
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Stande  (d.  h.  bei  gegebener  lebendiger  Kraft,  also  gegebener  Tempe- 
ratur) entsprechende  Wahrscheinlichkeit,  nach  beiden  Seiten  rechts 
und  links  nähert  sich  die  Gurve  asymptotisch  der  Geschwindigkeiteaxe ; 
sie  hat  rechts  und  links  je  einen  Wendepunkt,  welchem  diejenige 
Geschwindigkeit  (positive  oder  negative)  zugehört,  für  die  im  be- 
treffenden Zustande  eine  grössere  Wahrscheinlichkeit  vorhanden  ist, 
als  in  jedem  anderen  Zustande,  also  die  charakteristische  Geschwindig- 
keit relativ  grösster  Wahrscheinlichkeit.     Diese  eine  Gurve  gilt  also 


für  einen  bestimmten  Zustand,  die  frühere  für  aufeinanderfolgende 
Zustande;  erstere  stellt  Geschwindigkeiten  und  Wahrscheinlichkeit  der- 
selben in  dem  betreffenden  Zustande  dar,  letztere  charakteristische  Ge- 
schwindigkeiten und  zugehörige  Wahrscheinlichkeiten  in  verschiedenen 
Zuständen.  Uebrigens  ist  letztere  die  einhüllende  aller  Gurven  der 
ersten  Art  und  sie  berührt  diese  in  den  Wendepunkten. 

Nochmals  sei  jedoch  hervorgehoben,  dass  dieses  alles  nur  für  jede 
einzelne  Gomponente  gilt,  nicht  für  die  ganze  Geschwindigkeit,  denn 
for  diese  ist,  wie  wir  wissen,  das  Wahrscheinlichkeitsgesetz  ein  anderes. 

Für  die  ganze  Geschwindigkeit  ohne  jede  Bezugnahme  auf  Rich- 
tung haben  wir  als  Wahrscheinlichkeitsfun ction 


/W  =  4«(^)V> 


■  t^ipt 


=  -r  —  2  62^/. 


Differenziren  wir  nach  ^,  so  ergiebt  sich 

Dieses  wird  gleich  Null  für  denjenigen  Werth  ^ 

7)  «*  tl  =  1, 

also 


m 


von  1p  ^  für  welchen 


8) 


*m  =  i  =  (^y  =  0,81650  V  *2 


ist.     Das  ist  diejenige  Geschwindigkeit  im  Gase,  welcher  die  grösste 
Wahrscheinlichkeit   zukommt   (denn   für    tp  =  ^m  wird  der  zweite 

Weinstein,  Thermodynamik.  |Q 
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Differentialquotient  Von /nach  ip  negativ),  sie  ist  also  überhaupt  die 
wahrscheinlichste  Geschwindigkeit  im  betreffenden  Zustande. 
Die  dreifache  lebendige  Kraft  der  wahrscheinlichsten 
Geschwindigkeit  ist  gleich  der  doppelten  der  wirklichen 
mittleren  lebendigen  Kraft. 

Differenziren  wir  femer  nach  £,  so  wird 

df 

d  s 


=  f(^^-2er} 


Dieses  giebt  Null  für 

oder 

9)  Vo 


2  £ä  11,2  =  3 


=  Tfi=^'fi=p- 


In  jed&m  Zustande  hat  diejenige  Geschwindigkeit, 
welche  der  Quadratwurzel  aus  dem  mittleren  Geschwindig- 
keitsquadrate gleich  kommt,  die  grösste  Wahrscheinlich- 
keit, die  sie  überhaupt  erreichen  kann,  in  keinem  an- 
deren Zustande  ist  sie  wahrscheinlicher  und  sie  ist  1,2248  mal 
so  gross  wie  die  wahrscheinlichste  Geschwindigkeit.  Sie  ist  die  re- 
lativ wahrscheinlichste  und  charakteristische  ganze  Ge- 
schwindigkeit. 

Die  Wahrscheinlichkeit  von  ^n»  ist 


10) 

Die  von  ^o 

11) 


.,.   .  4:6  4   /3      1\|         1,0168 


Fig.  4. 


Die  erste  Wahrscheinlich- 
keit ist  gleich  dem  1,0168- 
fachen  des  Yerhältnisses  der 
Geschwindigkeit     1     zu     der 

y^2,  die  zweite  gleich  dem 
0,92506 fachen  des  nämlichen 
Verhältnisses. 

Die  Curven,  welche  diese 
Geschwindigkeiten ,  die  ab- 
solut wahrscheinlichste  und 
die  relativ  wahrscheinlichste 
(charakteristische)  im  Verhält- 
nisse zu  ihren  Wahrscheinlichkeiten  in  verschiedenen  Zuständen  dar- 
stellen, sind  natürlich  wieder  gleichseitige  Hyperbeln. 

Die  Wahrscheinlichkeitscurve  selbst  ist  in  Fig.  4  dargestellt. 
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Wir  bilden  nun  noch  das  absolute  Mittel  einer  Geschwindigkeits- 
componente  und  dos  absolute  Mittel  der  ganzen  Geschwindigkeit. 

Für  ersteres  haben  wir,  da  «uch  die  negativen  Geschwindigkeiten 
als  positive  zu  rechnen  sind, 

''^     '  =  Y7  f  ^^''^  ''  =  W7  =  iSf  =  0.46066  V^. 

3  =  I»  »2»  5- 

Das  zweite  Mittel  giebt 


^  =  'K^Tf^'-'"^''^  =  ^7 


-  =  2q. 
6 

6 


Die  mittlere  ganze  Geschwindigkeit  ist    doppelt  so 
gross  wie  eine  ihrer  mittleren  Gomponenten. 
Es  wird  aber 

13)  ^  =  (^y  =  0,92132  V  ii^. 

Diese  Gleichung  ist'  sehr  interessant,  sie  zeigt,  dass  in  der  That, 
worauf  schon  S.  133  hingewiesen  worden  ist,  die  absolute  mittlere 
Geschwindigkeit  einer  Molekel  nicht  identisch  ist  mit  der  Quadrat- 
wurzel aus  dem  mittleren  Quadrate  der  Geschwindigkeit,  sondeni  nur 
das  0,921 32  fache  davon  beträgt.  Dadurch  verringern  sich  die  dort 
angegebenen  Zahlen  für  die  durchschnittliche  absolute  Geschwindigkeit 
der  Molekel  und  gehen  über  in 

für  Kohlensäure 36234  cm/sec. 

„  Sauerstoff 42489       „ 

„   Stickstoff 45349       „ 

„  Wasserstoff      .     .     .     .     .169741       „ 

Als  Wahrscheinlichkeit  haben  wir 


P.rt  ^ 


_  1 

14)  9(ä)=-e 

e 
_  0,50261 

and 

15)  •  /W  = r  -7=  = T  ( = ) 

_  0,98510 

10* 
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Noch  eine  Geschwindigkeit  wollen  wir  berechnen ,  nämlich  die- 
jenige ,  deren  Wahrscheinlichkeit  in .  der  Mitte  aller  Wahrscheinlich- 
keiten liegt,  also  gleich  |  ist.  Diese  Geschwindigkeit  theilt  die  Ge- 
sammtzahl  aller  möglichen  (positiven  oder  negativen)  Geschwindigkeiten 
in  zwei  Gruppen  von  gleich  viel  Geschwindigkeiten,  und  es  ist  ebenso 
wahrscheinlich,  dass  eine  Geschwindigkeit  aus  der  einen  Gruppe  vor- 
fällt als  dass  sie  der  anderen  Gruppe  angehört,  sie  steht  also  gewisser- 
maassen  in  der  Mitte  und  man  kann  sie  darum  die  wahrscheinliche 
Geschwindigkeit  nennen.  Für  die  ganze  Geschwindigkeit  haben 
wir  also,  wenn  die  wahrscheinliche  Geschwindigkeit  mit  tl^to  bezeichnet 
wird,  der  Gleichung  zu  genügen 


w 


'  0  ■ 


oder 


« V  tf 


I 


>-v^rfi/,  =  L?. 


^8 


Das  Integral  links  ist  transcendent  und  lässt  sich  nicht  in  geschlossener 
Form  darstellen.     Durch  Versuche  findet  man  jedoch,  dass  es  gleich 

-L  wird,  wenn 

£^^  =  1,0875 
gemacht  wird,  also  haben  wir 

16)  tiv  =  1,0875  i  =  1,0875  (^V  =  0,88794  V^. 

Die  wahrscheinliche^  Geschwindigkeit  ist  nicht  mit  der  wahrschein- 
lichsten zu  verwechseln,  sie  ist  zufolge  8)  das  1,0875 fache  von  dieser 
und  liegt  zwischen  ihr  und  der  durchschnittlichen. 

Die  Wahrscheinlichkeit  der  wahrscheinlichsten  Geschwindigkeit  ist 

17)  /(!/;«,)  =  ii  (1,0875)2,-  (i,0876)«  =  ^  ^]f,ll^  (—-=\' 

y  7C  e (1,0876)2         ^2  ^    ^2j 

_  1,00177 

also  fast  genau  gleich  dem  Verhältnisse  der  Geschwindigkeit  1  zu  der 
Quadratwurzel  aus  dem  mittleren  Geschwindigkeitsquadrate. 

Wir  sahen,  dass  die  wahrscheinliche  Geschwindigkeit  in  der  Mitte 
aller  Geschwindigkeiten  steht,  über  ihr  giebt  es  ebenso  viele  Ge- 
schwindigkeiten als  unter  ihr.     Demnach  nimmt  sie  in  der  Reihe  der 
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möglichen  Geschwindigkeit  dieselbe  Stellung  ein  wie  die  1  in  der 
Reihe  der  Zahlen  von  0  bis  ^.  Messen  wir  alle  Geschwindigkeiten 
durch  diese  wahrscheinliche  Geschwindigkeit,  so  haben  wir  eine  Hälfte, 
die  von  0  bis  1  geht,  und  eine  zweite,  die  von  1  bis  oo  reicht  und  in 
der  Mitte  steht  die  1  als  wahrscheinliche  Geschwindigkeit.  Denken 
wir  uns  jetzt  alle  Geschwindigkeiten  zur  nullten  Potenz  erhoben  und 
zu  einem  Durchschnitte  vereinigt,  so  giebt  dieses  1,  also  können  wir 
sagen,  die  wahrscheinliche  Geschwindigkeit  ist  die  durch- 
schnittliche nullte  Potenz  aller  möglichen  Geschwindig- 
keiten.    Wir  haben  jetzt  folgende  Reihe: 

wahrscheinliche  Geschwindigkeit  ^w,  bestimmt  durch  durch- 
schnittliche  Ote  Potenz  der  Geschwindigkeiten; 

durchschnittliche  Geschwindigkeit  ^,  bestimmt  durch  durch- 
schnittliche Ite  Potenz  der  Geschwindigkeiten; 

relativ  wahrscheinlichste  Geschwindigkeit  V'oi  bestimmt  durch 
durchschnittliche  2te  Potenz  der  Geschwindigkeiten. 

Dazu  kommt  noch  die 

absolut  wahrscheinlichste  Geschwindigkeit  ^m,  bestimmt  durch 
durchschnittliche  2te  Potenz  der  Geschwindigkeiten. 

Für  irgend  eine  Gomponente  ist  die  wahrscheinliche  Geschwindig- 
keit bestimmt  durch 

'  0 

Daraus  findet  sich  durch  Probiren 

18)  (U  =  0,47694  -  =  0,47694  (^V 

=  0,38942  Vt^. 

Eine  wahrscheinlichste  Geschwindigkeit  giebt  es  bei  den  Gomponenten 
nicht,  wenn  man  nicht  die  Geschwindigkeit  Null  als  solche  ansehen 
will,  welche  die  wahrscheinlichste  ist. 

Endlich  berechnen  wir  noch  ^^,  es  ist 

\7t    J 


0 

Aber  es  ist  nach  der  letzten  Formel  in  der  Anmerkung  auf  Seite  139 
19) 

0 


J  ^  ^        «8  2"  1!    '  2fä 
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Also 
20) 


—  1^2 

^         3' 


wie  wir  immer  angenommen  haben,  und 

2iy  y^  =  0,57735  V^. 

Zufolge  12)  findet  man  noch 


22) 


—  y  li!  =  0,79788  V^ 


a  =  IVy  §• 


Ich  gebe  für  alle  hier  abgeleiteten  Geschwindigkeiten  als  Beispiel 


die  Zahlen  für  Wasserstoff  an: 


^a  =184  237  cm/sec. 
^«»=150  429       „ 
T(^)  =  184  237       „ 
tß    =  169  741        „ 
^^  =  163  591       „ 


y^a   =  106  369  cm/sec. 
am  =0  „ 

^0  =  106  369  „ 
"5  =  84  871  „ 
qu,  =    71  745       „ 


Kommen    wir  jetzt    zurück   auf    die    Boyle-Gay-Lussac'sche 
Gleichung  im  Sinne  der  kinetischen  Gastheorie,  so  ist  diese 


23) 


2  /N^  t^2\ 


Besonders  leicht  interpretirbar  wird  sie,   wenn  die    wahrschein- 
lichste Geschwindigkeit  eingeführt  wird.     Alsdann  haben  wir 


24) 


pv  =  (-  Nil  ti^iy 


Die  rechte  Seite  stellt  die  wahrscheinlichste  lebendige  Kraft  des 
Gases  dar.  Also  die  Arbeit,  um  ein  Gas  unter  ständig  gleichem  Drucke 
vom  Volumen  0  bis  zu  irgend  einem  Volumen  v  zu  expandiren,  ist  gleich 
der  wahrscheinlichsten  lebendigen  Kraft  des  Gases  bei  diesem  Volumen 
und  unter  dem  gegebenen  Drucke. 

Aehnlich  haben  wir: 


25) 


26) 


27) 


-  =  I  (f  ^0^). 


p^^-i\-t  '^') 


pv  =  0,84556 


\-2 


* 


W   I 


In  den  Klammern  stehen  immer  die  lebendigen  Kräfte  der  be- 
treffenden Bewegung.     Thatsächlich  vorhanden  ist  nur  die  lebendige 
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Kraft  ( -^  il^^j,  die  anderen  sind  nur  rechnerisch  ermittelt,  sind  je- 
doch alle  physikalisch  zu  definiren. 

Einen  wichtigen  Schluss  noch  haben  wir  zu  ziehen.  Wir  haben 
zwar  unter  v  das  Volumen  der  Masseneinheit  verstanden,  die  Gleichungen 
gelten  aber  selbstverständlich,  was  auch  für  ein  Volumen  v  bezeichnen 
möge,  wenn  nur  N  stets  die  entsprechende  Zahl  der  in  diesem  Volumen 
enthaltenen  Molekeln  bedeutet.  Ist  also  V  ein  beliebiges  Volumen  und 
N  die  Zahl  der  darin  vorhandenen  Molekeln,  so  haben  wir,  indem  von 
Gleichung  23)  Gebrauch  gemacht  wird: 

28)  i)F=i-JVft^. 

o 

Da  nun  die  Temperatur  unter  sonst  gleichen  Verhältnissen  nicht 
von  der  Gas  menge  abhängig  ist,  sondern  keine  Aenderung  erfahrt, 
wenn  man  gleichtemperirte  Gase  (wir  sagen  zunächst  noch:  gleicher 
Art)  mit  einander  vereinigt,  so  kann  in  der  thermokinetischen  Definition 
der  Temperatur  letztere  nur  der  Grösse  ft  ^^  proportional  gesetzt 
werden.     Das  heisst: 

Die  thermokinetisch  definirte  absolute  Temperatur 
ist  proportional  der  mittleren  kinetischen  Energie  einer 
Molekel,  so  lange  natürlich  als  diese  mittlere  kinetische  Energie 
einer  Molekel  überhaupt  einen  Sinn  hat. 


26.  Erweiterung  des  Maxwell'sohen  GesetEes  auf  Gkise  in 
Bewegung,  Gtase  mit  Molekularkräften,  Gkise  mit  Atombewegung, 

gemischte  Gase. 

Nun  habe  ich  noch  von  einigen  sehr  wichtigen  Erweiterungen  des 
Maxweir sehen  Gesetzes  zu  sprechen. 

Die  erste  Erweiterung  betrifiPt  den  Fall,  dass  das  Gas  sich  auch 
als  Ganzes  bewegt,  indem  es  strömt  oder  rotirt  u.  s.  f. 

Diese  lässt  sich  auf  Grund  der  hier  gegebenen  Ableitung  für  die 
Wahrscheinlichkeitsfunction  des  Max  well' sehen  Gesetzes  sehr  leicht 
bewirken.  Diese  Ableitung  bezog  sich  nämlich  auf  eine  Function, 
deren  Variabele  die  Differenz  zweier  Argumente  war;  vermehren 
wir  jedes  der  Argumente  um  eine  und  dieselbe  Grösse,  so  ändert 
sich  nichts.     Die  Function   für  (p(q  —  q)  gilt   also   ebenso  gut   für 

9  (2  4"  **  —  2  +  ^)«  Nun  kann  es  kommen ,  dass  die  Gase  ausser 
der  inneren  Bewegung  der  Molekeln  noch  eine  äussere  besitzen,  bei 
der  sie  als  Ganzes  strömen  oder  sich  drehen  u.  s.  f.  Sind  nun  die 
Componenten  dieser  äusseren  Bewegung  oe,  ß,  y,  so  bleibt  |  der  Mittel- 
werth  auch  von  (|  -f-  a)  —  a,  rj  der  von  (rj  -\-  ß)  —  ß,  t  der  von 
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(§  +  y)  —  r-     Aber  ^+a=U,  fi+ß=V,  i-\-y=W  sind 
die  Componenten  der  ganzen  Bewegung. 

Folglich  gelten  für  ein  bewegtes  Gas  die  Wabrscheinlicbkeits- 
functionen 

X 

y  n 
1)  v^ 

y  n 


(p{U,V,W)  =  Cj^y  e-*n(ü'-«)*  +  (F-.^)*  +  ( 


W^Y)*} 


Die  Grösse  s  baben  wir  in  diesem  Falle,  indem  die  ganze  Ge- 
schwindigkeit einer  jeden  Molekel  (Molekulargescbwindigkeit  ein- 
schliesslich der  äusseren  Geschwindigkeit)  mit  S  bezeichnet  wird,  aus 
der  Gleichung 

+  00  4-  00  +  00 
— ~  00  -•—  00  —00 

zu  ermitteln. 

Da  die  a,  ß,  y  jedenfalls  endlich  sind,  wird  auch 

-f    00    -f   00   -}-   00 


—  00  —  00  —  00 

4-00  4-00  4-  ® 


=  (y=y  j    j    j  (1^  +  »J^  +  g^  +  «^  +  /3^  +  y^  +  2«!  +  2/3jj 


00   — —  00   —  00 


Nun  sind  die  Integrationen  unabhängig  von  einander,  demnach 

4-00 

wird,  weil  allgemein  f  c^^'^ dx  =  \7C  ist, 

00 

4-004-004-00  4-0C 

—  00   — 00   — 00  '  — 00 

Ferner  haben  wir 

4-  00  4-  •  4-  00 

—  00    —00    ——00 

und 
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+  00   +  00  -|-  «: 


(^T  Hl '-**'■*"''«''■"«='• 


00    —  00    00 


somit 

3)  S2  =  p   +  ^2    +   g2    _|_  a2    +  /32    +   y2  =  :^    +    ;^2, 

woselbst  X  ^^  Geschwindigkeit  allein  der  Bewegung  des  Gases    als 
Ganzes  darstellt.     Andererseits  ist  aber  wie  früher 

Q  3 

2^2'  ^  2£2'  . 

also 


2  62 

und 

Es  tritt  also  nur  an  Stelle  von  ^2  ^[^3  S^  —  X^  ein.  Alles  andere 
bleibt  ungeändert. 

Das  ist  ein  grosser  Vortheil  der  hier  für  die  Wahrscheinlichkeits- 
fnncdon  gegebenen  Ableitung,  dass  der  Fall  einer  hinzukommenden 
besonderen  Bewegung  des  Gases  (gleichgültig  welcher  Art)  sich  so 
leicht  erledigt,  was  bei  anderen  Ableitungen   keineswegs  stattfindet. 

Zur  bequemeren  Darstellung  von  f(Uj  F,  W)  führen  wir  auch  hier 
sphärische  Goordinaten  ein,  indem  wir  setzen: 

U  =  Scos^y 
V  =  S  sind' cos  (Oj 
Tr=  Ssind'sinco. 
Es  ist  dann  wie  sonst 

düdVdW=  S^dSsinddd'dGJ, 
femer  nach  bekannten  Formeln  der  analytischen  Geometrie 

5)  (r— a)2  +  (F— /3)2  +  (TT— y)2  =  S^  +  X^  —  2Sxcos(S,x). 

^°  ('^»  X)  ^^^  Winkel  ist  zwischen  der  Richtung  der  Gesammtbewegung 
und  der  der  besonderen  Bewegung  des  Gases  als  Ganzes.  Denken  wir 
uns  das  Coordinatensystem  so  gelegt,  das  seine  a:;-Axe  mit  der  letzt- 
genannten Richtung  zusammenfällt,  so  wird  (iS,  %)  =  -ö*,  /J  =  y  =  0, 
«  =  %  und 

6)  f(U,  V,  W)dUdVdW 


=  (~\  S^e-'^^^-^x^-^^X'^'^^sindd^diodS, 


Die  Wahrscheinlichkeit  also,  dass  die  Geschwindigkeit  einer  Molekel 
ohne  Rücksicht  auf  die  Richtung  überhaupt  zwischen  S  und  S  -\-  d  S 
liegt,  ist  hiemach 
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27t   7t 

7i)     f(S)dS  =  C-^y  {   {  S^e-^'^^+x^-^^x'O'^^sin^dfüdd'dS. 


0     0 

Die  Integration  nach  co  giebt  den  Factor  2  3t,     Die  nach  d"  den 


Factor 

somit  wird 

72)  f{S)dS  =  -4=  -  (e-**(^-^>*  —  e-**(«  +  /)*)  diS, 

eine  Gleichung,  welche  von  Maxwell  herrührt  und  far  j|f  =  0  zu  der 
früheren  Gleichung  für  /(^)  di\)  führt. 

Wir  können  auch  die  Druckgleichung  auf  den  Fall  erweitem, 
dass  das  Gas  sich  in  Strömung  befindet.  Wir  haben  dabei  von  den 
Gleichungen  unter  3),  Abschnitt  23,  Gebrauch  zu  machen.  Die 
Strömung  gehe  in  Richtung  der  positiven  a;-Axe  vor  sich,  der  Transport 
von  bewegender  Kraft  in  dieser  Richtung  ist  dann  für  die  Zeiteinheit, 
indem  der  Buchstaben  u  mit  dem  n  vertauscht  wird: 

n.i.i  +  %)  =  n^flk  +  i,  n,  g)  (S  +  XY  di  dn  dt  dy  dz  \ 
nxin)  =  n^ifij^  +  X,  VI,  t)  (I  +  %)rid^dvidt,dydz 

wa;(g)        =  w/i/(|  +  X,  ij,  g)  (S  +  z)S  ö^S  ^n  ^l  dy  äz 

In  der  entgegengesetzten  Richtung  haben  wir:  >   8) 

•  '^x{^  —  %)  =  »*f*/(l  —  %y  %  i)  (I  —  %Y  di  dri  dt  dy  dz 
ny(rj)  =  wft/(g  —  Xy  n^  t)  (S  —  x)'nd^dridtdydz 

i^zit)  =niif(J^  —  X,  %  §)  (I  —  X)id^dridtdydz] 

Die  letzteren  Werthe  sind  zu  den  ersteren  zu  addiren  und  dann 
ist  nach  |  +  ;C,  i?,  5  bezw.  |  —  x^  Vi  S  i^ach  |  von  0  bis  oo,  nach 
fj,  t  "^on  —  00  bis  +  oa  zu  integriren.     Das  giebt  also  insgesammt 

px  =  ^  iW+W'  +  (I^^  +(i-\-x)v  +  i^-x)v  +  (I  +  X)  l 

Die  Summe  zweier  Mittelwerthe  ist  gleich  dem  Mittelwerthe  der 
Summe,  somit  _        _        _ 

I,,  =  «^(1^-1-^  +  U^-Ti)' 

Die  Mittelwerthe  so  gebildet,  wie  oben  angegeben  ist.  Aber  dann 
ist,  weil  iy,  5  alle  Werthe  von  —  oo  bis  +  oo  durchlaufen,  während 
die  S  nur  positiv  bleiben,  Jiy  =  |g  =  0,  somit,  weil  auch  X^  =  %^  ist 

9)  j^,  =  n^^  +  X') 
oder  indem  wir  wie  früher  ^^  =  '^i\}^  setzen: 

10)  Px  =  nii(\^  +  x^y 
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Der  Druck  in  der  Strömungsrichiung  ist  also  so  gross,  wie  der 
normale  im  Kuhezustande,  vermehrt  um  die  Energie  der  Strömungs- 
bewegung. Da  X*  ungeändert  bleibt,  wenn  -f-  jr  in  —  %  verwandelt 
wird,  herrscht  der  gleiche  Druck  auch  entgegengesetzt  der  Strömungs- 
bewegung. Senkrecht  zur  Strömungsbewegung  haben  wir  dagegen 
wie  früher 

11)  py=p,  =  niilt^ 

also  einen  geringeren  Druck. 

—  ^*    ist    die    mittlere    lebendige  Kraft   allein  der  Molekular- 

bewegnng  in  der  Yolumeneinheit  während  der  Strömungsbewegung. 
Kommt  dem  Gase  von  aussen  keine  Energie  zu,  so  muss,  weil  dann 
seine  Gesammtenergie  trotz  der  Strömung  ungeändert  bleibt 


12)  ^^  -\-  x^  ==  ^'^ 

sein,  woselbst  ^'  die  Geschwindigkeit  dßr  Molekel  im  Ruhezustande 
des  Gases  bedeutet,  also  ist  ^  jedenfalls  kleiner  als  ^',  somit  ist  der 
Seitendruck  eines  abgeschlossen  gegen  die  Aussenwelt  strömenden 
Gases  jedenfalls  geringer  als  der  eines  ruhenden  und  überhaupt  ist 
auch  die  Energie  seiner  reinen  Molekularbewegung  geringer  als  im 
Ruhezustande.  Ist  also  die  Temperatur  jener  Energie  proportional, 
so  folgt,  dass  ein  Gas,  welches  zu  strömen  beginnt,  sich  zugleich  ab- 
kühlt, wie  die  Erfahrung  auch  bestätigt.  Wir  kommen  hierauf  später 
nochmals  zurück,  hier  handelte  es  sich  nur  um  die  Druckgleichung 
an  sich. 

Zweitens  haben  wir  von  irgend  welchen  Kraftwirkungen,  welche 
die  Molekel  während  ihrer  Bewegung  durch  andere  Molekeln  etwa  er- 
^hrt,  ganz  abgesehen.  Nun  müssen  sich  allerdings  solche  Kraft- 
Wirkungen,  wenn  sie  vorhanden  sind,  im  Laufe  der  Zeit  gegenseitig 
aufheben,  denn  da  eine  Molekel  sich  nach  allen  Richtungen  unter- 
schiedslos bewegt,  erlitte  sie  auch  nach  allen  Richtungen  solche  Kraft- 
wirkongen ,  und  da  im  Durchschnitt  alle  Molekeln  gleich  wirken, 
müssten  sich  im  Laufe  der  Zeit  die  Wirkungen  compensiren.  Die 
Kraftwirkungen  als  solche  werden  deshalb  im  Wahrscheinlichkeits- 
gesetze keinen  Ausdruck  finden  können.  Soweit  sie  in  Betracht  kommen, 
bliebe  dieses  Gesetz  ungeändert.  Allein  die  Kraftwirkuugen  repräsen- 
tiren  eine  gewisse  Energie  und  diese  wiederum  bedingt,  dass  die  Be- 
wegung der  Molekeln  nun  in  so  fern  gebunden  ist,  als  sie  dem  Principe 
der  Erhaltung  der  Energie  gehorchen  muss.  Zwischen  den  Geschwindig- 
keiten und  der  Energie  der  Kräfte  besteht  also  eine  Beziehung,  welche 
nicht  unbeachtet  gelassen  werden  darf.  Ist  nun  diese  Energie  für  die 
Kraftcomponenten  in  Richtung  der  a;-Axe,  in  einem  Stadium  der  Be- 
wegung, in  welchem  die  Geschwindigkeiten  1^,  rjjt,  tu  sind,  (o^x,  und 
lUiben  0)]by,  (Ojeg  die  entsprechende  Bedeutung  für  die  Kraftcomponenten 
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in  Richtung  der  y-  bezw.  z-kxe^  geben  ferner  cOa«,  Oy,  cog  die  Mittel- 
wertbe  dieser  Energieen  an,  so  haben  wir  zu  den  Producten  unter 
3)  bezw.  4)  in  Abschnitt  24,  falls  allgemein  9'  (cd)  bedeutet,  dass  eine 
Molekel  die  potentielle  Energie  gj  hat,  noch  die  Factoren  hinzuzufügen 

13)         9'(ß'ia:)9''(G'iy)9'(ß'i^)9''(c'2x)9'(ß'2y)9'(ß'2^) 

9'(0'na;)9'(ß'ny)9'(ß'na;) 

bezw. 

1 4)  9 '  (CJi  a;  —  ö^)  9' (OJi  y  —  OJy)  9' (Oi  ^  —  0)^)  9' (Cöaa.— OJ«.)  9' (Oay  —  CJy) 
^>'{G>%z—(Og) ^>'  (Pnx  —  Gix)^>'  ((Xiny  —  tOy)(p'  {(Dnz  —  Giz) 

und  die  0  entsprechen  nach  dem  Principe  der  Erhaltung  der  Kraft  der 
Bedingung 

15)  2^  ^  (ßjfcx— ^)  +^  (Okj;  — rä^)  +21  («k«  — G'^)) 

= ]S  (*'^'  —  ^)  • 

fc=:l 

Nunmehr  ist  das  Maximum  zu  suchen  mit  Eücksicht  sowohl  auf 

die  S,  %  i  (wie  früher  S.  136)  als  auch  auf  die  (Oxi  <^yt  ^z*  Da  jedoch 
die  (p  von  den  (p'  ganz  unabhängig  sein  müssen,  bleibt  alles  Frühere 
ungeändert  und  das  Maximum  ist  in  Bezug  auf  das  neue  Product  der 
9?'  für  sich  zu  ermitteln.  Nennen  wir  dieses  Product  77,  so  ist  sein 
Maximum  relativ,  weil  noch  die  Bedingungsgleichung  zu  erfüllen  ist, 
nach  der  bekannten  Kegel  ist  hiernach 

^  .+  2  V[li(Oj,x  -'^,)  +  2  ((Olcy  -'^y)  +  2  (öfc,  -^)  —   1  (^1  -  ^)] 

zu  einem  absoluten  Maximum  durch  Differentiation  nach  den  cd  zu 
machen,  wobei  k'  irgend  ein  von  den  (o  jedenfalls  unabhängiger 
Factor  ist. 

Genau  so  wie  früher  ergiebt  sich  hiernach  für  irgend  eines  der  q>' 

d  (CDicp  —  CDp) 

und  es  wird 

somit  auch 

16)  <p'(o*p)=  (5)e-'"""*i' 
und  allgemein 

17)  VK)9'K)9'(<ö.)  =  (5«)e~'''^^-  +  "y  +  "^^. 

Aber  cOx  -\-  CDy  -\-  o^  ist  die  gesammte  potentielle  Energie  der  Kräfte, 
heisst  diese  o,  so  haben  wir,  indem  /'  die  Wahrscheinlichkeit  bedeutet, 
dass  eine  Molekel  die  potentielle  Energie  g},  bestehend  aus  den  drei 
Theilenergieen  (o^^  cOy,  co^,  hat 
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Mit  diesen  g)'  und  f  sind  die  entsprechenden  q>  und  /  zu  multi- 
pliciren.  Hiernach  erweitert  sich  das  Maxwell'sche  Gesetz  dahin, 
dass,  wenn  die  Molekeln  Kräfte  auf  einander  ausüben,  die  Wahr- 
scheinlichkeit einer  Geschwindigkeit  zwischen  |  und  |  +  ^§i  ^  und 
fl  •¥  dri,  %  und  %  -\-  dt,,  bei  einer  potentiellen  Energie  zwischen  (Ox 
und  Gix  +  diOx,  G>y  und  Oy  +  dG^y^  (Og  und  (Og  -f-  (io^  ist: 

q>ii)9^'(G)x)d^dci)x  =  C^''^^'-^^"'xd^d(X)x, 

(p{ri)fp'ici)y)dridG}y  =  C€r''''^^-^^"^ydridc3y, 

19)  9>(J;)9'(aJ.)(?J;öfß),  =  Oe-**^'*-^^'^^e?J;(iß),; 

/(!»  Vy   t)f{CDx,  Oy,   ß>^)^S  C?1?  di  dCDx  dCOy  dCDg 

—    (;3g- €«($«+»/«+  S«)-2/'(co^  +  CUj,  +  tap  ^1  ^^  didCOx  diOy  d(0 g, 

wobei 

I'  +  n^  +  £'  =  *^     cJo:  +  öj/'  +  ßj.  =  ». 

Anwenden  lassen  sich  diese  allgemeineren  Gleichungen  nicht,  denn  es 
ist  durchaus  nicht  bekannt,  wie  die  Molekeln  auf  einander  aus  der 
Ferne  wirken,  die  Energieen  cd  kennen  wir  nicht. 

Da  die  Energieen  als  solche  positiv  sind,  muss  die  Grösse  A'  auch 
positiv  sein,  hieraus  folgt,  dass  durch  die  Existenz  der  Kräfte,  die 
Mittelwerthe  der  Geschwindigkeiten  und  ihrer  Potenzen  sich  verkleinern, 
es  verkleinert  sich  also  auch  der  Eigendruck  des  Gases. 

Die  dritte  Erweiterung,  von  der  noch  zu  sprechen  ist,  besteht  in 
Folgendem:  Die  Molekeln  sind  als  mathematische  Punkte  behandelt 
worden,  wären  sie  starre  Körper,  so  hätte  das  auch  nichts  zu  be- 
deuten, selbst  dann  nicht,  wenn  sie  als  solche  auch  etwa  rotiren 
würden,  das  MaxwelTsche  Gesetz  bliebe  bestehen,  statt  Molekel 
hätten  wir  nur  zu  sagen:  Schwerpunkt  der  Molekel.  Nun  aber  ver- 
langen die  in  der  Chemie  studirten  Eigenschaften,  dass  die  Molekeln 
als  aus  einzelnen  Atomen  bestehend  angesehen  werden,  und  zwar  nicht 
allein  bei  Gasen,  welche  chemisch  zusammengesetzt  sind;  sondern  auch 
hei  Gasen,  welche  Elemente  sind,  lieber  die  Zahl  der  Atome  in  einer 
Molekel  sind  wir  nicht  unterrichtet,  nur  die  Zahl  der  Atomcomplexe 
kennen  wir,  d.  h.  der  Aggregate  von  Atomen,  welche  jedes  für  sich 
ein  zusammengehöriges  System  bildet,  und  wenn  wir  von  einatomigen, 
zweiatomigen,  dreiatomigen  u.  s.  f.  Molekeln  reden,  meinen  wir  auch, 
dass  es  sich  um  Molekeln  handelt,  die  aus  einem,  aus  zwei,  aus 
drei  u.  s.  f.  Atomcomplexen  bestehen,  deren  jeder  Eigenschaften  hat, 
die  gerade  seine  Atome  zu  einem  System  zusammenhalten.  Nun  kann 
68  gar  nicht  ausbleiben,  dass,  wenn  die  Molekeln  wirklich  zusammen- 
Btossen,  dadurch  auch  in  ihnen  Erzitterungen  entstehen,  welche  die 
Atome  einzeln  oder  in  Gomplexen  in  Bewegung  setzen.  Im  Allgemeinen 
werden  also  die  Atome  in  der  Molekel  noch  gesonderte  Bewegungen 
ausführen,   worüber    schon    früher  gesprochen    ist.     Es  können  nun 
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zwei  Fälle  eintreten,  entweder  behält  eine  Molekel  stets  dieselben 
Atome,  und,  wenn  es  ihre  Atome  wechselt,  bleibt  eine  Molekel  stets 
aus  Atomen  gleicher  Gattungen  in  stets  gleicher  Zahl  zusammen- 
gesetzt, oder  dieses  ündet  nicht  statt,  und  einige  Molekeln  verlieren 
Atome,  zerlegen  sich,  während  andere  möglicherweise  welche  gewinnen, 
also  sich  erweitert  zusammensetzen.  Der  erste  Fall  ist  der  eines  be- 
stimmten chemisch  unveränderlichen  Körpers,  der  zweite  eines  Körpers, 
der  chemisch  sich  ändert,  indem  in  ihm  Dissociationen  und  Bindungen 
Platz  greifen.  Gase  können  sich  je  nach  ihrem  Zustande,  z.  B.  ihrer 
Temperatur,  in  beiden  Fällen  befinden. 

Von  vornherein  ist  klar,  dass  keine  innere  Bewegung  in  einem 
Körper,  welche  auf  Kräften  beruht,  die  dem  Gesetze  der  Gleichheit  von 
Wirkung  und  Gegenwirkung  unterworfen  sind,  die  Bewegung  seines 
Schwerpunktes  ändern  kann.  Zerspränge  die  Erde  in  staubgleiche 
Splitter,  die  sich  durch  den  ganzen  Weltraum  zerstreuten,  der  Schwer- 
punkt der  Erde  würde  nach  wie  vor  die  gewohnte  Bewegung  um  die 
Sonne  vollführen.  Gilt  also  das  Gesetz  der  Gleichheit  von  Wirkung 
und  Gegenwirkung  auch  für  die  Kräfte,  welche  zwischen  den  Atomen 
wirken,  so  kann  im  ersten  Falle  (durchschnittliche  Erhaltung  der 
Atome  im  Molekel)  die  Bewegung  der  Molekel  als  Ganzes  (ihres 
Schwerpunktes)  durch  die  Bewegung  der  Atome  in  ihr  nicht  beein- 
flusst  werden.  Das  Mas;w eil' sehe  Vertheilungsgesetz  bleibt  alsdann 
gleichfalls  bestehen.  Ip  der  durch  die  Gleichungen  19)  erweiterten 
Form  gälte  es  nicht  allein  für  die  Molekeln,  sondern  auch  für  die 
Atome,  nur  würden  |,  rj,  ^  die  Atomgeschwindigkeiten,  co^,  Cy*  ^^  ^^^ 
Atomenergieen  (mechanische  Energieen  und  chemische)  bedeuten  und 
man  hätte  nur  darauf  zu  achten,  dass  bei  den  Atomen  für  die  |,  17,  ^ 
unter  allen  Umständen  endliche  Werthe  angesetzt  werden  müssen, 
weil  sonst  die  Molekeln  zerfallen  würden.  Die  a  sind  ohnedies  stets 
endliche  Grössen. 

Im  zweiten  Falle  lässt  sich,  so  lange  die  Zertheilung  der  Molekeln 
oder  deren  Yergrösserung  fortgeht,  kaum  etwas  voraussagen.  Die 
Gleichungen  19)  gelten  dann  immer  nur  für  Momente,  und  dieses  auch 
nur,  wenn  die  Zertheilung  und  Yergrösserung,  im  Verhältniss  zu  den 
Geschwindigkeitsänderungen  langsam  geschieht.  Bliebe  auch  —  was 
noch  zweifelhaft  ist  —  ihre  allgemeine  Form  erhalten,  die  Gonstanten 
und  Energieen  würden  ständig  variiren« 

Endlich  viertens  kann  es  vorkommen,  dass  ein  Gas  überhaupt 
nicht  homogen  ist,  indem  es  aus  einer  Mischung  verschiedener  Gase 
besteht,  wie  beispielsweise  die  Luft.     Die  Erfahrung  hat  gelehrt: 

Mischungen  idealer  Gase  verhalten  sich  genau  so, 
wie  die  einzelnen  idealen  Gase;  mischt  man  ideale  Gase, 
so  tritt  keinerlei  merkbare  Aenderung  ein  (abgesehen  natür- 
lich davon,  dass  Druck  und  Volumen  sich  ändern),  namentlich 
bleibt  die  Temperatur  ungeändert. 
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Daraus  folgt  sofort,  dass  das  Max  well' sehe  Gesetz  für  solche 
Mischlingen  genau  so  gilt,  wie  für  homogene  Gase  und  zwar  gilt  es 
für  jeden  Bestandtheil  für  sich,  indem  von  Bestandtheil  zu  Bestandtheil 
die  Constante  6  andere  und  andere  Werthe  aufweist.  Der  Einfachheit 
halber  nehmen  wir  ein  Gemisch  von  zwei  Gasen  an.  Die  Geschwindig- 
keitscomponenten  in  dem  einen  Gase  seien  |i,  i}i,  ^i;  die  im  anderen 
I2'  Vif  &2i  ^6  Werthe  der  Constante  6  seien  €1  bezw.  €3. 

Für  eine  Molekel  des  ersten  Gases  ist  dann 


/«i,  Vi,  5i)  =  /(l?  +  vi  +  U)  =  (^) 


8 


für  eine  des  zweiten  Gases 

/(&.  %,  U)  =/(!!  +  vi  +  m  =  (-^yc-^(^ +'«'+«.•). 

Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  zugleich  die  erste  Molekel  die  Ge- 
Bchwindigkeitscomponenten  |i,  1}^,  ^i  und  die  zweite  die  ^27  V^j  ^2  h^^» 
wird  hiernach 

/(l?  +  vi  +  5?)/(IJ  +.  vi  +  tl)- 

Die  beiden  Molekeln  können  zusammenstossen,  wir  nehmen  an, 
sie  thun  es,  gehen  dann  ihre  Componenten  über  in  ^\,  ri\,  i\\ 
^\,  7i'2f  i'2,  SO  muss  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  sie  zugleich  diese 
neuen  Componenten  haben,  so  gross  sein,  wie  die,  dass  sie  die  Compo- 
nenten §1)  ^1)  Si;  tu  Vif  Sa  hatten,  denn  jene  ergeben  sich  mit  Noth- 
wendigkeit  aus  diesen,  also  haben  wir 

/(l?  +  ^?  +  g?)/(ll  +  vi  +  il) 

= /(r?  +  v'i  +  r?)/«'!  +  v'l  +  S'l). 

Nun  ändert  sich  aber,  wenn,  wie  wir  stets  angenommen  haben,  die 
Molekeln  sich  wie  Töllig  elastische  Kugeln  yerhalten  und  Kräfte  zwischen 
ihnen  nicht  wirken,  ihre  gemeinschafÜiche  Energie  durch  den  Stoss 
nicht,  hat  also  die  erste  Molekel  durch  den  Stoss  die  Energie  a  ge- 
wonnen, so  muss  die  zweite  die  Energie  a  verloren  haben,  somit  folgt 

I  (^lii'i  +  v'l  +  g'f)  =  I  <ti(i?  +  vi  +  g?)  + «, 

nnd  zugleich 

\  M^'l  +  v'l  +  t'l)  =  I  /*i(l'l  +  vi  +  tl)  -  «, 

woselbst  ^i  die  Masse  der  ersten,  1I2  <^i®  ^^^  zweiten  Molekel  bedeutet. 
Hiernach  haben  wir 

20)  /(i?  +  vi  +  e?)/(ii  +  vi  +  m 

=  /(i?  +  vi  +  ti  +  ^)f{^i  +  vi  +  51  -  ^)- 


160  Fänttes  Capitel. 

Setzen  wir  für  die  /ihre  Werthe  ein,  so  wird  also '■) 

1  =  6"'  "', 


somit 


£2  e2 


/ix         fta 
oder  zufolge  der  Werthe  von  £i  und  ef«  nämlich 

2    **  2    

£l    =  -^=,  £2    ^"^=5» 

21)  fii  !/^  =  fi2  *2 . 

Daraus  folgt:  die  mittlere  lebendige  Kraft  ist  in  dem  einen  Be- 
standtheile  so  gross  wie  in  dem  anderen.  Das  gilt  nun  selbstverständlich 
für  alle  Bestandtheile,  wenn  deren  mehr  als  zwei  Torhanden  sind. 

In  jedem  Gasgemisch  haben  alle  Molekeln,  unabhängige 
davon,  welchem  Bestandtheile  sie  angehören,  eine  und  die- 
selbe mittlere  lebendige  Kraft. 

Sofort  können  wir  hieraus  und  aus  dem  Boyle-Gay-Lussac'- 
schen  Gesetze  einen  neuen  Satz  ableiten. 

Offenbar  gilt  der  obige  Satz  ebenso,  wenn  die  Gase  getrennt  sind, 
falls  sie  sich  nur  sonst  unter  genau  gleichen  Verhältnissen  befinden, 
denn  durch  das  Vermischen  wird,  wie  wir  gesehen  haben  (und  die  Er- 
fahrung mit  grosser  Annäherung  bestätigt),  nichts  geändert.  Haben 
nun  zwei  Gase  gleiches  Volumen,  gleichen  Druck. und  gleiche  Tempe- 
ratur (thermokinetisch  gemessen),  so  wird  nach  Gleichung  28)  in  Ab- 
schnitt 25 

also  wegen  Gleichung  21) 

22)  JVi  =  iVj. 

Das  heisst  allgemein: 

Unter  gleichem  Drucke  und  gleicher  Temperatur  haben 
gleiche  Volumina  verschiedener  Gase  gleich  viele  Molekeln. 

Das  ist  der  Satz  von  Avogadro.  Wir  sahen  früher,  Abschnitt  22, 
dass  die  Erfahrung  ergeben  hatte.  Gase  hätten  unter  gleicher  Tempe- 
ratur und  gleichem  Drucke  in  gleichen  Volumina  gleich  viele  Molekular- 
gewichte. Jetzt  wird  die  Bedeutung  klarer,  indem  jedes  Molekular- 
gewicht sich  an  eine  Molekel  bindet. 

Ferner  vermischen  wir  Gase  mit  einander  und  nennen  den  Druck, 
den  sie  dann  zusammen  ausüben,  j9,  so  ist 


^)  Wie  man  aus  der  obigen  Functionalglelcliung  die  Functionen  selbst, 
das  Maxwell'sche  Gesetz,  ableiten  kann,  wird  in  G.  Kirchhoff's  Vor- 
lesungen über  die  Theorie  der  Wärme  S.  152  erwiesen. 
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23)  ^  =  3  (%/^i*i   +  %l^3^2   +  •  •  •  +  njcliicMy 

woselbst  die  Indices  sich  auf  die  Terschiedenen  Gase  beziehen  und  die 
n,  ft,  tlf^  die  bekannten  Bedeutungen  haben.  Nun  ist  aber  für  jedes 
einzelne  der  Gase  für  sich  der  Druck 

also 

24)  P=Pi  +  P2  +  Ps  +  '  "  +  Pky 

das  heisst:  der  Gesammtdruck  ist  gleich  der  Summe  der 
Drucke,  die  jedes  der  Gase  für  sich  allein  ausüben  würde. 
Man  nennt  dieses  Gesetz  das  der  Partialdrucke,  es  stammt 
Yon  Dal  ton.  Es  folgt  aber  aus  diesem  Satze  nicht  etwa,  dass  ein 
Gemisch  jedes  der  Gase  nur  unter  seinem  Partialdrucke  steht,  vielmehr 
steht  es  unter  dem  Gesammtdrucke. 


27.     Die  mittlere  Weglänge  der  Molekeln« 

Für  gewisse  Fragen  in  der  Gastheorie  ist  die  Eenntniss  der  mitt- 
leren Länge  des  Weges,  den  eine  Molekel  frei,  d.  h.  ohne  gegen  andere 
Molekeln  anzustossen,  zurücklegen  kann,  yon  Wichtigkeit.  Clausius 
war  es,  der  diese  Grösse  in  die  Wissenschaft  eingeführt  und  damit  ein 
neues  Untersuchungsgebiet  eröffnet  hat.  Veranlasst  wurde  er  zu  ihrer 
Berechnung  durch  die  excessiv  grossen  Werthe,  welche  er  für  die 
durchschnittliche  Geschwindigkeit  der  Gasmolekeln  ermittelt  hatte.  Man 
erhob  nämlich  daraus  gegen  die  kinetische  Gastheorie  das  Bedenken, 
dass,  wenn  ihren  Eechnungen  zufolge  die  Gasmolekeln  sich  mit  so 
grosser  Geschwindigkeit  bewegen  sollten,  ein  Gas  sich  sofort  nach 
allen  Bichtungen  ausbreiten  müsse,  selbst  wenn  es  in  einen  Kaum  ge- 
bracht würde,  der  schon  ein  anderes  Gas  enthält.  Mit  anderen  Worten, 
Gase  müssten  mit  grosser  Schnelligkeit  durch  andere  Gase  diffundiren, 
was  aber  der  Erfahrung  nach  keineswegs  der  Fall  ist,  da  im  Gegen- 
theil  die  Diffusion  der  Gase  durch  Gase  im  Yerhältniss  zu  der  Ge- 
schwindigkeit der  Molekularbewegung  ausserordentlich  langsam  vor 
sich  geht.  Da  berechnete  eben  Clausius,  wie  weit  eigentlich  eine 
Gasmolekel  sich  frei  bewegen  kann,  bis  sie  gegen  eine  andere,  oder 
bis  eine  andere  gegen  sie  anstösst,  und  kam  zu  einer  so  minimalen 
Grösse,  dass  hieraus  sofort  die  grosse  Langsamkeit  der  Diffusion  klar 
wurde.  Später  gewann  diese  Grösse,  eben  die  mittlere  molekulare 
Weglänge,  auch  für  die  Theorie  der  Eeibung  der  Gase  und  für  andere 
Fragen  in  der  Gaslehre  grosse  Bedeutung.  Ich  werde  ihre  Ableitung 
erst  nach  den  Ton  Clausius  und  Maxwell  ausgearbeiteten  und  all- 
gemein  anerkannten  Methoden    darstellen   und    dann  dasjenige    yor- 

Weinstein,  Thermodynamik.  ]^j 
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fahren,  was  ich  selbst  dazu  zu  sagen  habe ;  es  kann  nämlich  Niemandem, 
der  sich  mit  den  hierüber  geführten  Untersuchungen  etwas  genauer 
beschäftigt,  entgehen,  dass  hier  trotz  der  sorgfältigen  Arbeiten  noch 
Vieles  unsicher  und  unklar  ist. 

Eine  Molekel  bewege  sich  nach  allen  möglichen  Richtungen  mit 
der  mittleren  Geschwindigkeit  T^.  Welches  ist  der  Weg,  den  sie  im 
Durchschnitt  zwischen  zwei  auf  einander  folgenden  Zusammenstössen 
zurücklegt?  Sei  der  Weg  überhaupt  Z,  ist  x  die  Zeit  zwischen  zwei 
Zusammenstössen,  so  haben  wir 

1)  l  =  T^. 

Der  mittlere  Weg  zwischen  zwei  Zusammenstössen  wird  also 


2i)  l  =  xi\). 

Darf  man  für  xi\f  setzen  r  i^,  so  bedeutet  r  die  mittlere  Bewegungs- 
dauer zwischen  zwei  Zusammenstössen. 

Bezeichnen  wir  aber  mit  v  die  Anzahl  der  Zusammenstösse  in  der 
Zeiteinheit,  so  ist  der  mittlere  Werth  von  z  gleich 

3)  x  =  — ^- — , 

also  ist  die  mittlere  Weglänge  l  gleich 


22)  Z  = 


V  —  l 


und  es  ist  die  Grösse  v  zu  bestimmen^). 

Nach  Clausius  und  Anderen  verfahrt  man  in  folgender  Weise: 
Wir  sprechen  allgemein  von  einem  Zusammenstösse  zweier  Molekeln, 
wenn  die  Bahn  einer  Molekel  durch  die  Nähe  einer  anderen  Molekel 
geknickt  oder  gar  zurückverlegt  wird.  Es  ist  dazu  nicht  nöthig,  dass 
die  Molekeln  substanziell  auf  einander  prallen,  es  genügt  schon, 
wenn  eine  Molekel  einer  anderen  so  nahe  kommen  kann,  dass  ihre 
Bahn  jene  Aenderung  erfahrt.  Die  Molekeln  hätten  dann  gewisse 
Sphären  um  sich,  die  sie  gegenseitig  nicht  durchdringen  können.  Von 
vornherein  steht  zu  vermuthen,  dass  diese  Sphären  nichts  an  sich  Un- 
veränderliches sind,  dass  vielmehr  zwei  Sphären  sich  um  so  mehr 
durchdringen  können,  je  heftiger  der  Zusammenstoss  ist,  je  grösser  die 
Geschwindigkeitsdifferenz  in  Richtung  der  Verbindungslinie  ist.  Wir 
nehmen  aber  an,  dass  es  sich  um  Mittel werthe  handelt  und  sprechen 
von  einem  mittleren  Radius  der  Wirkungssphäre,  indem  wir  darunter 
die  halbe  grösste  Weite  verstehen,  bis  zu  der  sich  zwei  Molekeln  im 
Durchschnitt  nicht  nahe  kommen  können,  ohne  dass  sie  im  vor- 
bezeichneten Sinne  zusammenstössen.  6  sei  diese  mittlere  Wirkungs- 
weite. 


^)  j'  —  1,  weil  jeder  Weg  durcli  zwei  Stosspunkte  begrenzt  ist. 


Molekulare  Weglänge.  163 

Zunächst  sei  angenommen,  die  anderen  Molekeln  ruhten  und  eine 
Molekel  bewege  sich  zwischen  ihnen.  Indem  sie  sich  bewegt,  beschreibt 
der  vordere  Theil  der  Wirkungssphäre  einen  cylindrischen  Baum.  Zu- 
sammenstossen  kann  sie  nur  mit  Molekeln,  die  sich  innerhalb  dieses 
Raumes  befinden.  Ist  aber  t)  das  Volumen  dieses  Eaumes  für  die  in 
der  Zeiteinheit  zurückgelegte  Weglänge,  n  die  Anzahl  der  Molekeln 
in  der  Yolumeneinheit ,  so  beträgt  die  wahrscheinliche  Zahl  Molekeln 
in  diesem  Baume  nt),  also  ist  die  Wahrscheinlichkeit  iv  für  den  Zu- 
sammenstoss  mit  irgend  einer  dieser  Molekeln  gleich  n,  multiplicirt 
mit  dem  Verhältnisse  des  Volumens  t)  zu  der  Volumeneinheit,  d.  h. 

4)  iv  =  nt). 

D  ist  gleich  dem  Inhalte  eines  Cylinders  von  der  Länge  ^  und  dem 
Querschnitte  Jtö^,  der  nach  beiden  Seiten  durch  Halbkugeln  vom 
Radius  Ö  bezw.  — Ö  geschlossen  ist,  also 

2  2  

o  o 

und 

5i)  w  =  nTtö^il^. 

Wenn  die  anderen  Molekeln  nicht  in  Ruhe  verharren,  sondern  sich 
bewegen,  können  wir  auf  den  früheren  Fall  zurückgelangen,  indem  wir 
der  sich  bewegenden  Molekel  nur  diejenige  Bewegung  zuschreiben,  die 
ihr  im  Durchschnitt  relativ  zu  den  anderen  Molekeln  zukommt. 
Nennen  wir  diese  ^r?  so  bliebe  also  die  obige  Formel  bestehen,  nur 
wäre  anstatt  ^  diese  relative  Geschwindigkeit  tpr  zu  setzen,  also  ist 
far  diesen  Hauptfall 

Dieselbe  Grösse  giebt  aber  auch  die  wahrscheinliche  Anzahl  Zu- 
sammenstösse  in  der  Zeiteinheit.     Hiernach  wird 

6i)  V  =  w  =  ^mö^il^r, 

somit 

7i)  1  = = 

Die  Grösse  ^r  ist  leicht  zu  bestimmen,  wenn  wir  allen  Molekeln 
nur  eine  und  dieselbe  mittlere  Geschwindigkeit  zuschreiben;  zunächst 
haben  wir,  indem  mit  |,  t^,|  die  mittleren  Geschwindigkeitscomponenten 
der  hervorgehobenen  Molekel  bezeichnet  werden  und  mit  ^',  ij',  5'  die 
einer  der  anderen 

i^  =  (I  —  ir  +  iv-  ?)^  +  (5  -  f)'- 

Nehmen  wir  die  Bewegungsrichtung  der  einen  Molekel  zur  Axe 
sphärischer  Goordinaten,  so  wird 

11* 
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I—- 1'  =  ri^cosd'y 

7}  —  ^'  =  il^ sind"  COS  CD, 

S  —  g'  ==  ^  sin  -0"  sin  o, 
somit 


—        -    / —       -0" 

8)  tr^=if  V2(l  —  cos-Ö")  =  2t^sm  -• 

Dieses  gilt  für  alle  Molekeln ,  welche  um  -0*  gegen  die  Bewegungs- 
richtung der  hervorgehobenen  Molekel  geneigt  sind.  Die  Zahl  dieser 
und  die  aller,  welche  Bahnen  haben,  die  um  einen  Winkel  zwischen  -0*  und 
%"  -\-  d.%'  gegen  die  bezeichnete  Richtung  geneigt  sind,  yerhält  sich  zu 
der  Zahl  der  in  einer  mit  dem  Eadius  1  um  die  Molekel  geschlagenen 
Kugel  vorhandenen  Molekeln  wie  die  Fläche  einer  Zone  von  der  Weite 
'0'  und  der  Breite  d%'  auf  der  Eugelfläche  zu  der  Fläche  der  ganzen 
Kugel,  wir  haben  also  noch  mit  2'n.sin%'d%'  zu  multipliciren ,  durch 
4?r  zu  dividiren  und  nach  ^  von  0  bis  180^  zu  integriren,  hier- 
nach wird 

n 
7t  2~ 

t/;^  =  ^  I  sin  —  sin^d%'  =  41/^1  sin^  —  cos  —  d  i  —  \ 

0  0 

oder 

9i)  1^,  =  i  t^ 

Zuletzt  erhalten  wir  also 

4  — 

6a)  V  =.  —  nn0^7\) 

3 

und 

7,)  f=  ^ 


4  - 

—  Ttnö^i^  —  1 


Gewöhnlich  iässt  man  das  Glied  —  1   als  sehr  klein  gegen  das   erste 
Glied  fort,  dann  wird 

73)  ^'=7—'^ — 

4 

~  7t  n  6^ 

0 

Den  Zähler  haben  wir  uns  mit  der  Volumeneinheit  multiplicirt  zu 
denken,  da  er  sich  auf  die  Volumeneinheit  beziehen  sollte.  Multi- 
pliciren wir  nun  Zähler  und  Nenner  mit  Ö,  so  ist  auch 

7.)  11 


ö         4 

—  7t  n  6^ 
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das  heisst,  die  mittlere  Weglänge  verhält  sich  zum  mittleren 
Wirkungsradius  wie  die  Yolumeneinheit  zum  Volumen  aller 
darin  enthaltenen  Wirkungssphären. 

Der  Satz  sieht  sehr  plausibel  aus,  er  enthält  aber  die  bedenkliche 
Behauptung,  da  SS  die  mittlere  Weglänge  bei  gleicher  Wirkungs- 
sphäre für  alle  Verhältnisse  die  nämliche  ist. 

Ehe  ich  ihn  weiter  discutire,  erwähne  ich  die  strengere  Berechnung 
nach  Maxwell,  welche  zugleich  darthut,  dass  der  obige  Satz  durchaus 
nicht  etwa  selbstverständlich  ist.  Es  ist  bei  der  Berechnung  der  mitt- 
leren relativen  Geschwindigkeit  angenommen  worden,  dass  alle  Molekeln 
gleiche  absolute  Geschwindigkeit  haben.  Das  trifft  nicht  zu,  wir  haben 
deshalb  diese  mittlere  relative  Geschwindigkeit  gemäss  den  genaueren 
Gleichungen  unter  1)  in  Abschnitt  25  abzuleiten. 

Da  wir  die  durchschnittliche  Weglänge  für  alle  Molekeln  zu- 
sammen im  Durchschnitt  berechnen  wollen,  ist  auch  t^r  für  alle 
Molekeln  im  Durchschnitt  zu  bilden.  Nach  den  citirten  Gleichungen 
ist  deshalb 


00  —  00   —  00   00   —  00   —  00 


e— «(?'«+.;'«+!:«'+£*  +  -)«  +  ?)  d|  di]  dt  di'  dij'  df. 
Nun  haben  wir 

2  (r*  +  v'^  H-  r»  +  I*  + 1?«  +  tv  =  (r  -  ly  +  w  —  v)' 
+  (f  —  tr  +  (r  + 1)^  +  (v'  +  ny  +  (£'  +  ly- 

Dieses  führt  auf  den  Gedanken,  als  neue  Variabein  einzusetzen 

■t\'  —  1J  =  « ;  ij'  +  ij  =   F, 

r  -  g  =  w;  r  +  g  =  w; 

woraus  folgt 

_  V-^u  _  F+  ^  .,  _  W^w 

S—       2'  ^~2'  ^   ~        2       ' 

y U  —  u  F  —  V  ,  W —  w 

5  —      2      '         ^  ~      2     '  S  —  —  ^      ; 

(r-l)^  +  in'-ny  +  (£'-&)^  =  ^2  _^  ^2  +  ^2, 

|'2  _^  ^'2  +  g'2  _|_  |2  4.  ^2  _^  g2   =    1.    (^2_^^2_^^2_^f;'2  +   F^  +  W^), 

Nach  einem  Satze  aus  der  Integralrechnung  ist  femer,  wenn  ein 
System  unabhängiger  Variabein  äJi,  a;2»  %  *  •  •»  ^n  ersetzt  wird  durch 
ein  System  gleichfalls  unabhängiger  Variabein  y^,  ^2»  ^s  •  •  •»  Vn 

dxi  dxq  dx^  .  .  .  dxn  =  ^dyi  dy^  dy^  .  .  .  dy^ 
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woselbst  ^  die  stets  absolut  zu  rechnende  Functionaldeterminante  der 
X  mit  Bezug  auf  die  y  ist,  nämlich: 


^  = 


dyi     dyi 

dxi     dx2 


82/1 
dXn 
82^2 


dxi     d  X.2 


dXn 


dyn     dyn  dyn 

In  unserem  Falle  wird  diese  Determinante 


^  = 


1 
2 


-     0     0  —  - 


1_ 
2 


0 


0 


I» 


0    —   - 


1^ 

2 


0 


0 


0     0- 


1^ 

2 


1 
2 


-00 


1_ 

2 


0-0 


0     0- 


1 

2 


0 

2 
0 

0 


0  —    - 


1^ 
2 


0 

1^ 
2 

0 


0 
0 

2 


28 


—  jCu^  +  tiS+u;«) 


Also  geht  das  sechsfache  Integral  über  in 

e  dudvdwdüdVdW. 

Die  Grenzen  sind  wieder  sämmtlich  —  00  und  -|-  00 .     Hier  sind 
aber  die  w,  v,  w  von  den  TJ,  F,  TT  getrennt.     Nun  haben  wir 


(V2  yR)  JJJ 


e     ^  dUdVdW=  1, 


also 


Hmni^ 


u^  -\-  v^  -\-  w^  e 


4-  (u«  +  t;«  +  u;«) 


du  dv  dw. 


Hier  führen  wir  die  üblichen  Polarcoordinaten  ein  und  erhalten 
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00     TT     27f  ,2 


'  0     0     0 

oder  nach  Ausführung  der  Integration  nach  cd  und  nach  d" 


0  -  -  - 


oder  gemäss  den  Formeln  für  t^^  mj^j  |^  jn  Abschnitt  25 

—         4  — 
Nach  der  ungenaueren  Rechnung  hatten  wir  gefunden  ^^  ^  —  t/;,  also 

3 

wäre  der  Werth  t/^r  nach  der  ersten  Ueberschlagsrechnung,  wenn  wir 

ihn  mit  (^r)i  bezeichnen: 

ßomit  der  genauere  Werth 

94)  ^  =  (^)i  (I)'  =  1,06066  (Vr)i, 

also  nur  wenig  von  dem  ersten  Werthe  verschieden.     Wir  bekommen 
aber  in  zweiter  Näherung  für  die  Anzahl  der  Stösse  in  der  Zeiteinheit 


63) 

r      *^ 

oder 

64) 

V  —  ^2nnö^tl^ 

und  für  die  mittlere 

Weglänge 

7.^ 

i             "^ 

'b) 

oder 

4I/0  »ö^Vv*    1 

7,^ 

T               ^ 

oder  auch 

yj^nn^O"^^  —  1' 

7-^ 

n) 

^^^.r..^.M%       1 

Lässt  man  im  Nenner  das  zu  vernachlässigende  Glied  fort,  so  bleibt 
in  beiden  Fällen 
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78)  1  = 


Diese  Formel  rührt  von  Maxwell  her,  die  erstgegebene  unter 
74),  woselbst  ^r  unter  der  Annahme  gleicher  Molekulargeschwindig- 
keiten  berechnet  war,  ist  von  Clausius  aufgestellt;  sie  war,  wie  be- 
merkt, überhaupt  die  erste  Formel  für  l.  Die  strengere  Formel  giebt 
kleinere  mittlere  Weglängen  als  die  weniger  strenge,  also  grössere 
Stosszahlen. 

Die  abgeleitete  mittlere  Weglänge  bezieht  sich  auf  sämmtliche 
Molekeln  im  Durchschnitt,  denn  wir  haben  ^r  für  sämmtliche  Molekeln 
im  Durchschnitt  berechnet.  0.  E.  Meyer  hat  gezeigt i),  wie  man  das 
t^r  auch  für  eine  einzelne  Molekel  ableiten  kann.  Zunächst  ist  für 
eine  solche  einzelne  Molekel,  indem  wir  dann  ^r  niit  ^r  bezeichnen 

-j-  00  -f-  00  +  00 

10)  Wr  =  (4=y  ^  j  j  V  (r  - 1)^  +  iv'  -  n)'  +  (g'  -  i)' 

—  00  —  00  —  00 

Nehmen  wir,  wie  bei  der  Ableitung  der  Gleichung  8),  wieder  die 
Bewegungsrichtung  der  Molekel  zur  Axe  sphärischer  Coordinaten  und 
zugleich  zur  Axe  der  x,  so  dass  |'  =  i^\  rj'  =  0,  t'  =  ^  wird,  so  er- 
giebt  sich 

Wr  =  (■4=y    [ff  g3g-*2(V^'2  +  92-2gV"co5^)  sind' dq  dd' d(0, 
'  0     0     0 

also  ähnlich  wie  auf  S.  167 

00 

^     0 

Es  ist  nun 

00  00 

f  32e-62(2_V^0*^g  ^    f   (^    _|_    ^/)2g-e«a:«  ^^ 

0  —xp' 

0 

=  f  (ic  +  t/;')^^*''^'^^  +  \(x  +  tlf')^e-'^'^^dx. 
—%P'  0 

Ebenso  haben  wir 

00  00 

f  22e-*ng  +  Wfig  =  [  (x  —  il^ye-'^'^^dx 
0  \p' 


^)  1.  c.  432  der  mathematischen  Zusätze. 
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00  ^' 

0  0 


also 


CO  00 

'  0  0 

-\-  2\{x  —  il>'ye-'^'^^dx  y 


X 


0 


Die  beiden  ersten  Integrale  geben  zusammengezogen  (s.  Anm.  auf 
S.  139) 


OD 


a;e-****da5  = 


£2 


Bas  dritte  reducirt  sich  folgendermaassen,  es  ist  gleich  der  Summe 
\f^  \f/t  \f/t 

x^e' 


0  00 


Zusammen  wird  hiernach 


T'  1      ^ 


fi_^'e-.'v«  +  2(1/.'^  +2^)1 


V>' 


,—  €«  a;2 


e^o? 


0 


^-"'^+^^'''^':+'\e--ä.. 


"fit 


a         8' 


Y^      ^' 


Zufolge  Gleichung  92)  wird  dieses  auch 


100        i^r  =  ^  er^'^''  tr  +  —^ ^^TT-^  I  e^Ux, 


oder  auch 


^  ^'  J 

0 


eip' 


e"~**  dir. 


1         4l/;'2   +    |^2 

2  2  y  ;r  V  ^ 

0 

Das    rechts    noch    stehende    Integral    lässt    sich    nur    durch   Reihen - 
entwickelung  ermitteln. 

Für  eine  bestimmte  Molekel,  deren  Geschwindigkeit  ^'  ist,  wird 
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die  Wahrscheinliclikeit  eines  Zusammenstosses  mit    irgend  einer  der 
anderen  Molekeln 


a\p' 


11)        Vz=w'=: 


nitd^ 


^e-'^y^'^  + 


Ä  — 


yir  t^' 


»_«« 


äx 


J 

0 


und  dieses  ist  auch  gleich  der  Anzahl  v  der  Stösse,  welche  die  Molekel 
in  der  Zeiteinheit  erfährt,  wenn  sie  in  eine  Schaar  von  n  Molekeln  für 
die  Volumeneinheit  geräth,  deren  mittlere  Geschwindigkeit  i\f  ist. 
Die  mittlere  Weglänge  für  diese  Molekel  ist 


12) 


w 
Für  t^'  =  0  ist  die  Wahrscheinlichkeit 


«;'o 


nstö^ 


t  + 


4^^f2    ^  ^  ^2 


"^Jt  Tp' 


£^' 


=  nnö^tp. 


xp'=0 


Das  stimmt  mit  Gleichung  5),  wie  zu  erwarten  stand,  denn  die  Wahr- 
scheinlichkeit, dass  eine  bewegte  Molekel  gegen  ruhende  stösst,  ist  so 
gross  wie  die,  dass  bewegte  gegen  eine  ruhende  treffen. 

Kehren  wir  zu  der  für  alle  Molekeln  geltenden  mittleren  Weg- 
länge zurück,  so  war  also  in  der  einfachsten  Form  nach  Maxwell 

das  heisst:  die  mittlere  Weglänge  verhält  sich  zur  Längen- 
einheit wie  die  Volumeneinheit  zu  dem  y2fachen  aller  in 
diesem  Volumen  enthaltenen  Cylinder,  deren  Höhe  die 
Längeneinheit,  deren  Querschnitt  der  grösste  Querschnitt 
der  Wirkungssphäre  ist;  oder  die  mittlere  Weglänge  ver- 


hält   sich    zum    Wirkungsradius    wie    d 


as  V-g^fa 


-—fache    der 


Volumeneinheit  zum   Volumen    aller    darin    enthaltenen 
Wirkungssphären. 

Die  so  ermittelte  mittlere  Länge  ist,  auch  abgesehen  von  der  früher 
angegebenen  Vernachlässigung,  noch  etwas  zu  gross,  nämlich  wir 
hatten  zufolge  1)  Z  =  Tif^,  darin  bedeutete  T  die  Zeit  zwischen  zwei 
Zusammenstössen.  Nun  stossen  aber  nicht  Punkt  gegen  Punkt,  son- 
dern Wirkungssphäre  gegen  Wirkungssphäre  und  da  die  Sphären  auch 
nicht  central  gegen  einander  treffen,  so  ist  der  mittlere  Weg  des 
Molekularmittelpunktes  hiernach  zu  verkleinern,  aber  nicht  um  den 
ganzen  Radius  der  Wirkungssphäre,  sondern  um  einen  geringeren  Be- 
trag.     Sind  alle  anderen  Molekeln  in  Ruhe,   so  wird    dieser  Betrag 
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gleich  dem  mittleren  Betrage  aller  Lothe  yon  den  einzelnen  Halbkugel- 
punkten auf  die  Aeqnatorebene  der  Sphäre  sein.  Dieser  mittlere  Be- 
trag ist  leicht  zu  erhalten.  EinLoth  yon  einem  Punkte,  nach  welchem 
der  Kadius  der  Sphäre  gegen  die  Bewegungsrichtung  um  d'  geneigt 
ist,  hat  die  Länge  6cosd',  Die  Zahl  der  Radien,  welche  Winkel 
zwischen  %'  und  %'  -\-  dd'  mit  der  Bewegungsrichtung  bilden,  ist  nach 
einem    schon    öfter    gemachten  Schlüsse    2  7t  sin  d"  d  d" ,    die    Zahl    der 

cos  '0' 
Lothe  also  gleich   der  2  7Cö^sin%'dd',  multiplicirt  mit — -^,  weil  für 

diese  die  Projection  auf  die  Aequatorebene  in  Frage  kommt,  also  ist 
die  gesuchte  Correction 

T 

2%6^       f  2 

6  I  cos'^  % sin^ d%^  =  —  ö. 


f 


3rö2       J  3 

0 

Das  wäre  yon  dem  früheren  Werthe  yon  l  abzuziehen,  wenn  die 
Molekel  nur  gegen  ruhende  Molekeln  stiesse.  Bewegen  sich  aber  die 
anderen  Molekeln  gleichfalls,  so  kommen  sie  ihr  entgegen  oder  ent- 
fernen sich  yon  ihr,  das  muss  die  Correction  beeinflussen,  und  da  die 
Annäherung   oder  Entfernung  im  Yerhältniss    zu    der  Raschheit  der 

2 

Bewegung  steht,  so  ist  —  0  noch  mit  der  Geschwindigkeit  der  heran- 

3 

nahenden  bezw.  sich  entfernenden  Molekeln  zu  multipliciren  und  durch 

die  relatiye  Geschwindigkeit  der  stossenden  Molekel  zu  diyidiren,  also 

mit  —  zu  multipliciren.      Das  ist  noch   mit    der  Wahrscheinlichkeit 

eines  Zusammenstosses  bei  bestimmter  Geschwindigkeit  zu  multipliciren 
und  im  Mittel  werthe  zu  berechnen.  Hiernach  erhalten  wir  als  Correc- 
tion aller  Weglängen  zusammen,  wenn  eine  Molekel  mit  anderen  zu- 
sammenstösst : 


2 
3 

also 
2 
3 


0  „02n  (jy  ff f  e-«*(S'*+V^+^^'*)  ^  ^  d^'  dfi'  dt;, 

0  nn6^  (-^y  fff  e-««(S'«+n'«4-C'«)  yg2  +^3  +  ^^  d^' drj' dt\ 

zwischen  den  Grenzen  —  oo  und  -j-  oo .  Bilden  wir  das  Mittel  füi* 
alle  Molekeln  überhaupt,  so  wird  die  mittlere  Correction  aller  Weg- 
längen einer  Molekel 

.(vV=|  <»  ^n.^  {0  llllll  MVTV+l^ 

e-^(&  +  rf+^  e- .«««  +  . /«  +  :-«)  d|  dt}  dt  d|'  dri'  df. 
Darin  ist  nun 
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~rf  fff  e-'(^''+'^  +  ^  rf|'  dri'  df  =  1. 
Femer  haben  wir  nach  Einführung  sphärischer  Coordinaten 

fff  U^  +  n^  +  t^  e-^'^^+'f+i'i  didrid^ 


=  4«[ 


0 

somit 


-  2  2  2  — 

Die  Summe  ^  bezieht  sich  auf  alle  Zusammenstösse  einer  Molekel 
in  der  Zeiteinheit.  Dividiren  wir  durch  die  Zahl  der  Zusammenstösse  in 
dieser  Zeiteinheit,  so  ergiebt  sich  die  Correction  für  die  mittlere  Weg- 
länge zwischen  zwei  Zusammenstössen 

dl  =  -^= =^  =  1—0 

y  2  7Cn0^i\>  3 

und  es  wird 

13)  i  =  -r^ ^0. 

Wir  haben  nun  die  Formeln  auf  Gemische  von  Gasen  zu  er- 
weitern. Der  Einfachheit  halber  nehmen  wir  ein  Gemisch  von  zwei 
Gasen  an ,  auf  das  eine  beziehen  wir  den  Index  1,  auf  das  andere  den 
Index  2.    Wiederum  ist  für  irgend  eine  Molekel  etwa  des  ersten  Gases 


V  —  1  1^1+^3  1 

Vi  ist  die  Zahl  der  Zusammenstösse  in  der  Zeiteinheit  der  Molekel 
mit  Molekeln  gleicher  Art,  also  des  ersten  Gases,  1^2  ^^  ^^  Molekeln 
des  zweiten  Gases.     Für  Vi  gilt  die  frühere  Formel 

Vi  =  Y2  7t  rii  öl  xl^i. 

V2  haben  wir  genau  so  zu  berechnen  wie  früher  i^i,  also  ist  erst 
(^r)i2  zu  ermitteln,  das  heisst  die  mittlere  relative  Geschwindigkeit 
einer  Molekel  des  ersten  Gases  gegen  eine  solche  des  zweiten.  Wir 
finden  sie  wie  in  Formel  9) 

e-n« Öl« +%•  +  &«)-.,'(«,» +%«  +  ;,«)  d^i  drii  dgi  d^a  d%  dgj. 
Die  Integrationen  sind  zwischen  —  oo  und  -|-  <»  zu  nehmen. 
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Hier  kann  man  die  |'  —  |,  r[  —  %  5'  —  %  zwar  noch  als  Variabele 
einfahren,  nicht  mehr  aber  die  S'  +  |,  i?'  +  ^,  £'  +  ?>  an  deren  Stelle 
sind  als  Variabein  Si  +  f^  S2  ?  ^1  +  f*  ^2  >  5i  +  f*  ^2  zu  setzen.  Macht 
man  nämlich 

£? «?  +  nl  +  gl)  +  «i  (II  +  »?l  +  SD  =  t\ « [(I,  -  |,)a  +  (,?,  -  ^,)2 

+    (Sl  -&2)^]    +    £|  ^  [dl  +  f«l2)^    +    (»?1  +  ftl?*)^    +    (&1  +  f*g2)']. 

80  hat  man 

Hieraus  ergiebt  sich 

Indem  man  also  setzt 

li  —  I2  =  «*;     li  +  4  ^2  =  ^^ 

«2 

^1  —  '»?2  =  v;     ^1  +  72  ^2  =  1^,     , 

^2 

5i  —  Sa  =  «*';     Si  +  4  ^2  =  ^^ 

wird 

Vdi  -  1»)^  +  (iji  —  »la)*  +  (gl  -  y»  =  Vm^  +  «a  +  w\ 

«?  (I?  +  »jf  +  g?)  +  £l  (II  +  nl  +  gl)  =  Tä4rP  («'  +  *'  +  **"') 

£1    -\-  £2 
+  ,2  1  ,2  (^'  +  F«  +   T^ä), 

tl      -j-      £2 

zur  Bildung  von  (2  ^^  e2  fji  (2^1  ci[  I2  ^  ^2  ^%%  bedarf  es  nach  den  An- 
gaben auf  S.  166  der  Kenntniss  der  Functionaldeterminante  der  |  u.  s.  f. 
nach  den  u  u.  s.  f.     Es  ist  aber 

^1  =   c2  ,  ^2   >   ^2  =  ,2  ,  ^2  (^  -  «^)^ 

£1  i"  £2  *1  "T  *2 


hlw\-^\   W  _   £? 

b!   +   £|  '       ^'  ~   £?  +  £| 


.      t2  ««^  i-  tl  KK     ^  fcf      . 

fei  =  -  .2   ■   .2    y         ^2  =  .2   ■   .2  (W—   W), 


also  wird   die   Functionaldeterminante   ebenso   gebaut    sein,    wie    die 
früher  auf  S.  166  angegebene,  abgesehen  vom  Factor 


(£?  +  £1)« 
und  sie  ergiebt  sich  zu 
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bI 

0 

0  - 

-b! 

0 

0 

0 

J2 

0 

0 

-b! 

0 

0 

0 

«2 

0 

0- 

-f? 

6? 

0 

0 

6? 

0 

0 

0 

e! 

0 

0 

^? 

0 

0 

0 

B? 

0 

0 

B? 

=  £?  («f  +  «!)'. 


Die  ganze  Determinante  wird  also 


e! 


(«?  +  h)' 


-,  somit 


(*r)iä   = 


«f 


(«?  +  «D»  VjA^/  V  V 


(Ä)W  UM  ^ 


1*2    -f    t;2    _[_    ^2 


*^*  ***    (u2  +  v«  +  «;«)  —  .  /^^  .  ^  (172  +  F2  +  TF«) 


«1*  +  «2^ 


h^  +  «8* 


du  dv  dw  du  dV  dW 


zwischen  den  Grenzen  —  oo  und  +  Qo . 

Wiederum  ist 

«1^ 


\ylth!  +  sf)}}} 


Bi       VIII.    *i*  +  *«*^     "^     ^     ^  düdVdW=  1. 


Ferner,  indem  man  Polarcoordinaten  einführt, 


a 


.««^2 


y^2  ^  ^2  _^  ^2  e      *1*  +  *2' 


-  7^T-7^  (M«  +  V«  +  W«) 


^8e 


*!«  +  «2« 


l^S 


dV» 


_  o  ^    (*?   +  ^t) 


du dv dw 


2\2 


23r 


£l  £2 


also 
14i) 


.^N      _     2     V  £f   +  6| 


Für  £1  =  £2  =  ^  kommt  der   in  Gleichung   9^)   angegebene  Werth. 
Nach  Einführung  der  Werthe  von  s^  £2  nämlich 

—  -^  —  —  —  — 

geht  aber  obiger  Ausdruck  über  in 

142)  _  (^r)l2  =  V*l    +*2^ 

also  ist  (t/'r)i2   einfach    die   Resultante    der    mittleren    relativen    Ge- 
schwindigkeiten der  Molekeln  der  Bestandtheile. 

Die  Stosszahl  in  der  Zeiteinheit  wird  für  die  Molekel  der  ersten 
bezw.  der  zweiten  der  beiden  Bestandtheile 

15)  (V\   =  V^Älijöf^i    +    71712^^^^!    +  ^2^ 

16)  (v)2  =  V2":7rw2Ö|^2  +  ^n^  ö^)/ ^f  +  i^l 

somit  die  mittleren  Weglängen 
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17)  (l),  = 


'^2nn(S!  +  Tcn^ö^  Vi  +  (^^ 


18)  (Z)2  = 


Y27tn(5i  +  nn^ö^  Vi  +  (ß£\ 

In  diesen  Gleichungen  ist  6  der  Radius  einer  Wirkungssphäre, 
deren  Grösse  zwischen  derjenigen  für  Molekeln  des  ersten  Gases  und 
für  solche  des  zweiten  Gases  liegen  wird;  wir  können 


19)  6  = 


öl  +  Ö2 


2 
ansetzen. 

Wenn  ein  Gas  sich  in  strömender  Bewegung  befindet,  so  ist 
die  thatsächliche  Weglänge  einer  Molekel  in  Richtung  der  Strömung 
gleich  der  molekularen,  vermehrt  um  die  aus  der  Strömung  resultirende 
Weglänge.  Die  molekulare  aber  bleibt  fast  ungeändert,  wenn  nicht 
die  Strömungsgeschwindigkeit  im  Verhältniss  zur  Molekulargeschwindig- 
keit in  Betracht  kommt,  was  bei  Experimenten  kaum  je  der  Fall  ist. 
Die  obigen  Formeln  bleiben  also  in  der  Regel  in  Kraft,  auch  wenn  ein 
Gas  als  Ganzes  oder  in  einzelnen  Theilen  strömt,  so  dass  innerhalb 
seiner  Masse  gewöhnliche  Relativbewegungen  vorhanden  sind.  Für 
den  einfachen  Fall,  dass  ein  Gas  in  zwei  Schichten  nach  gleicher 
Richtung,  aber  mit  verschiedenen  Geschwindigkeiten  aj,  02  strömt,  ist 

20)  (v),  =  f2Jt0^t(n,-\-n,[l  +  ~  (^^-^J  +  .  .  .J\, 

21)  (V),  =  V2  «ö»^  (^«,  +  ni  [1  +  ^  (^?L=^y  +  .  .  .JY 

woselbst  Wj,  ^2  die  Zahl  der  Molekel  in  der  Yolumeneinheit  des  mit 
der  Geschwindigkeit  %  bezw.  a^  strömenden  Gastheiles  ist.    Die  Glieder 

( — — — j  •  •  •  sind  sehr  klein,  da  t/'  meist  gegen  «i  —  «2  sehr  gross 

ist.     Die  Ableitung  geschieht  genau  so  wie  die  für  die  Formeln  15), 
16)1).     Die  mittlere  Weglänge  ist 

22)  (ö,=^=i_ri-^(^L^^y  +  ...i_^,, 

Y2nnß^l  3nn\     ,/,     /    ^        J         3      ' 

23)  (r),=^j_ri_i^f^i^^y  +  ...i_viö, 

yisrwöa  L  3äw   V      i^,      J  J  3     ' 

')  O.  E.  Meyer  1.  c,  Mathematische  Zusätze. 
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wo  n  die  Anzahl  aller  in  der  Yolameneinheit  enthaltenen  Molekeln 
hedeutet. 

Nun  sind  noch  einige  nicht  unwichtige  Bemerkungen  zu  machen. 
Die  mittlere  Weglänge  ist  allgemein  umgekehrt  proportional  n  und  6^. 
Da  wir  7t  6^  noch  mit  der  Längeneinheit  multiplicirt  zu  denken  haben, 
so  enthält  der  Satz  eigentlich  einen  Gemeinplatz,  er  besagt  nur,  dass 
die  Molekel  gegen  alle  Theilchen  stösst,  die  ihre  Wirkungssphäre  auf 

ihrem  Wege  findet;  die  Factoren,  z.  B.  -y=  ,  kommen  noch  hinzu,  weil 

auch  die  anderen  Molekeln  sich  bewegen,  sie  also  mehr  finden  muss, 
als  wenn  sie  allein  sich  bewegen  würde.  Wenn  nun  6  =  0  ist,  so 
würde  hiernach  l  =  co  sein  und  die  Molekel  nirgend  anstossen,  es  sei 
denn ,  sie  träfe  unendlich  viele  Molekeln  auf  ihrem  Wege.  Das  kann 
nicht  wohl  richtig  sein,  denn  auch  wenn  zwei  mathematische  Punkte 
sich  gegen  einander  bewegen,  müssen  sie  auf  einander  treißPen  können. 
Der  Sinn  dieses  Einwandes  ist  aber  der:  die  Consequenz  der  Ent- 
wickelungen,  „dass  nämlich  die  Wahrscheinlichkeit  von  Zusammen- 
stössen  ins  Unendliche  abnimmt  und  die  mittlere  Weglänge  ins  Un- 
endliche zunimmt,  wenn  die  Wirkungssphäre  ins  Unendliche  abnimmt 
und  nicht  zugleich  die  Zahl  der  Molekeln  ins  Unendliche  zunimmt", 
kann  nicht  streng  richtig  sein,  weil  etwas  Anderes  denkbar  ist. 

Das  ist  das  Eine;  ein  Zweites  betrifft  den  Umstand,  auf  den  schon 
S.  168  hingewiesen  ist,  dass  nämlich  die  Formel  für  l  ganz  allein  von 
6  und  n  abhängt,  aber  von  allen  anderen  Umständen  unbeeinflusst  ist. 
Denken  wir  uns  ein  Gas  in  eine  unausdehnbare  Hülle  eingeschlossen, 
so  dass  n  stets  denselben  Werth  beibehält,  und  erhitzen  wir  es  oder 
kühlen  es  ab,  so  würde  die  mittlere  Weglänge  der  Molekeln  dabei 
immer  dieselbe  bleiben,  wenn  nicht  die  Wirkungssphäre  sich  änderte. 
Ja,  erhitzen  wir  das  Gas  ins  Unendliche,  so  bliebe  die  mittlere  Weg- 
länge immer  noch  dieselbe,  wie  wenn  wir  es  bis  zum  absoluten  Null- 
punkt abkühlten.  Im  letzteren  Falle  aber  kommen,  wenn  die  kinetische 
Theorie  der  Wärme  überhaupt  Geltung  haben  soll,  die  Molekeln  ganz 
zur  Ruhe,  in  diesem  Falle  also  muss  1  =  0  sein,  somit  müsste  6  mit 
abnehmender  Temperatur  unendlich  gross  werden,  da  ja  n  immer 
endlich  bleibt,  was  wohl  nicht  zugestanden  werden  kann.    Der  mathema- 

tische  Einwand,  dass  ja  l  aus  der  Gleichung  —  gewonnen  ist  und  dass, 

wenn  t/^  =  0  ist,  auch  v  =  0  ist,  kann  nicht  erhoben  werden,   denn 

V  soll  proportional  il^  sein ,  der  Ausdruck  —  ist  also  nicht  unbestimmt, 

und  zweitens  kommt  es  hierauf  gar  nicht  an,  sondern  allein  auf  die 
Formel  für  l  ohne  Rücksicht  auf  ihre  Herleitung.  Führt  diese  Her- 
leitung zu  einer  Formel,  die  nicht  plausibel  ist,  so  muss  sie  irgendwie 
unvollständig  sein.     Ich  habe  mich  vergeblich  bemüht,  nachzuweisen, 
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worin  die  ünvollständigkeit  der  gewöhnlichen  Herleitung  beruht.  Ver- 
muthen  kann  ich  nur,  dass  die  Herleitung  lediglich  die  Möglichkeit 
von  Zusammenstössen  berücksichtigt,  aber  keine  Bedingungen  enthält, 
wann  solche  Zusammenstösse  stattfinden,  denn  wenn  beispielsweise 
eine  Schaar  von  Molekeln  in  gleicher  Bahn  einer  Molekel  verweilt, 
befindet  sich  diese  Schaar  immer  in  der  Bahn  der  Molekel,  und  doch 
finden  keine  Zusammenstösse  statt. 

Für  punktförmige  Molekeln  sind  diese  Bedingungen  für  den  Zu- 
sammenstoss  offenbar  folgende: 

1.  Die  Bahnen  der  beiden  Molekeln  müssen  einander  schneiden. 

2.  Ton  einem  Zeitmoment  an  gerechnet  müssen  die  von  den 
Molekeln  bis  zur  Stossstelle  zurückzulegenden  Wege  den  Geschwindig- 
keiten in  der  Bahn  umgekehrt  proportional  sein  (da  die  Molekeln  sonst 
nicht  die  Stossstelle  gleichzeitig  erreichen). 

3.  Keine  der  Molekeln  darf  durch  andere  Molekeln  am  Erreichen 
der  Stossstelle  gehindert  werden.  Die  erste  Bedingung  kann  analytisch 
in  verschiedener  Weise  ausgedrückt  werden.  Sind  oJq,  2/o>  ^o  bezw. 
^o'y  y^ ^  ^0  <üe  Coordinaten  der  Ausgangsstellen  der  beiden  Molekeln, 
Z,  V  die  bis  zur  Stossstelle  zu  durchlaufenden  Bahnen,  |,  ^,  5  bezw. 
I',  1^',  5'  die  Componenten  der  Geschwindigkeiten,  so  sind  beispiels- 
weise solche  Ausdrücke 

«i)   (xo  -  x,'){nV  -tn')  +  (Po  -  y<!)W  -  W) 

oder 

«2)  ixo — xo'y  +  (yo — yo'y  +  (^0  -  ^oT  =  Z2  -I-  ^2  __  2  ir  cos^  (z,  n 

oder 

«3)     oc  +  ß  +  V  =  1800, 
wenn  cc,  ß,  y  die  Winkel  des  Dreiecks  2,  V  und  der  Verbindungslinie 
der  Ausgangspunkte  von  Z,  V  symbolisiren. 
Die  zweite  Bedingung  ergiebt 

L  =  l 

i\}  1/;' 

woselbst  1^,  1^'  die  Geschwindigkeiten  der  beiden  Punkte  in  ihren 
Bahnen  bedeuten. 

Die  dritte  endlich  bewirkt,  dass  man  den  Anfangspunkt  der 
Bahnen  nicht  beliebig  zurückverlegen  kann ;  vielmehr  muss  man,  wenn 
l  die  durchschnittliche  Länge  der  Bahn  einer  Molekel  angiebt, 

ansetzen. 

Sucht  man  also  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  Molekeln  zusammen- 
stössen, so  darf  diesen  Bedingungen  nicht  widersprochen  werden,  das 
heisst  alle  Grössen  sind  so  zu  wählen,  dass  diesen  Bedingungen  genügt 
werden  kann,  wenn  ihnen  auch  nicht  in  allen  Fällen  genügt  wird. 

Weinstein,  Thermodynamik.  ]^2 


ß)    ...  -  ..., . 
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Nnn  sei  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  eine  Molekel  den  Weg  1  frei 
zurücklegt,  gleich  a,  dann  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  sie  den 
Weg  l  frei  zurücklegt,  gleich 

24)  tüi  =  a\ 

eine  Gleichung,  die  von  Clausius  herrührt. 

Die  entsprechende  Wahrscheinlichkeit  für  die  zweite  Molekel  ist 

toif  =  af''. 

Demnach  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  von  einem  bestimmten  Moment 
ab  bis  zu  einem  bestimmten  anderen  Momente  die  eine  Molekel  den 
Weg  l,  die  andere  den  V  frei  zurücklegt: 

25)  wia  =  a^  +  ^'  =  a^      *'^. 

Da  die  Projectionen  von  Z,  V  auf  die  Coordinatenaxen  sind  Xq  —  x, 

yo  —  3/,  ^0  —  ^;  ^o'  —  ^'»  3/o'  —  y'i  ^o'  —  <s?',  so  wird  die  Wahr- 
scheinlichkeit, dass  von  einem  bestimmten  Moment  an  bis  zu  einem 
bestimmten  Moment  die  beiden  Molekeln  in  Richtung  der  Coordinaten- 
axen eben  jene  Projectionen  zurücklegen: 

Man  setzte 

loga 

dann  wird 

—  i.  _il  _L±il 

27)  wi  =  e    ^ ,      wi'  =  e       ;       wi^y  =  e  , 

28)     Wx'.y'.z';  x,y,z  =  6 

Ausser  der  ersten  und  zweiten  Molekel  sei  noch  eine  dritte  Molekel 
vorhanden,  welche  sich  in  derselben  Zeit  um  die  Strecke  l  -\-  dl  be- 
wegt.   Die  Wahrscheinlichkeit  für  diese  und  die  erste  Molekel  ist  dann 

l-\-V       dl 
W^',l  +  dl   =   e  , 

^x',y',«';  x  +  dXjy  +  dy^  z+  dz 

ixo—x)  +  (yo  —  y)-{-(zo  —  z)-{-  (xp' —  x^)  +  (yp' —  y*)  +  (zp' —  z')       dx-\-dy-\-dz 

=  e 

Die  Differenz  dieser  Wahrscheinlichkeit  und  der  früher  an- 
gegebenen, also 

Zfw  =  Wx'^y'^z'i  «,y,  «  —  ^x',y',z';  x  +  dx,  y  +  dy,z+dz 

ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  die  erste  Molekel  mit  einer  der  beiden 
Molekeln,  deren  Wege  l  und  l  -\-  dl  sind,  zusammenstösst.  Ist  die 
durchschnittliche  Zahl  der  Molekeln  auf  der  Längeneinheit  gleich  ni, 
80  giebt  jene  Differenz,  mit  n^  multiplicirt,  die  Wahrscheinlichkeit,  dass 
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die  erste  Molekel  mit  irgend  einer  Molekel  aus  der  Zahl  derer,  deren 
Bahnlänge  zwischen  l  und  l  -\-  dl  liegt,  zusammentrifft.  Wir  müssen 
aher  noch  den  Ausdruck  für  diese  Wahrscheinlichkeit  gegenüber  den 
erwähnten  Bedingungen  für  das  Zusammenstossen  widerspruchsfrei 
stellen.  Wir  haben  alle  Molekeln  in  ihren  Bewegungen  von  demselben 
Moment  ab  verfolgt,  zusammenstossen  kann  eine  Molekel  mit  der  ersten 
Molekel  nur,  wenn  ihre  Bewegungen  gleichzeitig  ihr  Ende  erreichen, 
das  heisst  also  zufolge  der  Gleichung  unter  ß),  es  muss  sein 

1  —  L  — 

^  ~  -^'  ■""  "^^ 

xo  —  aj  =  r|,  y^  —  y  =1X71,  «q  —  is  =  rg;    äjo'  —  x'  =  x^\ 

yo'  —  3/  =  T^n'^  ^0'  —  ^'  =  rg'. 

Da  hieraus  für  den  Fall,  dass  a;  =  a?',  3/  =  y,  ä^  =  z*,  das  heisst, 
dass  die  Bahnen  sich  schneiden  sollen,  was  für  das  Zusammenstossen 
zufolge  der  ersten  Bedingung  erforderlich  ist,  sich  ergiebt 

rco  —  a?o'  =  r(|  —  g')»  2^0  —  2^o'  =  T^in  —  V%  ^0  —  V  =  '^(t  —  t% 

80  ist,  wie  man  sich  leicht  überzeugt,  die  Gleichung  0^)  identisch  er- 
fallt. Die  obigen  Annahmen  schliessen  also  den  Fall  eines  Schneidens 
der  Bahnen  ein,  und  ein  Widerspruch  gegen  die  erste  Bedingung  be- 
steht nicht.  Dieser  Bedingung  wird  sogar  für  keine  der  Molekeln 
widersprochen,  denn  alle  Molekeln  sollten  sich  in  gleicher  Bahn  be- 
wegen. Dagegen  ist  der  zweiten  Bedingung  zunächst  nur  für  eine 
Molekel,  die  mit  der  Weglänge  V,  Rechnung  getragen.  Soll  der 
zweiten  Bedingung  auch  für  alle  anderen  Molekeln,  wie  erforderlich, 
nicht  widersprochen  werden,  so  muss  für  alle  Werthe  von  dl  zwischen 
0  und  d  l  sein 

l  +  dl    _  ±_V__ 

^  +  dt/;        il^         t/;' 

Daraus  bestimmt  sich  zunächst  dil^,  nämlich 

dilf  =  j  dl 

Weiter  haben  wir 

dx  =  rd^,     dy  =  td%     dz  =  td^. 
Aber  es  ist,  weil  dl  in  Richtung  von  l  liegt: 

ä  v  t 

dx  =  ^  dl,       dy  =  -=-  dl,       dz  =  --  dl. 

xl^  ^        rp  1/; 

Folglich  haben  wir,  indem  noch  die  Gleichung  zil}  =  V  beachtet  wird 

d|  =  |-y-,      dri  =  ri—,       dt  =  i  — 

und 

12* 
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f.    dl         ,  dl         ,  f,  dl 

dx  =  t^    y,       dy  =  tfi—,       dsz=:xl—. 

Nunmehr  wird 

-4-Ci  +  n 


Ersetzen  wir,  nachdem  die  Coordinaten  geschwunden  sind,   die 
Indices  durch  die  |,  iy,  J,  |',  i^'»  S'>  so  wird 

31)     n,z/«(;  =  -niC     '  '  _  (|  +  ^  +  g)  _ 

und  diese  Grösse  giebt  auch  die  Anzahl  Zusammenstösse  einer  Molekel, 
welche  die  Geschwindigkeitscomponenten  |,  rj,  g  hat,  mit  anderen  Molekeln, 
deren  Geschwindigkeitscomponenten  zwischen  |,  17,  £  und  ^  -\-  d^, 
fj  +  dr^j  i  -f"  d^  liegen,  am  Ende  der  Zeit  r.  Weiter  weiss  ich  die 
Kechnung  nicht  zu  führen.  Für  den  folgenden  Zweck  ist  dieses  auch 
nicht  nöthig,  ich  werde  später  die  mittlere  Weglänge  durch  ganz 
andere  Betrachtungen,  aus  dem  C am o tischen  Satze,  ableiten.  Einst- 
weilen soll  noch  die  Grösse  X  ermittelt  werden. 

Es  war   die  Wahrscheinlichkeit    dafür,    dass    eine   Molekel    den 
Weg  Z  zurücklegt 

wi  =  a''  ==  e 

Die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  dieser  Weg  zwischen  l  und 
l  -]-  dl  liegt,  ist  hiernach  in  oft  wiederholter  Schlussweise 

-Tdl 

"ivi^i  +  di  =  e        -j"* 

Somit  ergiebt  sich  für  den  mittleren  Weg  l  der  Molekel 

00  {  00 

Z^=  I  Ze    '^  _  =^  ;,  I  xe~^  dx  =  A, 
0  0 

das  heisst  A  ist  die  mittlere  Weglänge  Z,  und  es  wird 

32i)  _  wi=ie     ^. 

Ersetzen  wir  l  durch  seinen  aus  2^  folgenden  Werth,  so  resultirt 
mit  hinreichender  Annäherung 

_vl 

322)  wi  =  e    '^. 

.Beide  Gleichungen  unter  32)  werden  wir  oft  anzuwenden  Gelegen- 
heit haben,  sie  rühren  von  Clausius  her.     Die  Grössen  l,  v,  1/;  sind 
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yerschieden,  je  nachdem  wir  es  mit  bestimmten  Molekeln  von  be- 
stimmter Geschwindigkeit  oder  mit  Molekeln,  wie  sie  im  Durchschnitt 
im  Gase  enthalten  sind,  zu  thun  haben,  also  mit  solchen,  die  auch 
durchschnittliche  Geschwindigkeit  besitzen. 

Zum  Schluss  dieser  Betrachtungen  will  ich  noch  den  Beweis  für 
die  auf  S.  61  angegebenen  Formeln  unter  13)  erbringen. 

Es  handelt  sich  dabei  um  Berechnung  des  mittleren  Stossvirials 
für  alle  innerhalb  eines  Volumens  v  enthaltenen  Molekeln.  Für  ein 
Molekelpaar  hatten  wir  für  das  Stossviiial  gefunden 

Fi«  =-«»^'[«  +  0.4576  C^)^], 

woselbst  die  allein  zu  berücksichtigende  Variabele  Ü'  die  relative  Ge- 
schwindigkeit in  Richtung  der  Stossnormale  bedeutete.  Hiervon  haben 
wir  einen  Mittelwerth  für  alle  Molekeln  zu  bilden.  Sei  N  die  Anzahl 
aller  Molekeln;  die  derjenigen,  welche  Geschwindigkeiten  zwischen  ^f' 
und  t/^'  -}-  (2i^'  haben,  ist  dann  Nf(ilf')d'4f\  davon  bewegen  sich 
Nf{i\}')di\)' sin%dx  Molekeln  nach  Richtungen,  welche  mit  der  Rich- 
tung relativ  zur  Bewegungsrichtung  der  ersten  Molekel  Winkel  zwischen 
%  und  %  -\-  d%  einschliessen.  Ist  i\)r  die  relative  Geschwindigkeit  der 
hervorgehobenen  Molekel  gegen  diese  Molekel,  so  haben  wir  zunächst 
JJ'  =  il;r  cos  X  und  die  Zahl  der  Stösse  der  Molekel  mit  diesen  Molekeln 
in  der  Zeiteinheit  können  wir  gemäss  den  früheren  Auseinandersetzungen 
annehmen  zu 

7t  6^ 

Nf(ilf')dilf' sinxdxifrcosx 

Gehört  die  Molekel  einer  Schaar  anderer  Molekeln  an,  deren  Ge- 
schwindigkeit zwischen  ^  und  ^  -\-  dil^  liegt,  so  dass  ihre  Zahl 
Nf(;^)dilJ  beträgt,  und  deren  Bewegungsrichtung  mit  der  der  ersten 
Schaar  Winkel  zwischen  (p  und  q>  -\-  d(p  einschliesst,  so  beträgt  weiter 
die  Zahl  aller  Zusammenstösse  zwischen  den  Molekeln  dieser  Gruppe 
und  denen  der  ersteren 

N^fiip')  d  i\)'  sin  X^X'^rCOSX fWdtl^  sin  (pdq>, 

V 

Hiemach  wird  das  Virial 


2  n 


OD  OD 


F/  ==  —  ma  ^^NHdx  \d(p  [drlj  \dif'f(tp)f(ilf')rljhos^xs'^^XS^^9' 


0  0  0  0 

7t 
^  ^  CD  CD 


_  |(^)§  0,4576  ^i^ldxjd^^ldV-jdt'/W 

»  A  A  A  n 


0  0  0  0 

14  14 

/(^')  ^^     COS  X     sin  X  sin  (p. 
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Den  ersten  Theil  hat  bereits  Lorentz  berechnet i).     Es  ist  zu 
beachten,  dass 

l/;2    =  (i/;2    _^    ^'2   _   2  rl^ 'll^' COS  (f) 

ist.  Hiernach  giebt  im  ersten  Theil  die  Integration  nach  X  die  Zahl 
|,  die  Integration  nach  q)  für  die  Glieder  tp^  +  ^'^  den  Factor  2,  für 
das  Glied  2  ^  ^'  dagegen  0.     Der  erste  Theil  wird  also 


00  _00 

Da  nun 

00  OD 


00  00 


{f(t)dxl>={fi^')dilj'=l 


ist,  so  folgt' 


0  0 


-,  2   mocTtö^N^  —■ 

Vi,  =  -j- — t^. 


6  ist  der  Radius  der  Wirkungssphäre  der  Molekeln.  Stossen  diese 
unmittelbar  auf  einander,  so  geht  6  über  in  2  a  und  es  wird 

3        V 

i\)^  ist  dieselbe  Grösse,  die  früher  mit  u^  bezeichnet  wurde  (S.  61). 
Im  zweiten  Theile  lassen  sich  zunächst  nach  Einführung  des  Werthes 
für  t/^r  die  Integrationen  nach  (p  und  %  ausführen  und  man  erhält 

00  00 

""-  =  -  19 12  °'^^^^  ¥  (y^)'  —  ^^  J  ^*  J  '^^ 


24  24 

5  .  .  ,  K  5 


/(»)/(^,  «L+*^     -«--♦■) 


2i/;i/;' 

Wir  können  die  Integrale  —  und  das  ist  es  allein,  was  wir  er- 
streben —  in  zwei  Factoren  zerlegen,  von  denen  einer  eine  Zahl  ist, 
der  andere  von  dem  mittleren  Geschwindigkeitsquadrate  abhängt. 
Setzt  man  nämlich  für /(i/;), /(i/;')  ihre  Werthe  nach  dem  Max  well' - 
sehen  Gesetz  ein,  so  erhält  man  für  die  Integrale 

00  00 

'  0  0 

oder 

1)  Wied.  Ann.,  Bd.  12,  S.  127. 
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Die  Integrale  geben  nunmehr  lediglich  eine  Zahl.     Der  von  s  ab- 

1  /2  iJäx  I 

hängige  Theil  ist  — 5-j  oder  (zufolge  des  Werthes  e)  (-r— j^«  Setzen  wir 

hiemach  die  eine  Zahl 

OD  00 

k  h  I  (0  '^''''   (^    l'^^l  '^*'  '^^'  -^'^"""^ 


0 
24  2j4 

,'\  5  /^/.  <,/./\  5 


SO  wird 

2  7t  6^ 

3  V    .       \^ 
Das  ganze  Yirial  ergiebt  sich  somit  zu 


F4  =  -  ^  ^  m  ^   i^2    (^jty  (^2)5. 


^^,  2  ma3r<J2         r  /*wtt\|  1    .— r.^l 

f;  =  —  -  — :^-  J\r2  j^i/;2  -1-  0  U^y  -  (i/;2)5j^ 


V 


was  der  Gleichung  13b)  auf  S.  61  entspricht,  woselbst  nur  2a  =  ö 
angenommen  ist.  Den  genauen  Werth  der  Zahl  z  habe  ich  nicht  er- 
mitteln können,  es  kommt  auch  auf  diesen  genauen  Werth  gar  nicht 
an,  da  der  aller  anderen  Grössen  gleichfalls  unbekannt  ist  und  von 
Körper  zu.  Körper  variirt.  Ich  brauche  wohl  kaum  hervorzuheben, 
dass  diese  Form  für  dasVirial  nicht  an  die  Gültigkeit  des  MaxwelP- 
schen  Gesetzes  gebunden  ist,  man  kann  sie  mit  Leichtigkeit  allgemein 
ableiten. 
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Thermisches  Verhalten  der  Idealen  Oase, 


28.     Zustandsfläohen  und  Zustandslinien,  Ausdehnung  und 

Spannung. 

Die  Zustandsgieich ung  der  idealen  Gase 

1)  pv  =  Bd' 

gestattet  sehr  einfache  geometrische  Darstellungen.  Da  ausser  ihr 
selbst  jede  aus  ihr  abgeleitete  gleiche  Bedeutung  hat,  kann  auch  die 
durch  Bildung  der  Logarithmen  entstehende  als  solche  angesehen 
werden,  wir  hätten  dann 

2)  logp  +  logv  —  logd'  =  logB. 

Die  dadurch  charakterisirte  Fläche  ist  eine  Ebene,  deren  Coordinaten 
logp,  log  V,  log  d'  sind.  Nennen  wir  diese  Coordinaten  x,  y,  z  und  setzen 
log  B  =  Co,  so  wird 

X  +  y  —  js  =  Cq. 

Der  Ursprung  des  Coordinaten  Systems  kann  beliebig  im  Baume 
fixirt  werden ,  das  bedeutet  nur  eine  beliebige  Festsetzung  für  das 
Maass  der  Grössen,  z.  B.  kann  der  Ursprung  auch  in  der  Ebene  selbst 
liegen,  wenn  man  festsetzt,  dass  für  ein  bestimmtes  pv  des  -9"  =  1, 
Cq  =  0  sein  soll,  also  d'  unmittelbar  durch  das  Product  pv  misst. 
Allgemein  schneidet  die  Ebene  die  drei  Axen  in  den  Abständen  Cq,  Oq, 
—  Co  von  dem  Coordinatenursprung.  Denkt  man  sich  die  logp, 
logV'^hene  horizontal,  die  Zö^O'-Axe  vertical  nach  oben  gerichtet,  so 
schneidet  die  Zustandsebene  die  Coordinatenaxen  unter  dem  Horizont. 

Wenn  wir  logd'  constant  nehmen,  so  wird 

3)  logp  -\-  logv  =  log B  -\-  log  ^  =  log A, 

wo  log  A  eine  Constante  bedeutet.  Die  logarithmischen  isothermischen 
Curven  sind  also  gerade  Linien,  die  in  zur  horizontalen  logp,  Zo^  v-  Ebene 
parallelen  Ebenen  liegen,  sie  sind  die  parallelen  Schnittlinien   der  ur- 
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sprünglichen  Zustandsebene  mit  Parallelebenen  zur  logpj  Zo^t? -Ebene. 
Ebenso  sind  die  logarithmischen  isopiestischen  bezw.  isometrischen 
Gurren  solche  parallele  Schnittlinien  der  Zustandsebene  mit  Parallel- 
ebenen zur  logVj  log%'  —  bezw.  zur  logjp,  l^o^O"- Ebene. 

In  der  ursprünglichen  Form  jpv  =^  BQ"  ist  die  Zustandsfläche  eine 
Fläche  zweiten  Grades.  Da  alle  Grössen  (abgesehen  von  gewissen  be- 
sonderen, mit  negativen  Drucken  verbundenen  Zuständen)  ihrer  Natur 
nach  positiv  sind,  liegt  die  Zustandsfläche,  soweit  sie  physikalisch  in 
Frage  kommt,  in  einem  Octanten,  der  die  drei  positiven  Axen  enthält* 
Femer  ist  für  2>  =  0,  t?  =  0  auch  'ö'  =  0,  die  Fläche  geht  also  durch 
den  Coordinatenursprung.  Indessen  hat  dies  physikalisch  keine  Realität, 
da  V  niemals  Null  ist. 

Ebenen,  welche  zur  j)i;- Ebene  parallel  sind,  für  welche  also 
0"  =  const  ist,  werden  in  Curven 

4)  pv  =  const 

geschnitten.  Demnach  sind  die  isothermischen  Curven 
gleichseitige  Hyperbeln.  Die  erste  Isotherme  '9'  =  0  giebt  die 
beiden  Axen  j),  v  selbst,  die  folgenden  Isothermen  haben  dazu  parallele 
Axen  zu  Asymptoten.  Ihre  Brennpunkte  rücken  von  Ebene  zu  Ebene 
(also  von  Isotherme  zu  Isotherme)  der  Temperatur  proportional  von 
der  Temperaturaxe  fort. 

Die  isometrischen  und  isopiestischen  Curven  sind  gerade  Linien, 
in  welchen  die  Zustandsfläche  Parallelebenen  zur  p,  &-  bezw.  V,  O*- Ebene 
schneidet.  Die  ersten  Curven  sind  unbestimmt,  da  für  O"  =  0  und 
V  =  0,  p  unbestimmt  bleibt.  Die  anderen  Geraden  schliessen  mit 
Axen,  die  zur  'Ö'- Axe  parallel  sind,  Winkel  ein,  deren  Tangente  gleich  ist 

V  p 

log  9>  =  ^  ^ezw.  —  • 

Diese  Winkel  wechseln  also  in  den  isometrischen  wie  in  den  iso- 
piestischen Ebenen  von  Ebene  zu  Ebene.  Ist  z.  B.  die  O'-Axe  senk- 
recht'genommen,  so  nähern  sich  diese  Linien  mehr  und  mehr  der  senk- 
rechten. 

Ebenen,  parallel  zur  0"- Axe,  welche  die  jp-  und  v-Axen  in  gleichen 
Abständen  von  der  'O'-Axe  treffen,  schneiden  die  Zustandsfläche  in 
Parabeln,  die  Zustandsfläche  ist  also  mathematisch  ein  gleichseitig- 
hyperbolisch-parabolischer Kegel. 

Wir  bilden  jetzt  die  verschiedenen  Differentialquotienten.     Es  ist 

B       /dv\     __Bd^ 
p'     \dp)^~         p^' 
B      /dp\    _        Bd' 


5)  (II)    =  ^,     (U 


\dp)^  ~  B'     \dv)p~  B' 
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oder,  indem  wir  die  Constante  JB  eliminiren,  durch  II  =  -—: 


\dvjp  ~~        v' 


/8^\    _  ^ 
\dp/v  ~  P 


Hiernach  ist  für  alle  Gase  der  wahre  Ausdehnungscoefücient  bei 
constantem  Drucke  constant,  ebenso  der  wahre  Spannungscoefficient 
bei  constantem  Volumen.  Ferner  haben  gleiche  Volumina  verschie- 
dener Gase  gleiche  Ausdehnungscoefficienten,  ebenso  gleiche  Spannungs- 
coefficienten  für  gleichen  Druck.     Oder: 

Bei  allen  Gasen  ist  der  Zuwachs  des  Volumens  für 
Volumeneinheit  bei  constantem  Drucke  bezw.  der  Zu- 
wachs des  Druckes  für  Druckeinheit  bei  constantem 
Volumen  gleich  dem  Zuwachse  der  Temperatur  für  Tempe- 
ratureinheit. 

Das  entspricht  dem  Seite  122  bereits  Angegebenen. 

Ebenso  mit  Bezug  auf  die  Compressionscoefßcienten : 

Bei  allen  Gasen  ist  die  Abnahme  des  Volumens  für 
Volumeneinheit  bei  constanter  Temperatur  gleich  der  Zu- 
nahme des  Druckes  für  Druckeinheit. 

Der  absolute  Compressionscoefficient  ist  durch  die  Tangente  des 
spitzen  Winkels  der  Berührenden  an  die  isothermische  Curve  im  be- 
treffenden Punkte  bestimmt. 

Ersetzt  man  in  den  Gleichungen  unter  5)  das  B  durch  seinen 

Werth  —  (Gleichung  15)  auf  Seite  126),  woselbst  B  für  alle  Gase  den- 
selben Werth  hat  und  m  das  Molekulargewicht  bedeutet,  so  hat  man 
unter  V  das  specifische  Volumen  zu  verstehen  und  es  wird  beispiels- 
weise 

7)  (^\=I. 

\dd'/p         mp^ 

/dp\    ^  ^ 

Hieraus  erhellt :  Der  wahre  Ausdehnungscoefücient  bei  constantem 
Drucke,  bezogen  auf  specifische  Volumina,  steht  bei  verschiedenen 
Gasen  unter  gleichem  Drucke  im  umgekehrten  Verhältnisse  der  Mole- 
kulargewichte,  oder  wie  man  auch  sagen  kann,  im  Verhältnisse  der 
Anzahl  Molekulargewichte  (Molekel)  in  der  Masseneinheit.  Je  mehr 
Molekeln  die  Masseneinheit  enthält,  desto  stärker  dehnt  sich  das  Volumen 
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dieser  Masseneinheit  unter  sonst  gleichen  Verhältnissen  aus.  Da  nach 
dem  A vog ad ro' sehen  Gesetze  gleiche  Volumina  unter  gleichen  Ver- 
hältnissen gleich  viele  Molekeln  enthalten,  welches  Gas  die  Volumina 
auch  füllt,  so  kann  man  allgemein  sagen: 

Die  Ausdehnung  eines  Gases  mit  der  Wärme  unter 
constantem  Drucke  steigt  hei  allen  Gasen  in  gleicher 
Weise  proportional  der  Zahl  Molekeln,  welche  das  Gas 
enthält. 

Genau  so  gilt: 

Die  Spannung  eines  Gases  unter  constantem  Volumen 
steigt  mit  wachsender  Temperatur  hei  allen  Gasen  in 
gleicher  Weise  proportional  der  Zahl  Molekeln,  welche 
das  Gas  enthält. 

Namentlich  den  letzten  Satz  ergieht  die  kinetische  Gastheorie  un- 
mittelbar, denn  zufolge  Gleichung  1)  in  Abschnitt  23  sollte  der  Gas- 
druck bis  auf  einen  Zahlenfactor  gleich  der  Molekelnzahl,  multiplicirt 
mit  der  mittleren  lebendigen  Kraft  der  Molekularbewegung,  sein, 
welch  letztere  oben  die  Temperatur  misst. 

29.     Speoifisolie  Wärmen,   Energie,    Entropie   und  Potentiale 

der  Gase. 

Gehen  wir  zu  den  specifischen  und  anderen  Wärmen  über,  so 
haben  wir  zufolge  58)  und  35)  in  Abschnitt  16 

also 

10)  y^==__==__. 

In  mechanischen  Einheiten  gemessen  ist  die  latente 
Wärme  der  Ausdehnung  (die  Wärme,  welche  erforderlich  ist,  um 
eine  Masseneinheit  bei  constanter  Temperatur  um  eine  Volumeneinheit 
auszudehnen)  gleich  dem  Drucke,  unter  dem  die  Ausdehnung 
vor  sich  geht  und  die  latente  Wärme  der  Spannung  (die 
Wärme,  welche  erforderlich  ist,  um  die  Spannung  einer  Masseneinheit 
um  eine  Spannungseinheit  bei  constanter  Temperatur  zu  vermehren) 
gleich  dem  negativen  des  Volumens,  welches  die  Massen- 
einheit hat.  Das  negative  Zeichen  von  y^  besagt,  dass  bei  Gasen 
die  Spannungsvermehrung  mit  einer  Erwärmung  verbunden  ist,  also 
dem  Gase,  wenn  seine  Temperatur  constant  sein  soll,  Wärme  entzogen 
werden  muss. 
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Wir  haben  ferner  nach  61)  in  Abschnitt  16) 

also  in  unserem  Falle 

11N  _  pv  _B  _   B 

Die  Differenz  der  beiden  specifischen  Wärmen  bezogen 
auf  Masseneinheit  (bei  constantem  Drucke  und  bei  constantem  Volumen) 
ist  für  jedes  Gas  eine  Constante,  für  verschiedene  Gase  um- 
gekehrt proportional  deren  Molekulargewicht,  also  um- 
gekehrt proportional  der  Dichte  (s.  Gl.  13,  Abschn.  21),  und 
multiplicirt  mit  dem  Molekulargewicht  für  alle  Gase  gleich. 

Letzteres  bedeutet,  dass  überhaupt  die  Differenz  der 
specifischen  Wärmen,  bezogen  auf  die  Massen  der  Molekeln, 
für  alle  Molekeln  gleich  ist. 

Und  diesen  Satz  kann  man  ausdehnen  und  sagen: 

Die  specifischen  Wärmen,  bezogen  auf  die  Massen 
der  Molekel  (also  bezogen  auf  gleiche  Massen  und  multi- 
plicirt mit  dem  Molekulargewicht),  sind  für  alle  Gase 
fast  gleich. 

Die  Masseneinheit  ist  1  =  vd,  woselbst  d  die  Dichte  bedeutet, 

daher  giebt  -^ die  Differenz  der  specifischen  Wärmen,   be- 
zogen auf  Yolumeneinheit ,  was  wir  mit  Gp  —  Gv  bezeichnen ,  und  da 

m 

V  m  =  —-  für  alle  Gase  gleichen  Werth  hat,  so  wird 
d 

12)  Gp  —  Gv  =  Gonst. 

Auf  gleiche  Volumina  bezogen  ist  die  Differenz  der 
specifischen  Wärmen  für  alle  Gase  gleich. 

Und  in  der  obigen  Ausdehnung: 

Auf  gleiche  Volumina  bezogen  sind  die  specifischen 
Wärmen  für  alle  Gase  fast  gleich. 

Der  Satz  besagt  nach  dem  Avogadro^schen  Gesetze  das  Näm- 
liche wie  der  voraufgehende. 

Die  Anwendung  dieser  Gleichungen  folgt  bald. 

Wir  haben  weiter  nach  Gleichung  55)  und  56)  in  Abschnitt   16 

7  {^£l ^^A dp        _  /dy» dcp\ dv 

somit  zufolge  der  nun  bekannten  Werthe  für  c^  und  y^ 

13)  1^  =  0, 

dv 

14)  1^^  =  0. 

dp 
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Also  ist  Cy  unabhängig  von  V^  Cp  unabhängig  von  p,  es  kann  also 
höchstens  sein  c^  =f(p,  ^)i  Cp  =/'(^>  ^)'  I^a  aber  Cp  —  c^  weder 
von  J7,  noch  von  t;,  noch  von  %'  abhängt,  so  könnte  nur  noch  sein 
Cy  :=^  a  -\-  fiß),  Cp  =  ?>  -|-  /('&•),  die  specifischen  Wärmen  Cp,  c^ 
müssen  in  gleicher  Weise  von  der  Temperatur  abhängen - 
und  können  nur  von  dieser  abhängen,  wenn  sie  nicht  über- 
haupt constant  sind. 

Zufolge  33)  und  34)  in  Abschnitt  16  ist  endlich 


also 


V        B 


^Pf 


p  IC 

Dem  Obigen  zufolge  also  sind  die  Dehnungswärmen  bei  con- 
stantem  Drucke  und  die  Spannungswärme  bei  constantem 
Volumen  proportional  dem  Drucke  bezw.  dem  Volumen  und 
im  üebrigen  von  der  Temperatur  in  ganz  gleicher  Weise  ab- 
hängig.    Ihr  Product  ist  nur  von  der  Temperatur  abhängig. 

Denn  man  hat 


17)  yp  y„  =  Cp  Ct,  ^  =  Cp  Ct, 


pv  d" 


Ferner  ist 

18) 


?£_  __    yv_  Cp  Cy    1^ 

p  V  B  J 


Die  Dehnungswärme  bei  constantem  Drucke,  bezogen 
auf  Druckeinheit,  weniger  der  Spannungswärme  bei  con- 
stantem Volumen,  bezogen  auf  Volumeneinheit,  ist  für  alle 
Gase  gleich,  und  zwar  mechanisch  gemessen  gleich  1  und 
calorimetrisch  gleich  dem  Reciproken  des  mechanischen 
Wärmeäquivalentes  (d.  h.  gleich  dem  thermischen  Arbeits- 
äquivalente). Anscheinend  bietet  dieser  Satz  die  einfachste  Methode, 
das  mechanische  Wärmeäquivalent  (bezw.  das  thermische  Arbeitsäqui- 
valent) zu  ermitteln;  benutzt  ist  er  hierzu  noch  nicht. 

Die  vier  Grössen  Cp,  Cv,  yp,  yv  sind  bis  auf  eine  Function  von  d' 
der  Form  nach  ermittelt.  Es  bedarf  noch  einer  Angabe,  um  auch  diese 
Function  zu  bestimmen.  Diese  kann  aber  nur  aus  der  Erfahrung  ent- 
nommen werden. 

Wir  untersuchen  nunmehr  die  Entropie  und  die  Energie.  Aus 
dem  Gleichungssysteme  Dj)  in  Abschnitt  16  ersehen  wir,  dass  die 
Entropie,  als  Function  von  d'  und  v  dargestellt,  bestimmt  ist  durch 
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aö^,v  =  Cv  -^  +  —  dv, 

also  weil  c^  nur  von  d'  abhängt  und  c^  =  ^  =  — -  ist: 

J         vJ 

dS»,^  =  d[i^(^)]  +  y  dlog(v). 

Das  Diflferential  der  Entropie  als  Function  von  Temperatur  und 
Volumen  besteht  also*  aus  dem  Differential  einer  Function  der  Tempe- 
ratur und  dem  Differential  einer  Function  des  Volumens.    Hiernach  ist 

S#,«  =  So  +  i>(»)  +  Y  ^9V  +  ^(v,  ») 
und  die  Function  O'  muss  die  Eigenschaft  haben 

Da  dv  und  d^  ganz  unabhängige  Grrössen  sind,  kann  O'  nur  Null 
oder  con  staut  sein,  also  bliebe 

19)  S„,»  =  So  +  i^(#)  +  y  logv. 

Aehnlich  würden  wir  haben 

d't^  V  7? 

äS9,p  =  cp^  —  j^dp  =  d[ilj'(9)]  -  j  d(Jogp), 

somit 

20)  S^.p  =  So'  +  t'  (»)  —  y  logp. 

HO" 

Da  p  =  ist,  ergiebt  die  letzte  Gleichung  auch 

S*,,  =  (^So'  —  y  logB\  +  (rl>'m  —  ^log»\  +  y  logv. 

Also  ist  wegen  Gleichung  19) 

8o'=S-^logM, 

21)  _p 

f  {»)  =  i>('d-) =r  log  ». 

üebrigens  ergiebt  sich  weiter,  dass  S  als  Function  von  j?  und  v 
nicht  von  ]ß  explicite  abhängt,  sondern  nur  vom  Product  j)  v,  es  ist 

22)  Sp.«  =  So"  +  ^'  (^)  +  y  logv. 

Wir  brauchen  also  nur  eine  Darstellungsweise  von  S  zu  kennen, 
etwa  die  als  Function  von  v  und  %'y^  und  die  ist  charakteristisch  genug. 
Sie  ist  bekannt,  sobald  c^  oder  Cp  als  Function  von  %'  gegeben  sind. 
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Wir  kommen  znr  Energie.  Das  Gleichungssystem  44)  in  Ab- 
schnitt 16  ergiebt  zunächst  für  die  Energie  als  Function  von  v  und  d' 

Hieraus  allein  ist  schon  zu  folgern,  dass  die  innere  Energie 

nur  eine  Function  der  Temperatur  sein  kann  (oder  nur  vom 

pv 
Producta  "^  abhängen  kann),  Druck  und  Volumen    kommen  in 

seinem  Ausdrucke  gar  nicht  oder  nur  in  der  Verbindung  zum 
Product  pv  vereinigt  vor.     Also 

23)  U  =  x(»)^x(^y 

Die  thermodynamischen  Potentiale  F  und  ^  gestatten  keine  so 
einfache  Darstellung.     Zunächst  [s.  Gleichung  S)  in  Abschnitt  17]  ist 

24)  0  =  F  +  pv  =  F  +  B^. 

Sodann  haben  wir  als  Function  von  v  und  d^  (s.  Gleichung  74), 
Abschnitt  17) 

25)  Fv,^  =  U—JSd'  =  x(^)  —  J^  (So  +  ^ W  +  y  f^ogvX 

Im  Wesentlichen  bestehen  also  die  thermodynamischen  Potentiale 
aus  Functionen  der  Temperatur  und  der  Temperatur  multiplicirt  mit 
dem  Logarithmus  des  Volumens  (bezw.  des  Druckes). 


80.    Innere  Energie,  speoifische  Wärmen  und  Entropie  idealer 

Oase. 

In  Abschnitt  15  ist  nachgewiesen,  dass,  so  weit  der  Clausius'sche 
Satz  vom  Virial  der  Kräfte  gültig  ist  —  und  dieses  dürfte  für  eine 
ausserordentliche  Zahl  von  Verhältnissen  der  Fall  sein,  da,  wie  schon 
dort  bemerkt,  dieser  Satz  eher  einen  zu  umfassenden  als  einen  zu 
engen  Bereich  hat  —  und  wofern  von  allen  Stosswirkungen  abgesehen 
wird,  die  ganze  potentielle  innere  und  äussere  Energie  proportional 
der  mittleren  lebendigen  Kraft  aller  molekularen  Bewegungen  zu 
setzen  ist. 

Nun  besteht  diese  potentielle  Energie  ü  aus  der  potentiellen 
äusseren  Energie,  sodann  aus  der  potentiellen  Energie  der  Wirkung 
von  Molekel  zu  Molekel  und  aus  derjenigen  der  Wirkung  von  Atom 
zu  Atom;  ist  die  potentielle  äussere  Energie  üe^  die  potentielle  innere 
der  Molekeln  ZJ^,  die  der  Atome  in  den  Molekeln  IIa,  so  haben  wir  hiernach 

26)  -ü='Üm+üa+  üe. 
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Gleicherweise  köDnen  wir,  indem  von  äusserer  Bewegung  ab- 
gesehen wird,  die  ganze  lebendige  Kraft  T  der  Bewegung  der  Molekeln 
und  der  Atome  darstellen  durch 

27)  T=2U+Ta. 

Die  gesammte  innere  Energie  TJ  ist  aber  gleich  der  inneren 
potentiellen  und  der  kinetischen,  demnach  wird  nach  Gleichung  VI  in 
Abschnitt  15 

28)  U,  +    ür^   +    üa   +   T,n   +    T«    +    Vf^  —  Üe  =  ^T^üf—Ü, 

Setzt  man  noch,  wie  in  Abschnitt  15  geschehen  ist,  die  Tempe- 
ratur, thermokinetisch  definirt,  T  proportional,  so  wird  hiemach 

29)  ^  =  %  ■K*'^  —  C7e  +   Uf^' 

3 

Nun  ist,  wie  gleichfalls  in  Abschnitt  15,  Gleichung  24)  sich  dar- 
gethan  findet 

30)  ü,=pv, 
somit 

31)  ü  =  ^  B*d'  —pv  +  üf\ 

o 

Gilt  aber  die  Boyle-Gay-Lussac'sche  Gleichung,  so  haben  wir 
pv  =  Bd',  also 


32) 


U=(j  E*  —  B^d-  +  üf\ 


Ferner  ist  allein  die  innere  potentielle  Energie,  die  wir  Up  nennen 
wollen,  üp  =  ü  —  B*  ^,  somit 


33) 


Up  =  (^B*  —  B\d'  +  üf\ 


Die  ganze  innere  Energie  der  Gase,  ebenso  der 
potentielle  Theil  dieser  ganzen  inneren  Energie,  wie 
der  kinetische  Theil  sind  je  proportional  der  absoluten 
Temperatur.  Die  beiden  ersteren  Energieen  sind  dadurch  bis  auf 
einen  Anfangswerth  bestimmt. 

Setzen  wir 

34)  -  B*  —  B  =  C, 

35)  ^  E*  —  B=  C, 
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so  haben  wir 

36)  U  =  Cd'  +  ü^^\     Up  =  Cd-  +  üf\ 

Demnach 

37)  .-1^-:^ 

38)  U=Jc^d'+  Ul^\ 

Also: 

Die  innere  Energie  eines  idealen  Gases  ist  bis  auf  einen 
Anfangswertli  gleich  dem  mechanischen  Aequivalente  der 
speeifischen  Wärme  bei  constantem  Volumen,  multiplicirt 
mit  der  absoluten  Temperatur.  Die  innere  Energie  eines 
idealen  Gases  steht  zu  der  potentiellen  inneren  Energie  und 
ebenso  zu  der  kinetischen  inneren  Energie  in  einem  con- 
stanten  Verhältnisse  (Satz  von  Clausius). 

Die  specifische  Wärme  bei  constantem  Volumen  ist  gleich 
dem  thermischen  Aequivalent  der  inneren  Energie,  dividirt 
durch  die  absolute  Temperatur. 

Da  C  constant  sein  sollte,  ist  auch  Cv  constant,  demnach  ist  auch, 
weil  Cp  —  Cv  constant  sein  muss,  Cp  constant: 

Die  speeifischen  Wärmen  idealer  Gase  bei  constantem 
Volumen  und  constantem  Drucke  sind  Constanten,  unab- 
hängig von  Druck,  Gasdichte  oder  Temperatur. 

Wie  weit  diese  Sätze  richtig  sind,  werden  wir  später  sehen.  Wir 
haben  aber  nunmehr 

39) 


40)  • 


Cv 

J\ 

Cp 

C  +  B 
J 

C  V 

» 

Y« 

J  IV 

f\f  . 

G  +  B 

P 

41) 


*2)  -  J        B 

Sodann,  wie  eine  sehr  leichte  Rechnung  ergiebt: 

«)  S»,p  =  Si  +  j  log  {&<'+^p-  ^), 

Weinstein,  Thermodynamik.  23 
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F»,  „  =  J»[c^  —  JSo  —  log  («•<' v«)] , 

44)  F»,p  z=J»[c,-  JSi  —  log  i»^+  ^pS)] , 
F,,p  =  J»[c^  —  JSÖ'—  log(v^  +  BpC)-]. 

Q»,„  =  J»[cp  —  JSo  —  logi&Cv^)], 

45)  0j,,p  =  J»[Cj,  —  JS;,  —  logi»c+^p-^l 
«5„,^  =  J-*  [cp  —  /Si'  —  log  {v<'+  i'p^)] . 

Es  ist  nicht  ohne  Interesse,  zu  bemerken,  wie  conform  die  Aus- 
drücke für  die  beiden  thermodynamischen  Potentiale  gebaut  sind,  sie 
unterscheiden  sich  lediglich  dadurch,  dass  die  darin  vertretenen  speci- 
fischen  Wärmen  verschieden  sind.  Zugleich  rechtfertigen  sich  die 
unterscheidenden  Namen,  die  S.  92  diesen  Potentialen  gegeben  sind, 
F  als  thermodynamisches  Potential  für  constantes  Volumen,  O  als 
solches  für  constanten  Druck;  in  der  That  ist  in  F  enthalten  das  c^, 
in  O  das  Cp, 

So»  So,  So  bedeuten  die  Entropieen  für  irgend  einen  Zustand  des 
Gases,  und  es  ist 

So  =So  +jlogB, 

So'  ==  So f  logB, 

Damit  sind  alle  Grössen  ihrer  Form  nach  bestimmt.  In  einem 
Falle  jedoch  kann  man  die  Gleichungen  noch  weiter  entwickeln,  weil 
er  für  die  Verhältnisse  gewisser  Grössen  zu  bestimmten  Zahlenwerthen 
führt. 


Zufolge  3' 

i)  ist 

wr 

47) 

-E*        G  +  B, 

also 

/ 

48) 

5  i2* 
'^        3    J 

und 

49) 

Cp        5  i?* 

c^        3    C 

Nun  war  ferner  nach  Gleichung  1)  in  Abschnitt  23  das 


pv  = 


2  /Nil  ip' 

3  \      2 


)■ 


woselbst  1^2  (Jas  mittlere  Quadrat  nur  der  fortschreitenden  Bewegung 
der  Molekeln  bedeutete.     Hieraus  folgt: 

Für  solche  Gase,  deren  ganze  innere  kinetische  Energie 
nur  in    der    kinetischen    Energie    der   fortschreitenden   Be- 


J 
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wegung  beruht  und  innerhalb  deren  Molekeln  keine  Be- 
wegungen stattfinden,  die  also  keine  Atombewegungen 
haben,  ist 

50)  -R  =  1"  ^*- 

3 

Offenbar  wird  die  Voraussetzung  erfüllt  sein,  wenn  die  Atome, 
die  die  Molekel  zusammensetzen,  zu  einem  starren,  in  sich  unveränder- 
lichen System  verbunden  sind.  Körper,  deren  Molekeln  in  dieser  Weise 
gebaut  sind,  haben  wir  einatomige  Körper  genannt. 

In  einatomigen  Gasen  ist  also 

Für  solche  Gase  haben  wir  hiernach  gemäss  34) 

51)  C  =  B*, 
also 

52)  c„  = 

und 

53)  i  =  I  =  1,67. 

Die  specifischen  Wärmen  einatomiger  Gase    stehen    im 
Yerhältniss  von  5  zu  3. 

Femer  ist  gemäss  34)  und  35) 

C'  =  0, 
also  auch 

54)  üp  =  0 
nnd 

55)  Uz=  B'^d'  +  üf\ 

Einatomige  ideale  Gase  haben  keine  innere  potentielle 
Energie. 

Der  Satz  muss  wohl  verstanden  werden;  er  besagt  nur,  dass, 
wenn  die  Boyle-Gay-Lussac'sche  Gleichung  die  Zustandsgieichung 
der  Gase  bilden  soll,  wir  aus  der  kinetischen  Gastheorie  gezwungen 
sind,  einatomigen  Gasen  innere  potentielle  Energie  abzusprechen. 

Für  Gase,  welche  aus  Molekeln  bestehen,  innerhalb  deren  Atome 
oder  Atomcomplexe  sich  bewegen  können,  für  mehratomige  Gase,  gelten 
so  einfache  Beziehungen  nicht  mehr,  denn  für  diese  kommt  zu  der 
lebendigen  Kraft  der  fortschreitenden  Molekularbewegung  noch  die 
der  Bewegung  der  Atome  in  den  Molekeln.     Es  ist  also  nicht  mehr 

2 

13* 
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also  auch  nicht 

Da  jedoch  Cv  höchstens  gleich  Cp  werden  kann,  denn  die  von  der  Zahl 
der  Atome  in  der  Molekel   der  Gase   unabhängige  Gleichung  11)   in 

Abschnitt  29  giebt,  weil  —  positiv  ist,  für  Cp  —  Cf,  positive  Werthe, 

U 

c      ,  5       .         . 

so  folgt,  dass  zwar  das  Verhältniss  —  nicht  mehr  —  sein    wird ,    aber 

5 

jedenfalls  zwischen  1  und  —  liegen  muss. 

o 

Wir  haben  also 
56)  l^-^^l- 

In  allen  idealen  Gasen  liegt  das  Yerhältniss   der  beiden 

specifischen  Wärmen  bei  constantem  Druck  und  constantem 

5 
Volumen  zwischen  1  und  — • 

ö 

Vermuthen  kann  man,  dass  dieses  Yerhältniss  mit  wachsender 
Zahl  der  Atome  stetig  abnimmt. 

Nun  setzen  wir  ü  ^  Ua  -\-  U^,  indem  wir  unter  üa  die  ganze 
innere  Energie  der  Atome  allein  (wenn  die  Molekeln  ruhen),  unter 
Um  die  ganze  innere  Energie  der  Molekeln  allein  (wenn  die  Atome 
ruhen)  verstehen.  Ferner  nehmen  wir  an,  dass  auch  bei  mehr- 
atomigen Gasen  zwischen  den  Molekeln  keine  potentielle  Energie  vor- 
handen ist,  was  ja  mit  zum  Begriffe  der  idealen  Gase  gehören  sollte. 
Dann  ist 


also 
57) 

58) 


3  3 


IT  ~2  ~Jc^  ~  2         ~Cy,      ' 


Diese  Gleichungen  lehren  das  Verhältniss  der  Molekularenergie 
bezw.  der  Atomenergie  zur  Gesammtenergie  berechnen. 

Es  ist  aber  nochmals  hervorzuheben,  dass  alle  diese 
Gleichungen  nur  gelten,  wenn  das  Virial  der  inneren  Stoss- 
kräfte  vernachlässigt  werden  darf,  was  selbst  bei  idealen 
Gasen  hypothetisch  ist. 
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31.    Gkisgemisohe. 

Befinden  sich  in  einem  Räume  F  die  i-Gase  1,  2  .  .  .,  i,  denen  die 
Dichten  f<i,  ^^2  .  .  .,  f^«i  die  Molekulargewichte  nii,  m2  .  .  .,  nii,  die 
specifischen  Volumina  Vi,  v^  ,  .  ,,  Vi,  die  Atomzahlen  für  die  Volumen- 
einheit Wi,  ^2  .  .  .,  w»-  und  die  Partialdrucke  Pi,  p^  •  •  •>  J'»  zugehören, 
so  ist,  wenn  alle  Gase  gleiche  Temperatur  haben: 


ll)  Pl 

^1 

-Ri^, 

i>2^2 

i^a'ö',          . .  .,  pi  Vi        Rid' 

oder 

h)    Pl 

_^Äi^, 

Pi 

ft2  -^2  -^j           •  •»  Pi          =  (Jl^iBid^ 

oder 

I3)    Pl 

ni'miBid', 

p% 

^2^2122'^» * '  'j  Pi            nimiBi^, 

Da  wir 

ferner  haben 

2) 

Bi  =     ■, 

•R2  = 

**1 

9^9 

ni 

■Pl  —  ^  ' 

-P2  —    ^      • 

•     • 

-P»  —    ^  * 

n 

w 

w 

80  geht  das  letzte  System  von  Gleichungen  über  in 

I4)  Pl  ^=  Bni%',     j)2  =  i? W3 'S*, .  .  .,pi  =  Bni%', 

somit 

3)         i>i  +  i>2  +  •••+  i?»  =  (^  +  «2  +  •••+%)  -R  '^• 

Nun  ist  j)i  +  j)2  +  •  •  •  "I"  P»  ^iör  Gesammtdruck  p  des  Gemisches 
und  »1  +  W2  -|-  •  •  •  -|-  Wf  ist  die  Gesammtzahl  n  aller  Molekeln  in 
einer  Raumeinheit  des  Gemisches,  also  haben  wir 

4i)  p  =  nB%^ 

und  sogleich  im  Anschluss  daran  für  die  Partialdrucke 

1:.) 

Die  Partialdrucke  stehen  also  im  Verhältnisse  der  ein- 
zelnen Molekelzahlen  zur  gesammten  Molekelzahl. 

Nennen  wir  m  das  durchschnittliche  Molekulargewicht  der  Molekeln 
des  Gemisches,  indem  wir 

e  ^  ^1^1  4-  ^3^2  +  •  •  •  +■  rtimi 

Ol)  m  =  — — ^— ^ — - — - — ' ■ — - — - 

n 

setzen,  so  ist 

6)  nm  =  ni^i  -|-  1*2*^2  +  •  •  •  +  *2*w^», 

=  /*1    +   /*2    +    •   •  •    +  f*.-  =  /* 

die  Dichte  des  Gemisches  und 

4.2)  p  =  ll  d'  =  Bud', 

m 
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somit 

43)  :pv  =  B», 

woselbst 

7i)  V  = 


Vi  V2  Vi 


Ist  die  Masse  des  Gemisches  im  Räume  V  gleich  M,  so  haben 
wir  femer 

44)  pV=zMBd^, 
73)                                           Mv  =  V. 

Für  die  einzelnen  Gase  haben  wir,  wenn  deren  Massen  im  Volumen 
F  gleich  Jfi,  M2  .  .  »y  Mi  sind: 

I5)  PiV=MiBid',     p2y=M^I^2^  '  ". 

somit  auch 

45)  pV=  {MiBi  +  M^B^  H +  MiB^)% 

und  hieraus  folgt  weiter 

^  M 

und  ausserdem 

9)  Jfi  t^i  =  F,      -Ma  ^2  =^,  •  •  .,     MiVi  =  F. 
Da  wir  haben: 

Ml     M2  Mi 

10)  —  :  —  :  •  •  •  :  —  =  Wi  :  Wo  :  •  •  •  :  W,-, 

Ml      m^  Mi 

so  wird 

11)  i)i  :  ps  •  -  •  •  •  i>»  =  ^1  :  %  :  .  •  •  •  *^». 

Die  Partialdrucke   stehen  im   Verhältniss   der  Molekel- 
zahlen [s.  Gl.  I5)]. 
Ferner  ist 

,o\  -^1  ^2  Mi 


Fmi '        '  ""  Fma  '        '      '  *  "~  Fm^ ' 
also  auch  zufolge  5i) 

Da)  »w  = 


"T  •-:: — r  *  •  •  "T  "ZT 


Indem  man  noch  mv  •=  X^  setzt,  wird 
13)  p'oz=B%^. 

Aus  der  Formel  für  v  ergiebt  sich  zugleich 
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14)  t)  = 


m    1  m    1  wl' 


woselbst  die  t)i,  t)2f  •  *  •  t)i  die  Molekularvolumina  der  Einzelgase  unter 
ihren  Partialdmcken  sind. 

Also  bleiben  alle  dem  Boyle-Gay-Lussac'schen  Gesetze 
für  einzelne  Gase  entsprechenden  Gleichungen  auch  für  Gas- 
gemische bestehen,  wenn  nur  die  einzelnen  Grössen,  Druck,  Dichte, 
speeiüsches  Yolumen,  Molekulargewicht,  Molekularvolumen  entsprechend 
definirt  werden. 

Auch  die  specifischen  und  anderen  Wärmen  sind  für  Gasgemische 
leicht  abzuleiten.     Wir  haben  z.  B.  für  die  Masse  M  des  Gemisches 

d^  dv 

MdQ=  Mc^-^  +  Mc»  —, 

worin  Cv  und  c^  sich  auf  das  Gemisch  beziehen.  Dieselbe  Grösse  .aber 
ist  auch,  wenn  cf^^  bedeutet,  dass  die  betreffende  Grösse  dem  Einzel- 
gase a  angehören  soll,  gleich 

MäQ=  V(iL^(^^  +  ;t,cf  +  .  .  .  +  ^. cf)  ^ 
also  folgt,  weil  M  =  Fft  ist 

iDlJ  Cv   , 

lOg)  Cv  =   — 


M 

und  genau  so  sind  alle  folgenden  Wärmen  zu  rechnen.  Alle  speci- 
fischen  und  anderen  Wärmen,  bezogen  auf  Masseneinheit, 
berechnen  sich  immer  nach  dem  Schwerpunktsatze.     Da 

ft  c„  =  C,  und  ^„  cf  =  Cf 
ist,  so  haben  wir 
16)  C,  =  C«  +  Cf*^  +  •  •  •  +  C«. 


Die  specifischen  und  anderen  Wärmen  eines  Gemisches, 
bezogen  auf  Volumeneinheit,  sind  die  Summen  der  ent- 
sprechenden Wärmen  der  einzelnen  Gase  unter  den  be- 
treffenden Drucken. 

Daraus  wieder  folgt:  Alle  für  diß  specifischen  und  anderen 
Wärmen  einzelner  Gase  abgeleiteten  Gleichungen  gelten  in 
gleicher  Weise  auch  für  Gasgemische. 
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Zur  Berechnung  der  Energie  und  Entropie  haben  wir  uns  zu- 
nächst der  Gleichungen  unter  A)  in  Abschnitt  21  zu  bedienen.  Da- 
nach ist 

M^U^  +  M^U^  -\ +  Mi  Ui 


17)  U  = 


M 


18)  S  - , 

Gleichungen,  die  nicht  bloss  für  Gase,  sondern  überhaupt  allgemein 
gelten. 

In  unserem  Falle  ist,  indem  die  willkürliche  Constante  für   ein 

Gas  a  mit  U^    bezeichnet  wird 

also 

19)  U=J      '  "  '  \/ '-^^ 

M 

M^  lf;P  +  M2  Uf  H ■]-  M.  U^P 




M 
Es  ist  aber  zufolge  12) 

Ml  =  Vfiifni,    M2  =  Fn2W2,  .  .  .,    Mi  =  Vfiimi. 

Vna  giebt  die  Zahl  Molekeln  des  Gases  a  im  ganzen  Gemische,  setzen 
wir  hiemach 

20)  Ni  =  Fwi,    JVa  =  Fwa,  •  •  .,  -ZV»  =  Vfii,    N  =  Vn, 

so  bedeuten  die  N  die  Molekelzahlen  überhaupt;  indem  wir  noch   die 
Molekularwärmen 

21)  Äf  =  «hC    Äf  =  «4cf  ....    fcf  =  m,c«, 
einführen,  erhalten  wir  für  die  Energie  des  Gasgemisches 

a  =  i  a  =  i 

22)  Mü=jy]N  k^'^  ^  +  y]Nm^  ü^''\ 

Die  Entropie  des  Gases  a,  bezogen  auf  Masseneinheit,  ist  [Gleichung  43), 
S.  193]  als  Function  von  %  und  v 

23')  S^"^  =  Bf  +  cf  ?o^#  +  I  log  v, , 

also 

23)  M^  S^"'  =  M^  Sf  +  M^  cf  log»  +  M^j  log  v^ 

=  M^  Sf  +  N^  (kflog  ^  +  I  logv^. 
Hieraus  folgt  für  die  Entropie  des  Gemisches 
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^^2  (<'^%^  +  jlogv.^  +...  +»^iJ^iSr  +  w^^2Sf +  ..., 


oder,  was  dasselbe  ist 


23,)  MS='^N^  (ä<"> log9+^  logv^  +  m^ sf). 

Statt  des  specifischen  Partialvolumens   können    wir   Temperatur 
und  Partialdruck  einführen,  dann  ist 

23,)  MS  =  2^.  Uflog&  +  §  %  f  +  «»<.  S^»^  +  f  %^). 

Setzt  man  die  Verhältnisszahlen  — ,  —  •  •  •  -^  gleich  Ci,  Cj  •••,  c,-, 
so  dass 

24)     c,  =  :^,  c,  =  ^  .  .  .  c<  =  ^;  JV^=  iV,  +  iVa  +  •  •  •  +  JVi 

ist  (Planck  bezeichnet  die   Grössen  c  als   Concentrationen   der 
Molekelarten  im  Gemisch),  so  wird  wegen  45) 

283)  MS  =  ^N^  [&f  ?o^  ^  +  5  log  I 


Qi=\ 


(a) 


+  ^.  ^r  + 


f  0^^  ^  -  ^'^ ')] 


Hiernach  bekommen  wir  femer  für  das  thermodynamische  Potential  F 


25)  MF=J»^  N^  hl''  (1  -  log  »)-^log---  m^  Sf 

und  für  das  Potential  O 

26)  M0  =  J»  ^  N^  \lc^'\l  -  log»)  -  ^  log  ^  -  m^  S^^' 

Die  letztere  Function  ist,  wie  wir  wissen,  von  besonderer  Wichtig- 
keit, ihre  Grenzwerthe  bestimmen  Gleichgewichtszustände  nach  Vor- 
gängen, welche  nicht  Druck,  Volumen  und  Temperatur,  sondern 
andere  Veränderliche  betreffen,  die  davon  unabhängig  variiren  können, 
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z.  B.    Massenverändernngen    in    den    einzelnen  Bestandtheilen,    Zer- 
setzungen u.  s.  f. 

Jede  der  Gleichungen  bezieht  sich  immer  auf  den  augenblicklichen 
Zustand.  Aendert  sich  der  Zustand,  so  ändern  sich  die  darin  ent- 
haltenen Grössen.  Bei  Vorgängen,  für  welche  MO  einen  Grenzwerth 
hat,  sollen  p  und  d"  constant  sein;  solche  können  also  nur  die  N,  m,  c 
ändern.  Bleiben  die  Bestandtheile  durch  die  Vorgänge  ungeändert, 
so  würde   es  sich  nur  um  Aenderung  der  Concentrationen  c  handeln. 

32.    Die  meohanisohe  Definition  der  Entropie  und  die  mittlere 

Weglänge  der  Molekeln  in  Gasen. 

Nach  Gleichung  VIII  a)  in  Abschnitt  12  hatten  wir  für  die  Aenderung 
der  Entropie  bei  dem  Uebergange  eines  Systems  aus  einem  Zustande 
in  einen  anderen,  bei  etwas  abgeänderter  Schreibweise 

li)  dS  =  ^d(logTyiy). 

T  ist  die  mittlere  lebendige  Kraft  aller  Molekeln  während  des  Ueber- 
ganges,  i  ist  die  Dauer  dieses  üeberganges.  Wollen  wir,  was  des 
Folgenden  wegen  nöthig  ist,  zu  der  mittleren  lebendigen  Kraft  einer 
einzelnen  Molekel  übergehen,  so  müssen  wir  i  so  gross  wählen,  dass 
innerhalb  dieser  Zeit  jede  der  Molekeln  des  Systems  alle  möglichen 
lebendigen  Kräfte  aufweist,  so  dass  allen  Molekeln  gleiche  mittlere 
lebendige  Kraft  zugeschrieben  werden  kann.  Ist  daher  r  die  mittlere 
Bewegungsdauer  einer  Molekel,  so  wird  also  i  im  Verhältniss  zu  r  sehr 
gross  sein  müssen.  Andererseits  darf  aber,  weil  es  sich  um  geringe 
Zustandsänderungen  handelt,  i  auch  nicht  eine  gewisse  Grösse  über- 
schreiten. Daher  werden  wir  annehmen  müssen,  dass  zwar  im  Ver- 
hältniss zur  mittleren  Bewegungsdauer  einer  Molekel  in  ihrer  Bahn 
die  Dauer  der  Zustandsänderung  sehr  lang  ist,  aber  an  sich  noch  recht 
klein  sein  kann.  Die  Erfahrung  hat  Annahmen  dieser  Art,  wenn  es 
sich  nicht  um  Zustandsänderung  explosiver  Natur  handelt,  gerecht- 
fertigt. Hiernach  wird  i  gewisse  Grenzwerthe  nicht  überschreiten 
dürfen,  und  zwar  einen  Maximalwerth  nicht,  innerhalb  dessen  un- 
erzwungene  Zustandsänderungen  noch  als  unendlich  klein  angesehen 
werden  dürfen  und  einen  Minimalwerth  nicht,  innerhalb  dessen  die 
Molekeln  in  jedem  Theile  des  Systems  Zeit  haben,  ihre  mittleren 
lebendigen  Kräfte  gegen  einander  auszugleichen.  Nur  auf  diesen 
Minimalwerth  kommt  es  an. 

Setzen  wir  hiernach  i  =  St,  so  wird  @  eine  grosse  Zahl  be- 
deuten, die  möglicherweise  vom  Zustande  und  der  Natur  des  Systems 
abhängig  ist.  Indem  wir  nunmehr  unter  Ti  die  mittlere  lebendige 
Kraft  einer  Molekel  und  unter  N  die  Zahl  aller  Molekeln  in  der  Massen- 
einheit verstehen,  ist 
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12)  dS  =  ^  dlog(N&  TiT)y. 

Die  Grösse  y  in  dieser  Gleichung  ist  in  der  früheren  Bezeichnungs- 
weise  gleich  -^  (s.  S.  32).    Der  jetzigen  Bezeichnungsweise  zufolge  be- 

deutet  aber  C  das  Nämliche  wie  die  Grösse  rrrr^  also  wird 

13)  dS  =  ^  dlog{N@T^  xf^ 
und  indem  wir  für  T^  seinen  Werth 

einsetzen,   woselbst  m  die  Masse  einer  Molekel,  ^^   wie  früher  das 
mittlere  Quadrat  der  Geschwindigkeit  bedeutet,  erhalten  wir 

14)  dS^-^dlogi^il^^tej     . 
Nach  Gleichung  13)  in  Abschnitt  21  ist  aber 


und  da  femer 


X 


woselbst  wie  früher  l  die  mittlere  Weglänge  bezeichnet  und  Nm  die 
Masseneinheit  ist,  so  wird,  indem  die  constanten  Factoren  fortgelassen 
werden,  weil  sie  ohnedies  fortfallen 

I5)  dS  =  ^dlog(^1®f^\ 

Vergleichen  wir  aber  diesen  Ausdruck  mit  dem  fär  die  Entropie 
der  Gase  zufolge  Gleichung  43)  auf  S.  193  als  Function  der  Tempe- 
ratur und  des  Volumens  gültigen  Ausdruck 

2)  dS  =  ^dlog{%'^v^\ 

so  folgt 

_1_ 

3)  7\)l®  =  {A%^v^y^^ 

woselbst  A  eine  von  %"  und  v  unabhängige  Grösse  bedeutet.    Hiemach 

wird  die  mittlere  Weglänge 

1 

A' 


2^  C  B 


±\  l  =  -1—  -O'ai^*  v^^. 


204  Sechstes  Gapitel. 

Nun  sollte  St  der  Ausgleichsdauer  gleich  sein.  Diese  hängt  zu- 
nächst von  der  Bewegungsdauer  t  ab  und  ist  insoweit,  als  diese  durch 
Temperatur  und  Volumen  bestimmt  wird,  von  diesen  Grössen  abhängig. 
Aber  die  hier  geforderte  Ausgleichung  muss  derartig  beschaffen  sein, 
dass  das  Gas  in  jeder  Hinsicht  dem  idealen  Zustande  entspricht.  Es 
genügt  darum  nicht,  dass  diese  Ausgleichung  für  alle  Richtungen  im 
Durchschnitt  erfolgt  ist,  sie  muss  vielmehr  für  jede  beliebige 
Richtung  stattgefunden  haben,  da  anderenfalls  die  Gesetze  für  die  Ge- 
schwindigkeitsvertheilung  in  idealen  Gasen  keine  Geltung  haben.     Ist 

nun  die  Zahl  der  in  der  Volumen einheit  enthaltenen  Molekeln  n,  so  be- 

1 

finden  sich  auf  der  Längeneinheit  in  irgend  einer  Richtung  n^  Molekeln, 
und  da  wir  in  erster  Näherung  die  Ausgleichsdauer  nach  irgend  einer 
Richtung,  welche  umgekehrt  proportional  der  Zahl  der  Stösse  nur  nach 

dieser  Richtung  sein  muss ,  für  sich  proportional  —^  ansetzen  können 
und  ferner  gleichfalls  in  erster  Näherung  t  umgekehrt  proportional  n 

2 

ist,  so  folgt,  dass  in  erster  Näherung  S  proportional  n^  anzusetzen  ist. 
Hiemach  hätten  wir 

1  C  R 

A2B'  «9.2Ä"  n,2B* 

5)  l  =  _   ,  , 

woselbst  a  eine  Constante  ist.     Multipliciren  wir  Zähler  und  Nenner 

-  1  .        . 

mit  m^  und  beachten,  dass  wm  =  u  ==  —  ist,  wo  ii  die  Dichte  be- 

V 

deutet,  so  haben  wir,  indem  noch 

6)  !^  =  iA) 

gesetzt  wird, 

( A\      —     — ^  +  - 

7)  ?  =  ^  '»•2^2'  t;2Ä-  ^  3. 


Hierin  ist  noch 


^ 


somit 

8)  ?  =  (.1)(-Vi?       2^2B'       2^2i2*^8. 

Zufolge  der  Entwickelungen  im  voraufgehenden  Abschnitte  haben   wir 

5 

9)  C  =  Jc^  =  -  B^  —  B,      B  =  J(Cp  —  Ct,), 

3 

also 


Entropie  und  mittlere  Weglänge.  205 


10) 

ii*  -  1  Je, 

und  indem 

11) 

gesetzt  wird, 

bekommen 

wir 

12,) 

l  =  (Ä 

y      V   1              1        5— 3fc      9fc— 5 

Daraus  folgt  weiter  wegen  pv  =  Bd" 

/—,\1        6fc  —  6  9fc  — 5 

12,)  l  =  (Ä)  (->  B"^^  ^i?       ^^, 

123)  l  =  (A)[jy  B     ^^p    ^^     V, 

Es  muss  anerkannt  werden,  dass  die  Ableitung  dieser  Formeln 
sehr  viel  zu  wünschen  übrig  lässt;  wer  dieser  Ableitung  in  Folge 
dessen  kein  Vertrauen  schenken  will,  der  mag  die  Formeln  so  hin- 
nehmen und  in  der  gegebenen  Ableitung  nur  eine  Stütze  für  sie  sehen. 
Die  Hauptstütze  müssen  sie  in  der  Erfahrung  finden.  Darüber  später. 
Einstweilen  sind  jedoch  die  Consequenzen ,  zu  denen  sie  führen,  zu 
discutiren. 

Die  mittlere  Weglänge  erscheint  zunächst  als  Function  zweier 
Variabein,  von  Temperatur  und  Volumen  oder  Temperatur  und  Druck 
oder  Druck  und  Volumen.  Da  h  bei  idealen  Gasen ,  wie  wir  wissen, 
höchstens  •§  und  mindestens  1  ist,  so  folgt,  dass  die  mittlere  Weglänge 
mit  wachsender  Temperatur  entweder  constant  bleibt  oder  zunimmt. 
Mit  wachsendem  Volumen  nimmt  die  mittlere  Weglänge  stets  zu  und 
zwar  proportional  dem  Volumen  oder  einer  Potenz  desselben,  die 
zwischen  1  und  |  liegt,  also  höchstens  dem  Volumen  proportional. 
Mit  wachsendem  Drucke  kann  die  mittlere  Weglänge  zunehmen,  aber 
auch  abnehmen,  welches  von  beiden  eintritt,  hängt  von  der  Art  des 
Vorganges  ab.  Diese  Consequenzen  bereits  leuchten  wohl  als  wahr- 
scheinlich ein. 

Wir  sehen  ferner:  In  allen  isopiestischen  Vorgängen  wächst  die 
Weglänge  proportional  der  Temperatur  und  proportional  dem  Volumen, 
dieses  ist  leicht  verständlich  durch  das  Wachseh  des  bei  gleicher  Druck- 
wirkung zur  Verfügung  stehenden  Raumes  und  Zunahme  der  Heftig- 
keit der  Stösse. 

In  allen  isometrischen  Vorgängen  wächst  die  mittlere  Weglänge 
mit  wachsender  Temperatur  und  mit  wachsendem  Drucke,  jedoch,  wie 
wir  bald  sehen  werden,  nur  sehr  wenig.  Das  letztere  namentlich  ist 
dem  Verständnisse  leicht  zugänglich. 


206  Sechstes  Capitel. 

Endlich  in  allen  isothermischen  Vorgängen  wächst  die  mittlere  Weg- 
länge mit  wachsendem  Volumen  und  nimmt  ab  mit  wachsendem  Drucke. 
Auch  das  ist  leicht  vorstellbar. 

Wir  haben  nun  noch  die  Abhängigkeit  von  Atomzahl  und  Mole- 
kulargewicht zu  discutiren.  Erstere  tritt  in  den  Exponenten  von  '0', 
t;  und  ^  hervor. 

Da  Tc,  wie  bemerkt,  nicht  grösser  als  |  und  nicht  kleiner  als  1  sein 

5  ^]q  9^ 5 

kann,  so  nimmt  ^-^ mit  wachsender  Atomzahl  zu,  — -rr: —  da- 

6  K  OK 

gegen  stetig  ab.  Mit  wachsender  Atomzahl  wächst  also  die  Abhängig- 
keit der  mittleren  Weglänge  von  der  Temperatur  und  nimmt  die  Ab- 
hängigkeit dieser  Weglänge  von  dem  Volumen  ab.  Hinsichtlich  des 
Druckes  nimmt  die  Abhängigkeit  ab  für  isothermische  Vorgänge  und 
wächst  für  isometrische.     Die  Exponenten  liegen  in 

isometrischen   Processen  für  -9"  zwisch.  Ou.  — ,  fürjJzwisch.        Ou.       — 

ö  ö 


isotherm  ischen 

n 

„  v 

n 

■*■    »    q »     n    P 

n 

-.-1 

isopiestischen 

n 

,  ^ 

n 

1  „  1,  n  ^ 

» 

1«     1 

Wie  wir  später  sehen  werden,  ist  Ä  für  zweiatomige  Gase  etwa  1,4, 
für  dreiatomige  etwa  1,3.  Der  Exponent  von  %'  und  p  in  isometrischen 
Vorgängen,  der  besonders  interessirt,  ist  hiemach 

0  für  einatomige  Gase, 


etwa  —    „  zweiatomige 


„     -^    „  dreiatomige      „  , 


10 

J^ 

8 

\_ 

3 


»  > 


unendlich  atomige  Gase. 


Das  rechtfertigt  die  frühere  Behauptung,  dass  wenigstens  für  die 
gewöhnlichen  Gase  (auf  die  überhaupt  die  Theorie  einzuschränken  ist) 
in  isometrischen  Processen  die  mittlere  Weglänge  fast  constant  ist. 
Die  übliche  Formel  unter  7)  in  Abschnitt  27  ergiebt,  dass  sie  dann 
überhaupt  constant  ist. 

Für  Discussion  der  Abhängigkeit  vom  Molekulargewicht  beachten 

wir  zunächst,  dass  i^  umgekehrt  proportional  diesem  Molekulargewicht 

^  

ist,  nämlich  es  ist  TL  =  — ,  woselbst  B,  eine  für  alle  Gase  gleiche  Gon- 

m 

staute  bedeutet.    Führen  wir  noch  statt  des  specifischen  Volumens  v 

das  nach  dem    Avogadro' sehen  Gesetze    (S.   126)    unter   gleichem 

Drucke    und    gleicher  Temperatur    gleichfalls    für    alle  Gase    gleiche 

Molekularvolumen  x^  ■=:  mv  ein,  so  tritt  in  den  Gleichungen  für  die 
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6fc  — 6 


mittlere  Weglänge  der  Factor  m       ^^     vor.     Ferner  haben  wir 

JL         2  -5-2 


13)  U)  = 


a  a 


Nun  ist  mCp  eine  für  alle  Gase  zwar  nicht  absolut,  aber  doch 
nahezu  gleiche  Grösse  (S.  188).     Setzen  wir  daher 


14) 

a  = 

-e-«, 

J^emcp  —  g.*^ 

so  wird  hiernach 

• 

n 

15) 

U) 

und  indem  wir  nunmehr 

16) 

M-z 

=©■ 

2fc— 6 

machen,  erhalten 

wir 

17i) 

l  — 

M(R)~ 

1  5  — 3k      9fc  — 5 

2  ^     6k       t)     6k     , 

6fc— 5                  9fc  — 5 

170 

l  — 

M(B) 

6  k       ^p          6fc     , 

6        6  — 3k 

173)  l  =  M{B)    «*p   ^^     ö. 

Nur  M  enthält  die  Abhängigkeit  vom  Molekulargewicht.  Die  Gleichung 
für  M  lehrt  aber ,  dass  mit  wachsendem  Molekulargewicht  die  mittlere 
Weglänge  weder  stetig  zuzunehmen,  noch  stetig  abzunehmen  braucht, 
dass  vielmehr  Grenzwerthe  vorhanden  sein  können,  bei  denen  die 
mittlere  Weglänge  ein  Maximum  oder  Minimum  hat.  Diese  Grenz- 
werthe sind  abhängig  von  der  Atomzahl  der  Gase.  Die  Gleichung  für 
sie  lautet 

1Q^  2Ä— 5  1 

I81)  m  =  - 


6A;       d{a  -\-  ßm) 
dm 

Da  m  nur  positiv  sein  kann  und  da  ferner  2  h  —  5  stets  negativ  ist, 

so  existiren  solche  Grenzwerthe  nur,  wenn  :; negativ  ist,  es 

am  ^ 

handelt  sich  dann  also  um  ein  Maximum  der  mittleren  Weglänge.  Darf 
man  a  und  ß  überhaupt  als  Constanten  ansehen,  so  wären  die  Grenz- 
werthe 

I82)  m  = 


also  dem  Früheren  zufolge 


208  Sechstes  Capitel. 

m  =  —  —3  für  einatomige    Gase, 

•    1 
etwa  m  =  —  -—3    „    zweiatomige     „   , 

„     m  =  —  — g    „    dreiatomige      „   , 


m  =  —  —3    „    unendlich  atomige  Gase. 

Die  Grenzwertbe  für  das  Molekulargewicht  erreichen  also  rasch 
einen  fast  constanten  Werth.  In  dieser  Zulassung  von  Grenzwerthen 
für  das  Molekulargewicht,  welche  Maximis  der  Weglängen  entsprechen, 
ist  die  neuere  Formel  für  diese  Weglänge  der  früheren  ausserordentlich 
überlegen,  denn  die  Erfahrung  fordert,  wie  wir  später  sehen  werden, 
solche  Grenzwerthe. 

Wir  fügen  noch  die  Gleichung  für  die  Anzahl  der  Stösse  in  einer 
Zeiteinheit  hinzu. 

Diese  Stosszahl  ist 


19) 
somit 


^         Q  6k— B  9fc  — 5 


1         Q  _3fc  — 5        _1_       9fc  — 5 

2O2)  v  =  -—  —  B       ^^     %^     2^    6k 

,         o  5        6k--6      _  Jl_ 

In  isometrischen  Processen  wächst  die  Stosszahl  mit  wachsender 
Temperatur,  in  isopiestischen  nimmt  sie  ab,  femer  nimmt  sie  mit 
wachsendem  Volumen  stets  ab,  mit  wachsendem  Drucke  stets  zu.  Auch 
dieses  wird  man  als  wahrscheinlich  zugeben,  wenngleich  die  Abnahme 
mit  wachsender  Temperatur  in  isopiestischen  Processen  auffällt.  Das 
letztere  bedeutet,  dass  die  dabei  in  Folge  der  Kaum  Vermehrung  statt- 
findende Abnahme  die  in  Folge  Temperaturvermehrung  eintretende 
Zunahme  überwiegt.     Die  Exponenten  liegen  in 

isometrischen  Processen  für  %'  z wisch.    —  u.       — ,  für^  zwisch.   —  u.      -- , 

2  6  2  0 

2 
3' 

1  1 


isothermischen         „         „«^       „    — 1„   — XjnJP       »         1» 


n 

V 

» 

—  1, 

2 
-3,  «P 

» 

%^ 

n 

1 

2" 

1 

2'  "  ^ 

isopiestischen  „         „'»•       „— ^w— 2'"^       "    — 2  " 
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Führt  man  wieder  das  Molekularvolumen  ein  und  setzt 

/8\      _?i±i 

21)  l-\m^^     ^a-ßm  —   J^>^ 

80  haben  wir 

22i)  V  =  M'Bd^    ^^     ö       «'^    , 

3fc  — 6        _J^       9fc  — 5 

22,)  V  =  M'(B)  ^^       d'        2    jp     6fc     ^ 

5^      6fc  — 6     _1_ 

223)  V  =  M'iBf^  p    ^^     Ö     2. 

Ein  Minimum  für  die  Stosszahl  kann  eintreten  für 

Ä;  +  5 


23i)  m 


dm 


diu  -\-  ß m) 

Wiederum  muss  also — negativ  sein.     Für  constante  a 

dm 

und  ß  wird 

^^^)  ^  =  ^^W'    . 

Die  Minima  der  Stosszahlen  treten  also  für  andere  Grenzwerthe 
der  Molekulargewichte  ein,  als  die  Maxima  der  mittleren  Weglängen. 
Diese  Grenzwerthe  sind: 

m  = —3-  für  einatomige    Gase, 

3p 

m  = —TT    „    zweiatomige     „ 

m  =  —  Yy^  w     dreiatomige      „ 


m  =  —    -^       „  unendlich  atomige  Q-ase. 

Auch  hier  erreichen  die  Grenzwerthe  rasch  ihren  höchsten  Werth. 
Zu  den  Grenzwerthen  für  das  Maximum  der  mittleren  Weglängen 
stehen  sie  im  Yerhältniss  von 

4     :  1  für  einatomige    Gase, 

3      :  1     »    zweiatomige     „ 

2,5  :  1     „    dreiatomige      „ 


2      :  1     n    unendlich  atomige  Gase. 

Weinstein,   Thermodynamik.  -^^ 
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Mit  wachsender  Atomzahl  Dähern  sich  die  Grenz  werthe  für  Weg- 
länge und  Stosszahl  bis  zur  Hälfte  ihres  grössten  Unterschiedes  in 
dem  Sinne,  dass  die  Maxima  der  mittleren  Weglängen  immer  für  ge- 
ringere Atomgewichte  eintreten,  als  die  Minima  der  Stosszablen. 


88.     Thermodynamisolie  Fläohen  und  Iiinien  der  Gase. 

Die  V,  S,  C/"- Fläche  erhalten  wir  durch  Elimination  von  0"  mittelst 
der  Gleichung  U—üf^=Cd^  aus  der  Gleichung  28)  für  S»,v,  hier- 
nach wird 

J(S  —  So)  =  C[Jog  (U  —  Uf)  —  log  C]  +  Blogv. 

Nehmen  wir  hiernach  C\log(TJ  —  TJ^^^)  —  log  C]  und  Blogv  als 
Variabele,  so  wird  die  Volumen-Entropie-Energie-Fläche  eine  Ebene 

Z  =  y  -]-  X, 
deren  Coordinaten  die  Grössen 

z  =  J(S—  iSo),    y  =  G[log(U  —  Uf^)  —  log  C],  x  =  Blogv 

darstellen.  Die  Ebene  geht  durch  den  Coordinatenursprung,  die  Cosinus 
ihrer  Stellungswinkel  sind  mit  Bezug  auf  die 

Die  Normale  der  Ebene,  gezogen  nach  dem  Coordinatenursprunge, 
schliesst  also  mit  den  positiven  Axen  x  und  y  den  Winkel  54®  44'  und 
den  gleichen  Winkel  mit  der  negativen  ;er-Axe,  so  dass  die  Ebene  den 
Baum  Winkel  Xj  y-,  x,  —  z-  und  y,  —  ;er- Ebenen  abschneidet. 

Ganz  Analoges  gilt  von  den  Flächen  p,  iS,  C/";  S,  -d",  v\  S,  '^,jP; 
iS,  i?,  V,  Sie  alle  sind  Ebenen,  wenn  man,  abgesehen  von  iS,  von  den 
anderen  Grössen  die  Logarithmen  zu  Variabein  wählt.  Hierauf  hat 
Gibbs  hingewiesen. 

Die  Flächen,  in  denen  die  thermodynamischen  Potentiale  vertreten 
sind,  lassen  sich  als  Ebenen  nur  darstellen,   wenn   man  ausser  den 

Logarithmen   der   anderen   Variabein    als    dritte  Variabele    immer  -^ 

nimmt.  Nur  wenn  man  S  und  ^  oder  S  und  TJ  als  die  anderen 
Variabein  hat,  ist  die  Darstellung  durch  diese  Variabein  selbst  ge- 
geben, es  ist  dann  nämlich 

Y=  C^  —  Jd'S  +  üf 
bezw. 

F=U+  uf  -  ^  (U  -  uf')  S, 
woraus  erhellt,  dass  die  Flächen  solche  zweiten  Grades  sind. 
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* 

Nehmen  wir  in  der  ersten  Fläche,  was  keinen  Unterschied 
bildet,  statt  S  als  Variabele  C  —  JS  =  i^  und  statt  F  die  Grösse 

F'  =  F—  üf\  so  wird 

F'  =  d"tl;. 

Das  ist  dieselbe  Fläche  wie  die  Zustandsfläche,  nämlich  ein  hyperbolisch- 
parabolischer Kegel,  der  durch   die  Axen  d'  und  ^   und  durch   den 
Goordinatenursprung  geht,  Ebenen  ilifi-d"^  in  gleichseitigen  Hyperbeln, 
Ebenen  ^Fd'  oder  Ftl^  in  geraden  Linien  schneidet. 
Das  Gleiche  gilt  von  der  zweiten  Fläche 

C(F  —  2  Uf^)  =  (U  —  Uf^)  (C  —  JS)  =  {U—  üf^)  ^. 

Ideale  Gase  besitzen  also  drei  thermodynamische  Flächen,  welche 
völlig  gleich  sind,  nämlich  die  Flächen 

Rd;p,  v,  F—  Uf\^,  C—JS,  C(F—  2  üfl  (^ü—uf^)(C  —  JS), 

Eine  vertritt  völlig  die  andere,  wenn  nur  die  Coordinaten  umgedeutet 
werden.  Letzteres  gilt  übrigens  auch  von  den  anderen  thermodynami- 
schen  Flächen,  wenn  statt  der  Yariabeln  deren  Logarithmen  eingeführt, 
werden,  es  handelt  sich  dann  um  Ebenen. 

Ueberhaupt  kann  man  bei  idealen  Gasen  die  Yariabeln 
immer  so  wählen,  dass  die  thermodynamischen  Flächen 
Ebenen  oder  hyperbolisch-parabolische  Kegel  sind. 

Auch  von  den  thermodynamischen  Curven  wollen  wir  einige  be- 
trachten. Nehmen  wir  zunächst  ein  p,  ^;- Blatt.  Die  isothermischen 
Curven  sind  alle 

Bd"  =  pv 

gleichseitige  Hyperbeln,  deren  jede  einem  bestimmten  Werth  der  Tempe- 
ratur entspricht,  sie  unterscheiden  sich  in  keiner  Weise  von  den  S.  185 
behandelten,  bilden  vielmehr  die  Projection  dieser  auf  die  p,  v- Ebene. 
Genau  ebenso  gestaltet  sind  auf  dem  gleichen  Blatte  die  isener- 
gischen  (isodynamischen)  Curven 

jede  gilt  für  einen  Werth  der  Energie.     Wie  dort  die  Brennpunkte 

der  Hyperbeln  der  Temperatur  proportional,    so  rücken  sie  hier  der 

Energie  proportional  vom  Coordinatenursprung  fort. 

Das  gilt  auch  von  den  Niveaulinien  auf  einem  -ö",  S-  und  Z7,  S-Blatt. ' 
Auf  einem  Ud''B\a.tt  giebt  es  nur  eine  einzige  Curve,  nämlich  die 

durch  den  Coordinatenursprung  gehende  Gerade 

ü—  Uf^  =  C^. 

Alle  anderen  Curven  kann  man  durch  gerade  Linien  darstellen, 
wenn  man   die  Yariabeln  geeignet  wählt,  so  z.  B.  die  isentropischen 
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auf  den  Blättern  logjp,  logv\  oder  logp,  logd";  oder  logVy  logd",  die 
isenergischen  auf  dem  Blatte  F,  C  —  JS,  die  isothermischen  auf 
dem  gleichen  Blatte,  die  isopiestischen  auf  den  Blättern  d',  V;  S,  log  d"] 

S,  logv,  U —  üf^  V;  F,  logd",  F,  logv  und  entsprechend  die  iso- 
metrischen. 

Gerade  Linien  und  gleichseitige  Hyperbeln  reichen  bei 
idealen  Gasen  zu  allen  Darstellungen  aus,  wie  im  Räume 
Ebenen  und  die  hyperbolisch-parabolischen  Kegel. 


34.    Thermodynamisolie  Gleiohungen  der  Gase;  adiabatische, 

isothermisolie  und  andere  Vorgänge. 

Indem  wir  von  den  Gleichungen  71)  in  Abschnitt  16  und  von 
denen  9),  10)  und  15),  16)  des  Abschnittes  29  Gebrauch  machen, 
haben  wir  als  allgemeine  thermodynamische  Gleichungen  idealer  Gase 

Jdö=  Cdd'  +  Ed'—, 

V 

1)  JdQ  =  {G  -\-B)  d%'  —  R^^, 

P 

G  und  R  sind  Constanten.     Die  Factoren  von  dd'  sind  immer  Gon- 
stanten,  die  von  dp  und  dv  dagegen  Yariabele. 

Benutzen  wir  die  in  Abschnitt  19  gegebenen  Formen  der  thermo- 
dynamischen  Gleichungen  und  wenden  erst  als  Variabeln-Paar  v,  S  an, 

so  giebt  zunächst  die  Gleichung  83)  für  ideale  Gase  wegen  TT —  U^!^^  =  C%' 

"       G =  VäsA  "*"'■  G  =  \ — ~ds X^ 

also 

2)  log(U  -Uf>)=is  +  A,U-  uf  =  c^  e^^  =  (A)e^\ 

woselbst  (Ä)  nur  von  v  abhängen  könnte.  Demnach  ist  zufolge  84)  bis  86) 

d(A)  ß^ 

3)  aW=-^^e^"dv, 

dv 

j 


dQ  =  ^((A)e'''^dS, 
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^=liiÄ)e^y 


i)  J 

Alle  Grössen  sind  also  ausgedrückt  durch  die  eine  Function  (Ä)  von  v 
und  die  Entropie  S.  Uebrigens  ist  die  Function  (Ä)  leicht  anzugeben. 
Ersetzen  wir  in  der  Gleichung  für  Sv  &  unter  43)  in  Abschnitt  30  das 

u  —  uf> 

d"  durch  -^^ ,  so  folgt 

5i)  J(S  —  S«)  +  ClogC  =  log[iU  —  ufY  v^], 

also 

5,)  U-  Uf=  Ce    ">      ^     V     ^ 

80  dass 

J  B 

4)  (A)=  Ce    ^      V    ^ 

und  namentlich  auch 

j  B-\-C      J 

p  =  Be  V  e      , 

6)  J  J  B 

Q'  z=z      e  e       V 

wird. 

2 
Wenn  zufolge  50)  und  51)  in  Abschnitt  30  das  R  =  ---  G  sein  sollte, 

3 

was  bei  einatomigen  Gasen  aus  der  kinetischen  Gastheorie  zu  schliessen 

wäre,  so  fände  sich 

(A)  =  Ce    ^   \    \  U  —  ü^^^  =  Ce    ^   \     ^  e^    . 

Da  —  positiv  ist,    so    wachsen  Energie   und  Entropie   zugleich; 

femer  wächst  die  Energie  mit  abnehmendem  Volumen,  d.  h.  mit 
wachsender  Dichte,  das  Gleiche  findet  also  auch  für  die  Entropie  statt, 
ebenso  wachsen  Energie  und  Entropie  mit  wachsender  Temperatur  und 
mit  wachsendem  Drucke. 

Die  Gleichungen  3)  bis  5)  vertreten  vollständig  Zustandsgieichung 
und  thermodynamische  Gleichungen  für  ideale  Gase,  dabei  spielt  die 
Gleichung  5i)  oder  52)  zwischen  U,  Vj  S  die  Rolle  einer  Zustands- 
gieichung. 

Wie  schön  sich  Gleichungen  der  angegebenen  Art  verwenden 
lassen,  wird  an  den  folgenden  an  sich  für  Gase  wichtigen  Beispielen 
hervortreten. 
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Adiabatische  Aenderungen  des  Zustandes  eines  Gases.     Für 
solche  Aenderungen  ist 

dQ  =  dS  =  0,     S=  Const, 

sie  sind  also  auch  isen tropisch.  Die  Gleichung  unter  62)  zeigt,  dass 
dann  ü  nur  von  v  abhängt,  den  Gleichungen  3)  zufolge  hängen  gleicher 
Weise  auch  alle  anderen  Grössen  nur  von  v  ab.  •  Bezeichnen  wir  die 
Werthe  dieser  Grössen  am  Beginn  des  Vorganges  durch  Anfügung  des 
Index  1 ,  am  Ende  durch  Anfügung  des  Index  2 ,  so  haben  wir  hier- 
nach, da 

e         =  e 
ist,  gemäss  6)  sofort 


7) 


JPl  \^2/ 

B 

-^1  \^2/  \PJ 


B 


B-\-C 


woraus  noch  folgt 
8) 


Vi  d'2  Pi 


V^  'ö'l  pi 

was  aber  nach  der  Gay-Lussac' sehen  Gleichung  selbstverständlich  ist. 
Das  sind  Zustandsgieichungen,  die  neben  der  gewöhnlichen  Zu- 
standsgleichung  noch  besonders  für  adiabatische  Uebergänge  aus  einem 
Zustande  in  den  anderen  bestehen.  Ihnen  zufolge  ist  die  Aenderang 
jeder  Grösse  p  oder  v  oder  ^  nur  von  der  Aenderung  einer  der 
anderen  abhängig.     Da  wir  allgemein  haben 

G  =  Jc^,      B  -\-  G  =  Jcp, 

so  ist  hiernach,  indem  das  Verhältniss  der  beiden  specifischen  Wärmen 

9)  ^=fc 


'V 


gesetzt  wird. 


10) 


und 


^og  V2  —  log  v^ ' 


^  _         logd'^  —  logd'^         ^ 
log  V.2  —  log  Vi 


h  logp2  —  logpi 

Wir  werden  später  sehen,  von  welcher  Wichtigkeit  diese  Gleichungen 
für  experimentelle  Bestimmung  der  specifischen  Wärmen  sind. 
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Die  Arbeit  während  des  adiabatiscben  Processes  ist 

W 

Vi 


Vj  T  J 


also 


J  J  B  B 


11,)       W=  Ce    ""     e""     (V,    ""  —v^    ""), 

=  ^i>l(Vl  —  -^2  )   ^1 

=  ^  i>2  (^1         —  Va       )  v^ 
oder  aucb 

xS  B  B 

Zufolge  der  zweiten  Gleicbung  unter  7)  giebt  IIa)  aucb 

II3)  W=  C(d'^  —  d'^). 

Das  ist  eine  nacb  dem  Princip  der  Erhaltung  der  Energie  selbst- 
verständliche Gleicbung,  denn  wenn  eben  Wärme  von  aussen  nicht 
zugeführt  wird,  muss  die  ganze  vom  Gase  durch  Ausdehnung  ge- 
leistete äussere  Arbeit  auf  Kosten  seiner  eigenen  Wärme  geschehen 
und  C  (d'i  —  ^"2)  stellt  diesen  Verlust  an  fühlbarer  Wärme  fest, 
ö*!  —  d'2  ist  die  Abkühlung,  die  das  Gas  erfahrt  (Erwärmung,  wenn 
derProcess  in  einer  Zusammendrückung  besteht),  üebrigens  geschieht 
die  Arbeitsleistung  unter  stetig  sich  änderndem  Drucke,  wofür  die 
erste  Gleichung  unter  6)  entscheidend  ist,  wie  überhaupt  in  jedem 
adiabatischen  Processe  sich  stets  alle  drei  Grössen  p,  v,  d"  ändern 
müssen  (s.  S.  93).  Zu  der  Beziehung  unter  11)  kommt  man  einfacher 
durch  unmittelbare  Integration    der    ersten   Gleichung  unter    1),    da 

TD  A, 

dö  =  0  sein  sollte  und r  dv  =  pdv  =  dW ist. 

Bezeichnen  wir  mit  (ßp),  (d  v),  (d  d")  Aenderungen  von  p,  v,  O"  im 
adiabatischen  Processe,  so  haben  wir  die  Beziehungen 

(dd')  =  —  ^  ^v-^(dv), 

TP     I     rt 

12)  (dp)  = ^—  pv-^(d  V), 

(d»)  =  ^^»p-'idp). 
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Die     adiabatische    Yolumenänderung,    bezogen    auf 

Yolumeneinbeit,  ist  gleicb  dem  — —fachen  der  adiabatischen 

M 

Temperaturänderung,  bezogen  auf  Temperatureinheit.     Die 

adiabatische  Spannungsänderung,    bezogen    auf   Druckein- 

E  +  G                     .                  Tc 
heit,  ist  gleich  dem  — — — fachen  (gleich  dem t -fachen)  der 

adiabatischen    Temperaturänderung,    bezogen    auf    Tempe- 
ratureinheit.     Die  adiabatische   Compression,    bezogen    auf 

Q 

Yolumeneinbeit,    ist    gleich    dem  — — j — ^^fachen    (gleich    dem 

—  fachen)    der    adiabatischen   Spannungsänderung,    bezogen 

auf  Druckeinheit. 

Yergleicht  man  dieses  mit  den  Folgerungen  zu  den  Gleichungen 
unter  6)  des  Abschnittes  28,  so  sieht  man,  wie  anders  sich  diese 
adiabatischen  Aenderungen  von  Yolumen  und  Temperatur  zu  einander 
verhalten  wie  die  dort  behandelten,  eines  jedoch  bleibt  auch  hier  in 
Erafb: 

Die  Yerhältnisse  dieser  adiabatischen  Aenderungen  sind 
für  alle  Gase  gleicher  Atomzahl  die  nämlichen^). 

In  der  That  haben  die  Grössen 

G        R  +  C  C 


B'  B      '      R  +  G 

für  alle  solche  Gase  gleiche  Werthe.  Die  Formeln  unter  12)  können 
dazu  dienen,  diese  Grössen  zu  bestimmen.  Ich  erinnere  jedoch  an  die 
Gleichungen  unter  3')  bis  5')  in  Abschnitt  18.  Demnach  ist  beispiels- 
weise 

Cv  (dd')  z=  —  c^  (d  v)y 

p 
also  wegen  des  bekannten  Werthes  von  c^  =  — 

Ebenso 

somit  auch 

15)  '-^  =  10  =  -^^, 

was  mit  der  Gleichung  10)  zusammenzuhalten  wäre. 
Für  die  anderen  beiden  Wärmen  bekommt  man 


^)  Docli  sind  Ausnalimen  von  dieser  Begel  vorhanden. 
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_  __  d'  (dv) 

^^  ~      J  (dd^y 

^p  —  ~^  j  (dd'y 

was  mit  den  Gleichungen  9)  und  10)  in  Abschnitt  18  übereinstimmt 
Für  die  innere  Energie  haben  wir 

Die  AenderuDg  der  inneren  Energie  ist  natürlich 

18)  U^-^  ü^  =  G{%'^  -  O-i). 
Die  Aenderung  der  freien  Energie  wird 

19)  F^  —  F^=U^—U^  —  JSid'^  —  -Ö-i), 

=  (U,  -  ü,)  (l  -  ^, 

=  (-^2  -  '^i)  (C  —  JS). 
Setzt  man  übrigens  für  C  den  Werth  Jc^  und  für  C  -{-  B  den 
Jcp,  so  ist  auch 

20)  F^-  Fr  =  J(^,  -  ^i)(c,  -  S),  . 

21)  0^  —  0^  =  J{%'^  —  O-i)  (Cp  —  S). 

Während  die  Aenderung  der  Energie  nur  von  der  Temperaturänderung 
abhängt,  ist  die  Aenderung  der  thermodynamischen  Potentiale  auch 
durch  den  augenblicklichen  Entropieinhalt  des  Gases  bestimmt. 
Für  sehr  kleine  adiabatische  Aenderungen  hat  man 

(dir)=C(dn    . 
220  (dF)  =  /(c«  — S)(d^), 


worans  noch  folgt 
oder 

Es  ist  schade,  dass  adiabatische  Experimente  so  sehr  schwer  mit 
einiger  Sicherheit  auszuführen  sind,  sonst  würden  sie  vorzüglich  ge- 
eigaet  sein,  uns  mit  allen  wünsch enswerthen  thermodynamischen  Daten 
za  versehen. 

Zweitens  handele  es  sich  um  isenergische  (isodynamische)  Vor- 
gänge.    Wir  haben  dann 

d  CT  =  0,       V  =  Const 
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Da  ü  —  ZT:     z=  C^  ist,  so  ist  hiernach  auch 
23)  dd'  =  0,       %•=  Const 

Bei  idealen  Gasen  sind  isenergische  Vorgänge  stets 
auch  isothermisch. 

Im  Allgemeinen  müssen,  wie  S.  94  bemerkt  ist,  bei  allen  isenergi- 
schen  Vorgängen  Temperatur,  Druck  und  Volumen  sich  ändern.  Die 
idealen  Gase  bilden  den  dort  erwähnten  Ausnahmefall,  da  für  sie  ü 
nur  Function  von  -0"  ist. 

Hiernach  haben  wir  für  solche  Vorgänge 

24i)  JP  ^  =  Const  =  B^o 

oder 

242)  P2'^2=Pl^U 

indem  mit  -d'o  die  während  des  Vorganges  herrschende  Temperatur  be- 
zeichnet wird,  und  es  ist 

25)  JdQ  =pdv  =  dW, 

die  ganze  zugeführte  Wärme  wird  zur  Arbeitsleistung  verwandt.     Zu- 
gleich ergiebt  diese  Arbeit 


26) 


W=  {  dW=  [pdv  =  \Bd'o  ^  =  Bd'oQogv^  —  loffV^), 


somit  die  zugeführte  Wärme 

TD  A. 

27)  Q  =  -jA  Qogvc,  —  logv^). 

Aus  der  für  diesen  Fall  geltenden  Gleichung 

JQ'^dS  =^  pdv 
findet  man  weiter 

28)  /(Sa  —  Si)  =  B{logV2  —  logv^)  =  B(logpi  —  %i>2)- 
Die  Vergleichung  mit  26)  lehrt,  dass 

ist.  Die  Entropieänderung,  mechanisch  gemessen,  ist 
gleich  der  im  isothermischen  Processe  geleisteten  Ar- 
beit, dividirt  durch  die  absolute  Temperatur  während 
der  Arbeitsleistung,  thermisch  gemessen  gleich  der 
während  des  Processes  bei  constanter  Temperatur  zu- 
geführten Wärme,  dividirt  durch  diese  Temperatur. 

Diese  Gleichung  gestattet,  unmittelbar  Entropieänderungen  durch 
isenergische  Processe  zu  ermitteln.  Bezeichnen  wir  isenergische  (in 
diesem  Falle  isothermische)  Aenderungen  durch  Einschliessen  der 
Symbole  in  eckige  Klammern,  so  wird 
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Die  letzte  Gleichung  besagt    das  Nämliche  wie  die  unter  6)  in 

Abschnitt  29  angegebene  Gleichung  für  ( -r; —  )  ,  was  ja  auch  sein  muss, 

da  es   sich  in  beiden  Fällen  um  isothermische  Aenderungen  handelt. 
Für  die  thermodynamischen  Potentiale  haben  wir 

31i)      F2  —  F^  =  —  Jd-o  (Sa  —  S,)=  —  JQ  =  O^  —  ^i, 

also  auch 

31,)  [dr\=  —  [dW]=-  [JdQI  =  [d^]. 

Die  Aenderung  der  thermodynamischen  Potentiale 
ist  nur  abhängig  von  der  isothermischen  Arbeit,  unab- 
hängig von  dem  Zustande  des  Körpers  und  für  alle  Gase 
gleich  der  zugeführten  Arbeit  oder  entzogenen  Wärme. 

Wir  können  übliche  Bezeichnungsweisen  benutzend  auch  schreiben 

und  überhaupt 

,„.  /dF\    _/d0\    _       YdW\ 

WO  X  irgend  eine  der  Variabein  ist. 
Da  für  ideale  Gase  ist 

F=^\c^^  j(So  +  ~  log^^vA], 


0  =  ^- 


[c^  — /(^So  +^log^<^v^J^ 


so  kann  man  mit  Hülfe  der  Gleichung  unter  26),  indem  man  für  o?  z.B, 
V  oder  jp  setzt,  alle  voraufgehenden  Gleichungen  ableiten.  Dieses  und 
in  welchem  Verhältnisse  das  zu  der  Theorie  im  Eingange  des  Ab- 
schnittes 17  steht,  zu  ermitteln,  darf  ich  dem  Leser  überlassen. 

Die  wissen swerthen  specifischen  und  anderen  Wärmen  zu  be- 
stimmen, sind  isenergische  Experimente  bei  idealen  Gasen  nicht  ge- 
eignet, weil  sie  zugleich  isothermisch  sind,  worüber  das  S.  105  Gesagte 
zu  vergleichen  ist. 

Der  dritte  Fall  sei 

dW=0. 

Der  Vorgang  sei  also  ein  anergischer,  den  Unterfall,  dass  zugleich 
p  =  0  ist,  also  der  Vorgang  auch  apiestisch  ist,  müssen  wir  hier  aus- 
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schliessen,  weil  dann  entweder  auch  -9*  =  0  sein  müsste  oder  v  un- 
bestimmt wäre,  was  alles  physikalisch  keinen  Werth  bat.     Also  ist 

33)  dv  z=  0,      V  =  Const, 

somit  der  Vorgang  zugleich  isometrisch.     Wir  haben  dann 

34,)  ^=Const  =  ^,      ^^-  =  ^, 

34,)  ^^  ^  ^ 


dd'        n 


0 


wenn  Vq  das  Volumen  wäbrend  des  Vorganges  ist. 

Ist  für  ein  zweites  Gas  p  und  d'  ebenso  gross,  so  muss  das  Ad- 
fangs Volumen  Vq   der  Gleichung  entsprechen 

B'  B 

^^■^HWB  ^^^^^  ^i^^i^BM    • 


also 

■ri  ■ 

35) 


Vo  m 


Die  Volumina  stehen  alsdann  im  umgekehrten  Verhältnisse  der 
Molekulargewichte. 

Ausserdem  folgt: 

Alle  Gase,  die  von  gleichem  Drucke  und  gleicber 
Temperatur  ausgeben  und  bei  gleicher  Temperatur  enden, 
erfabren  bei  isometrischen  Vorgängen  gleicbe  Spannungs- 
änderung. 

Die  in  einem  isometrischen  Processe  zugefübrte  Wärme  geht  ganz 
in  füblbare  über  und  ist 

36)  Q  =  c^(^,  —  »^) 

oder  aucb  gleich  der  Energie  Vermehrung 

37)  JQ  =  (ITg  —  Ui). 
Die  folgenden  Gleichungen  ergeben 

38)  JiSi  —  Si)  =  C(%Ö'2  —  log»^)  =  G{logPi  —  logp^), 

39)  f;  —  f^  =  r  ~"  1^  =  CQog»^  —  log»^)  =  S,  -  S,. 

Für  sehr  kleine  isometrische  Aenderungen  wird,  indem  Winkel- 
klammern diese  Aenderungen  symbolisiren, 

40)  J<dS>=C<^, 

41)  <.(^)>  =  <.(!)>  =  C<i^  =  .<.S>. 

Viertens  für  isopiestische  Vorgänge  ist 
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42)  dp  =  0,     .p=  Const  =  Pq, 

43i)  ==  Const,     -^  =  ^\ 

^  Po  V2  ^2 

^^'^  d%  =  J,' 

Wir  schliessen  wieder: 

GeheD  Gase  von  gleichem  Volumen  und  gleicher 
Temperatur  aus,  so  stehen  ihre  Anfangsdrucke  im  um- 
gekehrten Verhältnisse  der  Molekulargewichte 

^As  Po' w 

Po         m' 

enden  sie  hei  gleicher  Temperatur,  so  ist  die  Volumen- 
zunahme hei  allen  gleich. 
Die  Arheit  ist 

45)  W  =  po  (^2  —  ^i)» 

also  gleich  dem  Drucke  multiplicirt  mit  der  Volumenänderung.  End- 
lich ist 

46)  Q  =  CpC-O-a  —  -Ö-i)  =  —  C^(V2  —  v^), 

JPo 

eine  Gleichung,  sehr  geeignet  zur  experimentellen  Ermittelung  von  Cp, 
da  es  nicht  schwer  ist,  Drucke  gut  constant  zu  halten  und  Volumina 
oder  Temperaturen  zu  messen.  Die  folgenden  Gleichungen  darf  ich 
ohne  Oommentar  gehen.     Es  ist 

Ü2—  U^=  Ci^2  —  ^i)  =  Jcy  (^2  —  ^il 
/(Sa  —  S^)  =  (G  +  R)  {log  v^  —  log  v^)  =  (C  +  E)  Qog  d'^  —  log  ^^) 


=  Jcplog  ^, 


Wenn  wir  ein  Gas  von  denselben  Werthen  für  p,  v,  -ö"  aus  einmal 
einen  isopiestischen ,  dann  einen  isometrischen  Vorgang  durchmachen 
lassen  und  beide  Male  bei  derselben  Temperatur  enden,  so  haben  wir 

V  —  Vo  =  —  ip"  —  'ö'o), 

Po 

P  —  Po  =  ,-  (^  —  ^ol 

also 

V  —  ^0        p—Po 

^0  Po 

Die  Volumenänderung  eines  idealen  Gases  im  Ver- 
hältnisse zur  Volumeneinheit  unter  constantem  Drucke 
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ist  bei  gleicher  Temperaturdifferenz  gleich  der  Druck- 
änderung im  Verhältnisse  zur  Druckeinheit  bei  con- 
stantem  Volumen. 

Oder,  da  hiernach  Missverständnisse  ausgeschlossen  sein  dürften: 

Bei  allen  idealen  Gasen  sind  Ausdehnungscoefficient 
und  Spannungscoefficient  einander  gleich  und  alle  idealen 
Gase  haben  dieselben  Ausdehnungscoefficienten  und 
Spannungscoefficienten. 

35.     Diffusion  der  Gase. 

Gase,  die  nicht  von  einander  durch  Wände  abgeschlossen  sind, 
können,  wie  die  Erfahrung  lehrt,  selbst  dann  nicht  neben  einander 
getrennt  bestehen,  wenn  sie  im  Uebrigen  völlig  gleichen  Druck  und 
gleiche  Temperatur  haben;  sie  bewegen  sich  vielmehr  in  einander,  bis 
sie  ein  homogenes  Gemisch  bilden.  Dabei  ändern  sich  ihre  Eigen- 
drucke und  Eigendichten  und  gehen  in  die  Drucke  und  Dichten  über, 
welche  dem  Räume  entsprechen,  den  das  Gemisch  einnimmt.  Immer 
aber  bleibt,  wie  gleichfalls  die  Erfahrung  erwiesen,  der  Gesammtdruck, 
den  die  Gase  zusammen  ausüben,  der  nämliche  und  ebenso  bleibt  die 
Temperatur  ungeändert.  Man  bezeichnet  diesen  Vorgang  als  die  Dif- 
fusion der  Gase.  Er  ist  ein  isopiestisch-isothermischer  für  das  Ge- 
sammtgemisch. 

Sind  in  irgend  einem  Stadium  des  Vorganges  die  Partialdrucke 
der  Gase  pi,  P2J  •  •  •>  Pit  ^i©  Molekelzahlen  in  der  Volumeneinheit 
flu  112,  •  •  •>  **»»  so  bleibt,  wie  sich  auch  die  pa  und  %  ändern  mögen: 

P  =  !Pi  +  P2  +  '  -  -\-  Pu 
n  =  n-i  -\-  n2  -\-  '  '  '  -\-  ni 

und  ebenso  %"  stets  ungeändert. 

Im  Beginne  des  Vorganges  seien  alle  Gase  von  einander  getrennt 
und  mögen  unter  gleichem  Drucke  p  stehen  und  gleiche  Temperatur 
haben.  Dann  ist  die  Entropie  eines  der  Gase,  dessen  Masse  Jfa,  dessen 
Gesammtmolekelzahl  Na  ist,  nach  Gleichung  282)  in  Abschnitt  31 

(itf,««»),  =  N,{kf  %*  +  §  log  -^  +  m^Sf  +  §  log  ^), 
also  die  aller  zusammen 

h  »w  S'  '  +  —  log  — 


1)     {MS),  =  JS*  ^-  fe'  ^^^^  +  7  ^<>9  ^  +  ^a  ^f  +  7  % 


Während  irgend  eines  Stadiums  der  Diffusion  aber  haben  wir  für 
die  Gesammtentropie,  weil  die  Drucke  der  einzelnen  Gase  sich  erniedern, 
nach  283)  in  Abschnitt  31 
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a  =  l         ^  -^ 


loa  — 


—  -j  logcX 


woselbst 

na 

Ca  =  — 

n 
ist.     Also  ergiebt  sich 

3i)     •  (MS)' -  M(S),  =  —  j'^NJogc,. 

Nun  sind  alle  Ca  echte  Brüche,  also  sind  ihre  Logarithmen  sämmtlich 

negativ,  somit  wird 

4)  (MS)'  >  (MS), 

das  heisst: 

Bei  Diffnsionsvorgängen  wächst  die  Entropie  des 
Gemisches  ständig,  bis  die  Diffusion  beendet  ist. 

Das  war  zu  erwarten,  denn  Zustände,  deren  Entropie  kleiner  ist 
als  sie  sein  könnte,  können  sich  nur  durch  Zwang  halten,  lässt  man 
der  Natur  freien  Lauf,  so  wandeln  sie  so  lange,  bis  die  Entropie  ein 
Maximum  erreicht  hat.  Wir  haben  hier  eine  vollständige  Bestätigung 
des  Princips  vom  Maximum  der  Entropie. 

Wenn  die  Diffusion  beendet  ist,  haben  wir  für  die  ganze  Aenderung 
der  Entropie  wie  oben 

—  a-—i 

5i)  ^(MS)  =  —  ^  V  Nalogca. 


J 


Ist  das  Volumen  des  Gasgemisches  F,  so  ist  (Seite  198) 

Na  =  Yna  = 


Ma 


m 
somit 


5ä)  j(MS)==-y^^logc,. 


Die  Entropieänderung  steht  also  im  verkehrten  Verhältnisse  zu 
den  Molekulargewichten  unter  sonst  gleichen  Umständen ;  bei  gleichen 
Massen  der  Gomponenten  ist  sie  um  so  grösser,  je  kleiner  diese 
Molekulargewichte,  je  weniger  dicht  die  Gase  sind. 

Hält  man  sich  an  die  Darstellung  5i),  so  ist  die  Entropieänderung 
nur  eine  Function  der  Molekelzahlen  und  bei  gegebenen  Molekel- 
zahlen unabhängig  von  der  Natur  der  Gase. 

Als  beendet  ist  die  Diffusion  erst  dann  zu  betrachten,  wenn  überall 
gleicher  Gesammtdruck  und  gleiche  Durchschnittsdichte  herrscht,  sonst 
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bat  die  Entropie  ihr  Maximam  noch  nicht  erreicht,  üebrigens  ist  der 
Vorgang  der  Diffusion  selbst  ein  äusserst  langsamer. 

Da  ein  Gasgemisch  eine  grössere  Entropie  besitzt  als  seine  ein- 
zelnen Gomponenten  unter  gleichem  Drucke  und  bei  gleicher  Tempe- 
ratur in  getrenntem  Zustande,  so  ist  der  Vorgang  der  Diffusion 
nicht  umkehrbar. 

Wir  berechnen  noch  die  Arbeit,  welche  bei  der  Diffusion  durch 
die  Ausdehnung,  welche  alle  Gase  dabei  noth wendig  erfahren,  von 
diesen  Gasen  insgesammt  geleistet  wird. 

So  lange  die  Gase  getrennt  sind,  ist  das  Volumen  F«  jedes  der- 
selben gegeben  durch 

Va  = 

Am  Ende  ist  dieses  Volumen 


V  = 


MaBa^ 


Pa 

Die  Arbeit  geschieht  unter  steter  Aenderung  des  Druckes  und  des 
Volumens,  also  ist  sie  für  jedes  Gas 

Wa=p i?a  V. 

P 

Für  alle  Gase  zusammen  beträgt  sie  hiernach 


W=»^M,Ba-  F^P« 


a  — 1 


Dieses  ist  aber  gleich  Null ,  weil  2  Pa  =  P,  pV  =  ^^  ^  '^^^ 
Mit  =  2-3fa22a  ist  (Seite  198).  Aeussere  Arbeit  wird  überhaupt 
nicht  geleistet,  folglich  ist  die  Aenderung  aller  Energieen  zusammen 
Null,  also  muss  auch  die  Wärmeänderung  Null  sein;  das  heisst: 

Diffusionsvorgänge  sind  adiabatisch,  Wärme  wird  weder 
aufgenommen  noch  abgegeben.  Dass  sie  nicht  auch  isentropisch 
sind,  liegt  daran,  dass  sie  sich,  wie  bemerkt,  nicht  umkehren  lassen, 
denn  nur  umkehrbare  adiabatische  Processe  sind  auch  isentropisch. 

Den  eigentlichen  Vorgang  bei  der  Diffusion  der  Gase  werden  wir 
später  kennen  lernen. 


36.     Chemisclie  Umsetzungen  in  Gasen. 

Wir  gehen  zu  einer  anderen  Erscheinung  über,  welche  bei  Gasen 
(und  überhaupt  bei  Körpern)  beobachtet  wird,  zu  ihrer  selbst- 
thätigen  chemischen  Umsetzung,  welche  mit  Zersetzungen  und  Bin- 
dungen verbunden  sein  kann.  Diese  Umsetzung  der  Molekeln  findet, 
wie  wir  annehmen  müssen,  unter  allen  Umständen  statt,  sie  steigert 
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sich  jedoch  mit  wachsender  Temperatur.  Werden  die  ümsetzungs- 
prodncte  am  Entweichen  verhindert,  so  stellt  sich  bei  jeder  Temperstur 
zuletzt  ein  Gleicbgewiclit  in  der  Weise  her,  dass  die  Zersetzungen  und 
Bindungen  entweder  ganz  aufhören  oder  einander  compensiren,  so 
dass  jene  diesen  gleich  kommen.  Jeder  Temperatur  und  jedem  Drucke 
entspricht  hiemach  ein  bestimmter  Grad  der  Umsetzung,  der  sich  nicht 
ändert,  wenn  nicht  die  Temperatur  geändert  wird  oder  wenn  nicht 
in  irgend  einer  Weise  für  FortschafiFung  der  dissocürten  Theile  ge- 
sorgt wird. 

Nicht  immer  sind  im  Ergebnisse  Zersetzungsproducte  zugleich  mit 
Bindungsproducten  vorhanden.  Oft  gehen  entweder  nur  Zersetzungen 
oder  nur  Bindungen  vor  sich,  wenigstens  dem  Anschein  nach.  So 
beispielsweise,  wenn  Untersalpetersäuregas  sich  selbst  überlassen  ist, 
findet  eine  Zersetzung  statt.  Das  Gas  zersetzt  sich  in  NO2  und  NO2. 
Bereits  bei  27^0.  ist  unter  gewöhnlichem  Drucke  ein  Fünftel  der 
Molekeln  zersetzt;  bei  etwa  58^  C.  ist  es  schon  die  Hälfte,  bei  150^0. 
giebt  es  kaum  noch  unzersetzte  Molekeln.  Aehnlich  verhält  sich  die 
Salpetersäure,  bei  90^  C.  sind  etwa  10  Procent  zersetzt,  bei  190^0.  ist 
es  die  Hälfte^  bei  300^0.  etwa  sind  alle  Molekeln  zersetzt. 

Dass  ein  Gras  bei  bestimmter  Temperatur,  wenn  es  absolut  isolirt 
ist,  chemisch  in  ein  gewisses  Gleichgewicht  kommt,  erhellt  besonders 
aus  der  Thatsache,  dass  seine  Dichte  sich  dann  nicht  ändert,  indessen 
ist  dieses  Kriterium  nicht  immer  maassgebend. 

Die  Theorie  der  chemischen  Umsetzungen  ist  nicht  ganz  leicht. 
Kinetisch  wird  die  Umsetzung  dadurch  erklärt,  dass  auch  die  Atome 
in  den  Molekeln  eigene' Bewegungen  haben,  welche  sich  mit  der  Tempe- 
ratur steigern.  Werden  diese  Bewegungen  zu  stark,  so  überwinden 
sie  die  chemische  Affinität  und  die  Atome  oder  Atomcomplexe  fliegen 
aus  den  Molekeln  heraus,  die  Molekel  zerfällt.  Das  kann  in  einzelnen 
Molekeln  auch  dann  der  Fall  sein,  wenn  durch  die  Zusammenstösse  zu 
starke  Erschütterungen  der  Atome  in  der  Molekel  entstehen.  Also  Er- 
schütterungen bei  den  Molekularstössen  und  durch  Wärmezufuhr  ge- 
steigerte Bewegung  der  Atome  sind  die  Ursachen  für  Zersetzung.  Ge- 
rathen andererseits  mit  geringer  Geschwindigkeit  (in  Gasen  sollen  ja 
alle  möglichen  Geschwindigkeiten  vertreten  sein)  begabte  Atomcomplexe 
an  einander,  so  kann  die  chemische  Affinität  überwiegen  und  die 
Gomplexe  bleiben  bei  einander,  sie  bilden  eine  Molekel,  oder  den  Theil 
einer  solchen,  dadurch  entstehen  die  chemischen  Bindungen.  Nach 
dieser  Theorie  giebt  es  eigentlich  chemisch  keine  bestimmt  definirte 
Gase  (und  auch  keine  FlüssigkSeiten ,  wie  hinzugefügt  werden  kann), 
sondern  wie  man  nur  von  einer  mittleren  Geschwindigkeit  der 
Molekeln  sprechen  kann,  so  darf  man  auch  nur  von  einer  mittleren 
chemischen  Zusammensetzung  derselben  reden.  Doch  wie  jene  mittlere 
Geschwindigkeit  bereits  in  für  uns  kaum  wahrnehmbaren  Theilen  eines 
Gases  herrscht,  so  auch  die  mittlere  chemische  Zusammensetzung.     Je 

Weinstein,  Thermodynamik.  ^5 


226  Sechstes  Capitel. 

weiter  die  UmaetzuDg  fortschreitet,  desto  mehr  ändert  sich  diese  mittlere 
chemische  Zusammensetzung. 

Hier  haben  wir  es  mit  der  Thermodynamik  der  chemischen  Um- 
setzungen zu  thun. 

Wir  betrachten  wieder  nicht  den  Vorgang  selbst,  sondern,  welche 
Bedingungen  zu  erfüllen  sind,  damit,  nachdem  derselbe  gewaltet  bat, 
Gleichgewicht  wieder  eintritt.  Da  bei  der  chemischen  Umsetzung  es 
sich  um  Aenderungen  in  den  Molekeln  handelt,  denken  wir  uns  den 
Zustand  eines  Gasgemisches  dadurch  virtuell  yariirt,  dass  die  Molekel- 
zahl eine  Aenderung  erfahrt,  Druck  und  Temperatur  aber  oonstant 
bleiben.  Die  Gleichgewichtsgleichang  ist  dann  nach  38')  in  Ab- 
schnitt 18 

1)  d0=O,         dp  =r  dd'=  0. 

Es  ist  aber  0  (hier  MO)  nach  Gleichung  26)  in  Abschnitt  31 
gleich 


2i) 


L  ^  Je 


Tj'-f- 


Die  Molekulargewichte  sollen  dabei  durchschnittlich  nicht  yarüren,  d.  h. 
die  Gase  sollen  jedes  in  seiner  Zusammensetzung  erhalten  bleiben; 
nur  ihre  Mengen  sollen  sich  ändern,  indem  z.  6.  ein  Gas  sich  zum  Theil 
zu  zwei  anderen  Gasen  zersetzt  und  so  Molekeln  abgiebt,  die  anderen 
der  Gase  zu  Gute  kommen  können ,  während  es  selbst  in  geringerer 
Molekelzahl  erhalten  bleibt.  Alsdann  ist  für  die  Variation  alles  con- 
stant  bis  auf  die  Grössen  ^a  und  c^.     Setzen  wir  daher 


+  7  +  "*-  7^  =  f' 


80  dass 


a=t 


2,)  M0  =  J»^Na(^cpa+jlogcÄ 

wird,  so  giebt  die  Gleichgewichtsbedingung 

3i)     0  =  2  ("P"  +  ^  'ö^''«)  *^»  +  !S  -^o  4"  *^''^''''- 

Das  zweite  Glied  ist  aber  gleich  Null,  denn  beispielsweise  ist 
logca  =  ^ogn^  —  logn  =  logN^  —  %JV, 
weil  -^a  =   Fwa,  N  =i  Yn  ist,  also 
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.-  d-N^        SN 

somit 

dN 

Nadlog  Ca  =  SNa  —  Na^ 
nnd 

i)^NadlogCa  =  ^SNa-^'^N,  =  SN-^N=0. 
Es  bleibt  hiemach  allein 

3,) 


2  (<Pa  +  -j    logCaj  SNa  =  0. 


Einen  allgemeinen  Satz  können  wir  hieraus  sofort  ableiten.  Ist 
für  irgend  ein  Gas  a  das  d  Na  =  0,  so  fällt  das  auf  dieses  Gas  sich 
beziehende  Glied  aus  der  Gleichung  heraus,  der  Anwesenheit  des  Gases 
ist  nur  Rechnung  zu  tragen  bei  Ableitung  der  Goncentrationen  Ca,  wo- 
selbst auch  die  Molekelzahl  dieses  Gases  vertreten  ist.     Also: 

Gase,  welche  selbst  weder  Vermehrung  noch  Yerminde- 
rnng  der  Molekelzahl  erfahren,  haben  keinen  anderen  Ein- 
fliiss  auf  den  Vorgang  der  chemischen  Umsetzung,  als  dass 
sie  die  Goncentrationen  der  anderen  Gase  mitbestimmen;  im 
Uebrigen  können  sie  beliebige  Temperatur  und  beliebigen 
Druck  aufweisen. 

Femer  folgt: 

Das  Gleichgewicht  ist  unabhängig  von  den  Massen 
selbst,  mit  welchen  die  Gase  bei  der  Umsetzung  betheiligt 
sind. 

Das  Weitere  hängt  zunächst  von  den  Grössen  (pa  ab*  Diese 
Grössen  bestehen  aus  einem  Theile,  nämlich 

welcher  allein  von  Druck  und  Temperatur  abhängt  und  im  Uebrigen 
nur  die  für  alle  Gase  gleiche  Gonstante  B  enthält. 
Der  zweite  Theil 

—  ^a  ®o    +  -y  ^ogma  +  ma  -j^ 

ist  abhängig  vom  Molekulargewicht  und  dem  Ausgangswerthe  für  die 
Entropie  nnd  Energie,  endlich  noch  von  der  Temperatur,  dagegen  un- 
abhängig vom  Drucke. 

Der  dritte  Theil  endlich 

15* 
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ist  allein  eine  Function  der  Temperatur.  Da  innprhalb  ganzer  Gruppen 
von  Gasen  Tc  die  molekulare  specifische  Wärme  für  constantes 
Volumen  für  alle  Gase  den  nämlichen  Werth  hat  (z.  B.  für  zwei* 
atomige  Gase,  ebenso  für  dreiatomige),  so  ist  dieser  Theil  von  (fa  inner- 
halb ganzer  Gruppen  von  Gasen  überhaupt  von  der  Natur  dieser  Gase 
unabhängig. 

Nach  alledem  haben  wir  als  allgemeine  Gleiohgewichtsbedingung 

3,)'        ^  (l  -  %  ^)  dN+(l  -  log»)  2  *f  «^a 

a=i ^  .  a=i 

+  jr''^logcjN^  =  0 

a=l 

und  innerhalb  ganzer  Gruppen  von  Gasen 


U)    [A(l_Jo^^)   +   fc('»(i_Jo^^)JÄiV-+,^(^%'«a 


a=i 

Das  Gleichgewickt  hängt  hiernach  ab  von  der  Zunahme  oder  Ab- 
nahme der  Molekeln  insgesammt,  sowie  von  der  Zunahme  oder  Ab- 
nahme der  Molekeln  in  den  einzelnen.  Gasen. 

Die  Aenderung  der  Molekelzahlen  muss  einer  Bedingung  unter 
allen  Umständen  genügen,  wenn  anders  alle  Bestandtheile  der  Gase 
beisammen  gehalten  werden.  Nämlich  es  muss  die  Gesammtänderung 
aller  Massen  zusammen  Null  sein.    Also 

a=i 

öl)  ^dMa  =  0, 

a=i 
oder  da  Jlf  a  =  ^a^<i  ist 

a=:t 

öa)  2  m«  Ä  iVa  =  0. 

a=l 

Es  giebt  nun  ferner  Gase ,  bei .  welchen  eine  Zunahme  oder  Ab- 
nahme der  Molekelzahl  inßgesammt  auch  nicht  stattfindet.  Es  sind 
dieses  die  sogenannten  Gase  ohne  CondetiBation,  das  heisst  die- 
jenigen Gase,  bei  welchen  chemische  Umsetzungen  ohne  jede  Aende- 
rung des Gesammtvolumens  stattfinden;  dahin  gehören  z.B.  Stickoxyd, 
Kohlenoxyd,  Chlorwasserstoff,  Jodwasserstoff  u.  s.  f.  Nennt  man  das 
Volumen  eines  solchen  Gases  bei  der  Temperatur  d"  und  unter  dem 
Drucke  p  gleich  Va,  so  wäre  hiemach  für  Gase  ohne  Condensation 

60  5Fi  +  ÄFa  H +  SYi  =  2dVa  =  0. 
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Nun  ist  aber  allgemein 

p  p  p 


also 


F«  =  SN, 


(%-)■ 


Bomit 


oder 

62)  SN=0. 

Für  Gase  ohne  Condensation  ist  also  weiter  die  Gleicbgewicbts- 
bedingnng 

7)  (1  -  log»)^h':^SN^  -  iS  »»a  Sl^'SN^  +  ^-^  logmjN, 

a=i  a  =  i  0=1 

a=i  a=i 

Zunächst  ergiebt  sich  hieraus  der  Satz: 

Herrscht  in  einem  Gassysteme  ohneCondensation  überall 
gleicher  Gesammtdruck  und  gleiche  Temperatur,  so  ist  das 
chemische  Gleicbgewicbt  nur  yon  der  Temperatur,  nicht  von 
diesem  Gesammtdrucke  abhängig. 

Dieser  wicbtige  Satz  ist  durch  die  Erfahrung  bestätigt.  Und 
weiter  folgt  für  ganze  Gruppen  von  Gasen 

2  (^  %  »»a  -  »».  Sf  +  ^  löge,  +  m«  -^j  8N,  =  0. 

Für  ganze  Gruppen  von  Gasen  ebne  Condensation 
(namentlich  für  die  Gruppe  der  zweiatomigen  Gase)  ist  das 
chemische  Gleichgewicht  nur  in  so  weit  abhängig  von  der 
Temperatur,  als  die  innere  Energie  im  absoluten  Nullpunkte 
für  die  verschiedenen  Gase  verschieden  ist. 

Darf  man,  weil  ein  Theil  der  inneren  Energie  auf  Mole- 
kulargewicht bezogen,  nämlich  Jmo,c^^,  für  Gruppen  von 
Gasen  gleich  ist,  annehmen,  dass  dieses  auch  vom  zweiten 
Theile  TJy^m^  gilt,  so  ist   das   chemische  Gleichgewicht   von 

der  Temperatur  überhaupt  unabhängig. 

Dieser  Satz  kann  mit  gewisser  Annäherung  sogar  auf  alle  Gase 
überhaupt  ausgedehnt  werden,  da  Tct,  überhaupt  nur  wenig  von  der 
Natur  der  Gase  abhängig  ist. 
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Im  Uebrigen  hängt  das  Gleichgewicht  noch  ab  Yon  den  Molekular- 
gewichten der  Gase  und  deren  Concentration ,  so  wie  von  den  Aus- 
gangswerihen  für  die  Entropie,  die  natürlich  bei  allen  Gasen  nach 
demselben  Principe  gewählt  sein  müssen.  Endlich  folgt  noch,  da 
log  Ca  =  log  Na  —  log  N  ist,  für  Gase  ohne  Condensation  und  mit 
gleicher  Molekularwärme 


a=» 


M     -  ^(a'i     .        JR     _         Uj 


—  /  7?  7?  zn  \ 

8)  2  (t  ^*'^'"''  ~  "*<«  ®»'"  +  "7  ^-^o  +  »»''  j^)  * -^0  =  0. 

Bei  Gasen  ohne  Condensation  ist  die  Gegenwart  solcher 
Gase,  welche  weder  Vermehrung  noch  Verminderung  der 
Molekelzahl  erfahren,  für  das  Gleichgewicht  ganz  ohne  Ein- 
fluss,  und  zwar  unabhängig  davon,  ob  ihre  Molekularwärme 
der  der  anderen  Gase  gleich  ist  oder  nicht. 

Die  Gleichgewichtsbedingung  hängt  von  den  Verhältnissen  der 
ö Na  ZU  einander  ab;  da  solche  Verhältnisse  n  —  1  vorhanden  sind, 
müssen  bei  Gasen  ohne  Condensation  ausser  den  allgemeinen  Be- 
dingungen unter  5)  und  6)  noch  a  —  4,  bei  solchen  mit  Condensation 
ausser  der  unter  5)  noch  a  —  3  Bedingungsgleichungen  gegeben  sein, 
um  diese  Verhältnisszahlen  zu  ermitteln.  Uebrigens  kann  man  die  all- 
gemeine Gleichgewichtsbedingung  für  die  Rechnung  bequemer  schreiben 

woselbst  die  Ma  die  Partialmassen  sind  und  die  Bedingungsgleichung 
für  Gase  ohne  Condensation  geht  über  in 


6,)  2; — = 0. 


a=* 


a=i        * 


Die  Aenderung  der  Entropie  im  gleichen  virtuellen  Vorgang  be- 
trägt, indem 

9)    Är%*  +  T ^^1  +  "'«'^•''  +  T ^''^ ^ = ^- 

gesetzt  wird 

lOi)  8  {MS)  =  2  (^o  —  T  ^^"^  *-^'" 

a=i  ^  ^ 

weil  wiederum  allgemein 

2  J^a  *  %  Cfl  =  0 
ist. 

Für  Gase  ohne  Condensation  und  für  Gruppen,  innerhalb  deren 

lo^     für  alle  Gase  gleich  ist,  wird  hieraus 
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• 


a  =  l 

Die  Entropieänderung  ist  also  für  solche  Gase  von 
Druck  Und  Temperatur  unabhängig  und  nur  bestimmt  von 
der  Natur  der  Gase  und  ihrer  Concentration. 

Da  eine  Yergleichung  der  Functionen  fpa  und  t'a  ergiebt 

11)  q)a  +  -j  log  ^a  =  ^i*^  +  -y  +  Wa  -j^  —  ^a  +  -j-  logc^r 

80  geht  die  Gleichung  für  d  (MS)  in  Folge  der  Gleichgewichtsbedingung 
über  in 

IO3)  ö  (MS)  =  ^  [hl''  +  :^+ma^yNa 

nnd  in  den  mehrfach  bezeichneten  Fällen  in 

a=l  a=l 

Also: 

Die  Variation  der  Entropie  ist  bei  Gasen  ohne  Condensa- 

tion  und  mit  gleicher  Molekularwärme  nur  abhängig  von  der 

Variation  der  inneren  Energie,  und  zwar  der  ganzen  inneren 

Energie,    da  die  Variation  des  Theiles  "^M^Jc^     zufolge    der  An- 
nahme über  c^    gleich  Null  ist. 
Da  wir  dann  haben  einerseits 

13i)  dQ  =  d'S(MS)  =  ^dMÜ 

und  andererseits 

J8Q  =  SMü  -\-  OTT, 

80  folgt  für  diesen  Fall  wegen  d(MS)  =  -^  S(M  ü) 

12)  Ä  TF  =  0. 

Bei  Gasen  ohne  Condensation  geschieht  die  chemische 
Umsetzung  ohne  Leistung  oder  Verbrauch  äusserer  Ar- 
beit, was  vorauszusehen  war,  weil  die  Gase  sich  ohne  Condensation 
umsetzen  sollten.     Findet  Umsetzung  mit  Condensation  statt,  ist  aber 

immer  noch  h^   für  die  Gase  von  gleichem  Werthe,  so  haben  wir 

^\  .^^    ,     8{MTJ) 


also 


8(MS)  =  {h^  Jr^SN^ 


Jd' 


13,)  ÖQ  =  (k.+^)»ÖN+^^ 
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und 

14i)  8W=  (Jk^  +  B)d'8N. 

Bei  Gasen  mit  Gondensation  ist  die  bei  chemischen 
Umsetzungen  geleistete  äussere  Arbeit  proportional  der 
Aenderung  der  Gesammtzabl  aller  Molekeln  und  der  ab- 
soluten Temperatur.     Beachtet  man,  dass  dieselbe  Arbeit  auch  aus 

142)  dW=plSY 

berechnet  werden  kann,  so  ergiebt  sich  für  die  ganze  Volumenänderung 

15)  SV=  (JK  +  B)-8K 

Zuletzt  erwäbne  ich  nocb  die  Beziebung 

16)  dF=0 
für  Gase  ohne  Gondensation, 

17)  8F  =  —(JK  +  B)d^SN=  —  SW 

für  Gase  mit  Gondensation. 

Wir  betrachten  zunächst  allein  den  Yorgang  der  selbsttbätigen 
Zersetzung,  man  nennt  diesen  Vorgang  nach  Deyille  Dissociation. 
In  diesem  Falle  handelt  es  sich  um  ein  Gas,  welcbes  in  einzelne 
chemische  Bestandtheile  zerfällt,  so  z.  B.  Jodwasserstoff  2HJ  in  H2 
und  Jj,  Phospborpentacblorid  PCI5  in  PCI3  und  Clj.  Da  bei  der  Dis- 
sociation jede  Molekel  in  andere  Molekeln  (mit  verringerter  Atom- 
zabl)  zerfällt,  so  'steigt  die  Molekelzahl  an,  in  Folge  dessen  wächst  das 
Volumen  und  nimmt  die  Dichte  ständig  ab.  Wird  das  Volumen  cön- 
stant  erhalten,  so  erhöht  sich  der  Druck,  den  die  Gase  gegen  die 
Wandungen  des  Gefässes  ausüben,  und  zwar  proportional  der  Zunahme 
der  Molekelzahl.  Das  Verbal tniss  der  bereits  dissociirt«n  Gasmenge 
zu  der  ursprünglich  vorhanden  gewesenen  nennt  man  den  Disso- 
ciationsgrad.  Gleichgewicht  tritt  ein,  wenn  dieser  Dissociation s- 
grad  eine  gewisse  Höhe  erreicht  hat,  welche  je  vom  Drucke  und  der 
Temperatur  abhängt. 

Die  Dissociation  ist  am  leichtesten  durcb  Controle  der  Dichte, 
letztere  auf  einen  und  denselben  Druck  reducirt,  zu  studiren.  Ist 
die  Dichte  des  nicht  dissociirten^  Gases  ^q*  ^^  ^^^  ^^^  Theil  schon 
dissociirten  ß ,  so  muss  ^  <C  ^0  b^^^^*  ^^  welchem  Verhältnisse  f( 
kleiner  ist  als  fio*  bangt  von  dem  erreicbten  Dissociationsgrade  ab. 
Ist  N  die  Zahl  der  Molekeln  des  noch  nicht  dissociirten  Gases  und  y 
der  Dissociationsgrad ,  so  beträgt  die  Abnabme  der  Molekeln  dieses 
Gases  nach  eingetretener  Dissociation  y  N;  zerfällt  jede  Molekel  bei 
der  Dissociation  in  v  andere  Molekeln,  so  geben  diese  dissociirten 
Molekeln  v(yN)  neue  Molekeln,  also  beträgt  die  Zunahme  an  Molekeln 
überhaupt  (y  N)  (v  —  1),  und  folglich  ist  die  Gesammtzahl  aller  Molekeln 
nach  eingetretener  Dissociation  N  -|-  yN(v —  1).     Hiernach  wird 
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woraus  sich  umgekehrt  der  Dissociationsgrad  y  berechnet  zu 
19)  y  =  /""f  . 

Für  Gase,  die  in  zwei  Gase  sich  dissociiren,  ist  1/  =  2,  für  solche,  die 
in  drei  zerfallen,  ist  v  ==  3,  u.  s.  f. 

Wir  heben  nun  das  Gas,  welches  sich  dissocürt,  von  den  anderen, 
seinen  Dissociationsproducten,  dadurch  hervor,  dass  wir  die  Symbole 
für  dasselbe  unbezeichnet  lassen,  die  der  anderen  accentuiren.  Die 
Anzahl  der  Dissociationsproducte  sei  nun  eben  v,  dann  ist 


a=v 


20,)    ÖJV  (9  +  ^  logc\  =  -  2  (9'»'  +  T  ^^''')  *-^"' 

oder,  indem 

SN,'  =  V,' 
gesetzt  wird 

20,)       (9  +  ^  %c)  «JV=  -  2  («J^«'  +  ^  %««')  <• 
Hieraus  folgt 

a=l 
oder 

21i)       {c)-^^  =z  Ci'+*i'ca'+V  .  .  .  0/  +  ""'  e     ^  «=i  >^- 

Die  Grösse 

22)  e    ^  ^  a=i  /  =  jj; 

nennt  man  den  Dissociationscoefficienten.     Hiemach  wird 

212)  K(c)-^^  =  Ci'+ V  03'+"«'  .  .  .  Cv'  +  ^v'. 

Da  d^  eine  Abnahme  an  Molekelzahl  bedeutet,  während  die 
SN;!  Zunahme  andeuten,  so  sind  die  v-^'y  v^,  .  .  .  positive,  also  die 
—  Vi',  —  V^,  ...  negative  Zahlen. 

Wenn  mehrere  Gase  vorhanden  sind,  welche  sich  dissociiren  und 
zur  Entstehung  anderer  Gase  Veranlassung  geben,  haben  wir  genau  so 

213)  •  JSTCi*!  Cj,"«  .  .  .  =  Ci'  +  ^i'  03'  +  "«'  •  •  • 

Der  Satz,  der  in  dieser  allgemeinen  Gleichung  enthalten  ist,  in 
etwas  anderer  Form,  stammt  von  den  skandinavischen  Forschern 
Guldberg  und  Waage  her.  Er  gilt  in  der  letzten  Form  allgemein 
für  chemische  Umsetzungen. 
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Das  Weitere  hängt  von  der  besonderen  Art  der  Dissociation  ab. 
Als  Beispiel  nehmen  wir  ein  Gas,  welches  sich  in  zwei  andere  Gase 
dissociirt,  und  zwar  mit  Bücksicht  auf  spätere  numerische  Anwendung 
JodwasserstofPgas.  Zwei  Theile  des  zweiatomigen  Jodwasserstoffgases 
geben  einen  Theil  des  zweiatomigen  Joddampfes  und  einen  Theil  des 
gleichfalls  zweiatomigen  Wasserstoffes.     Also: 

2  M  J  ^=  J|    -p   Hj. 

Es  zersetzen  sich  sonach  immer  zwei  Molekeln  Jodwasserstoff  und 
geben  eine  Molekel  Joddampf  und  eine  Molekel  Wasserstoff.  Hier- 
nach ist 

dN=  —  2,     dJVi'  =  -f  1,     dN2'=+l 

und  wir  erhalten 

a)  —-T-  =  £.. 


Die  c  aber  sind  alle  in  gleicher  Weise  proportional  den  Partial- 
drucken  der  Gase.  Nennen  wir  diese  Partialdrucke  Pu  pi\  p2^  so 
wird  hiemach 

b)  ^-^  =  K. 

Pi 

Ist  ferner  der  Gesammtdruck  p,  so  haben  wir  noch 

c)  p  =  2)i  +  i?i'  +  P2. 

Weitere  Gleichungen  gewinnen  wir  durch  die  Bemerkung,  dass 
der  Vorgang  der  Dissociation  von  Jodwasserstoff  ein  solcher  ohne 
Oondensation  ist,  und  zwar  zersetzen  sich  zwei  Volumina  Jodwasser- 
stoff zu  einem  Volumen  Wasserstoff  und  einem  Volumen  Joddampf. 
Daher  ist  jedenfalls 

d)  2>i'  =  P2  =  p' 
und 

e)  (£f    =  ^'     2/  +  i>x 
woraus  sich  die  Werthe  von  p'  und  pi  zu 

f)  P    —  P 7=>      Pl=  P  7=^ 

1  +  2  VjI  1   +  2  V^ 

ergeben. 

Ist  ferner  y  der  Dissociationsgrad,  so  haben  wir 

Den  Jodwasserstoff  2HJ  können  wir  so  betrachten,  als  enthielte 
er  Molekeln  Wasserstoff  und  Molekeln  Joddampf  und  beide  Arten 
Molekeln  in  gleicher  Zahl.     Ist  im  unzersetzten   Zustande   die  Zahl 

Molekeln  Wasserstoff  iV^  ,  die  Zahl  Molekeln  Joddampf  JNy  ,  so  haben  wir 


P. 


W  J 
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eine  Gleichung,  die  auch  für  die  freien  Molekeln  gilt.  Nennen  wir 
nun  Nu,  die  Zahl  der  freien  Molekeln  Wasserstoff,  Nj  die  Zahl  der  freien 
Molekeln  Joddampf  und  setzen 

,         Nu,  Nj  2  Nu,  2Nj 


k)  ^ r—  =  K. 


BD  ist,  weil  N^  -{-  N:  die  Gesammtzahl  aller  Molekeln  überhaupt  be- 
deutet : 

^)  Pl=Pj,  P2=Pj, 

also  wie  früher  pi   =  ^2'»  ^i^d  zugleich  wird 

i)  i>i=p(i— y'X 

somit 

4  (1^  yy 

Da  y  experimentell  bestimmt  werden  kann,  dient  diese  Gleichung  zur 
Ermittelung  des  DissociationscoefBcienten  K  für  die  gegebene  Tempe- 
ratur. Da  ferner  £,  wie  wir  wissen,  vom  Drucke  unabhängig  ist ,  muss 
es  auch  y'  sein,  was,  wie  wir  sehen  werden,  der  Erfahrung  entspricht. 

Der  Dissociation  entgegengesetzt  ist  die  Verbindung  der  Gase  zu 
Gasen  mit  zusammengesetzteren  Molekeln,  die  Formeln  jedoch  bleiben 
bestehen. 

So  gelten  im  vorstehenden  Beispiele,  wenn  Joddampf  und  Wasser- 
stoff in  chemisch  äquivalenten  Mengen  zusammentreten  und  sich  zu 
Jodwasserstoff  vereinigen,  alle  Gleichungen  unverändert,  nur  dass  die 
Grössen  pi\  p^'  sich  auf  die  noch  freien  Wasserstoff-  und  Jodmolekeln 
beziehen,  Pi  seine  Bedeutung  für  den  schon  gebildeten  Jodwasser- 
stoff hat. 

Auch  der  Fall,  dass  die  Gase  nicht  zu  chemisch  äquivalenten 
Mengen  zusammentreten,  findet  durch  dieselben  Gleichungen  Erledigung, 
es  ist  dann  immer  eines  der  Gase  im  Ueberschuss  vorhanden.  Auf  den 
Verlauf  der  Reaction  hat  es,  wie  wir  wissen,  gar  keinen  Einfluss. 

Sei  zum  Beispiel  der  Anfangspartialdruck  des  Wasserstoffes  p^    , 

der  des  Joddampfes  nicht  (wie  er  für   chemisch  äquivalente  Mengen 

erforderlich  wäre)  diesem   gleich,    sondern  p^\  so  haben  wir,  wenn 

Gleichgewicht  herrscht: 

1)  i'i'=i>fV,  W  =  i'f  -  pf  (1  -  y'). 

das  letztere  deshalb,  weil  der  Partialdruck  des  Joddampfes  um  den- 
selben Betrag  gesunken  sein  muss,  wie  der  des  Wasserstoffes,  da 
von   beiden    chemisch    äquivalente  Mengen   verschwunden  sind,    und 

Pi  (1 — y')  eben  den  Druckverlust  des  Wasserstoffes  angiebt.  Hier- 
nach ist  weiter 
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m,)     p^=p  -Pi'  -p,'  =  p-  pf'  /  -P^  +i>r  (1  -  y'). 

Ist  im  Beginne  des  Processes  Jodwasserstoff  nicht  vorhanden  gewesen, 
so  kann  p  nur  gleich  pf    -\-  p^    sein,  also  wird 

m»)  Pr  =  2i>f  (1-/), 

was  wiederum  selbstverständlich  ist,  weil  das  Anwachsen  des  Druckes 
des  Jodwasserstoffes  auf  Kosten  der  Drucke  des  Joddampfes  und  des 
Wasserstoffes  geschieht.     Wir  erhalten  aber 

.  i>r/(i>r-i>ra-/))_^ 

als  Gleichung  zur  Bestimmung  von  y\  das  heisst  des  noch  freien  Theiles 
an  Wasserstoff.     Die  obige  Gleichung  kann  man  schreiben: 


4  (1  —  y')^ 

woraus  erhellt,  was  auch  zu  erwarten  stand,  daas  die  Reaction  nur 
von  dem  Verhältnisse  der  zusammentretenden  Gase  abhängt. 

Wann  das  Gleichgewicht  eintritt,  hängt  von  dem  Werthe  von  K 
ab,  das  heisst  also  auch  von  der  Temperatur. 

Als  Beispiel  für  eine  Dissociation  mit  Yolumenänderung  nehmen 
wir  Stickstofftetroxyd,  N2O4.  Die  Zersetzung  geschieht  so,  dass  ein 
Theil  Stickstofftetroxyd  zwei  Theile  Stickstoffdioxyd  giebt,  also 

NjO^  =  N08  +  NO2. 
Hier  tritt  also  Dilatation  ein.     Wir  haben  jedoch 
dN=l,       SJVi  =  1,       SN^  =  1, 
somit 

Sind  die  Gase  NO2  vorher  nicht  vorhanden  gewesen,  so  muss 

Pi   =  Pi   ==  P' 
sein,  da  die  Dissociationsproducte  völlig  gleich  sind,  also  wird 

P2)  P'^  =  ^Pi 

und  da 

ist,  erhalten  wir 


P=Pi  +  P' 
(P  —  Pi)^  =  ^P\ » 


Pi=       P 
Pa) 


'+^±1/0+0-1. 


,.  =  _hA±i/(. +  -)■_. 
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Die  Gleichung  fttr|)'  zeigt,  dass  nur  der  negative  Werth  der  Wurzel 
genommen  werden  darf,  was  auch  nur  für  Pi  einen  Sinn  hat. 

Für  diesen  Fall  wollen,  wir  auch  die  Dichte  des  Gemisches  er- 
mitteln. Diese  ist  zufolge  19)  in  irgend  einem  Stadium  gegeben  durch 
die  Gleichung 

weil  V  =  2  ist.  Die  Anzahl  der  ud  zersetzten  Molekeln  verhält  sich 
zu  der  aller  zersetzten  vorhandenen  wie  1  —  y  zu  2y,  also  muss 
auch  sein 


somit 


und 


1— y        ,  2y 


Setzt  man  hierin  den  Werth  von  y  = ein,  80  resultirt  die  von 

Nernst  als  DiasociationsiBotherme  bezeichnete  Beziehung' 

woraus  sich  ft  als  Function  von  p,  K  und  (Iq  berechnet. 

Die  Dissociation  ist  also  nicht  mehr  vom  Gesammtdrncke  unab- 
hängig, sondern  im  Gegentheil  in  hohem  Maasse  durch  ihn  bestimmt 
(b.  S.  228). 

Endlich  sei  noch  das  Beispiel  der  Kohlensäure  erwähnt.  Die 
Dissociation  geschieht  der  Erfahrung  gemäss  nach  der  Formel 

2CO2  =  02  +  2  CO. 

Zwei  Theile   der  dreiatomigen  Kohlensäure  zersetzen  sich    zu   einem 
Theile  des  zweiatomigen  Sauerstoffes  und  zwei  Theilen  des  gleichfalls 
•  zweiatomigen  Kohlenoicydes.     In  diesem  Falle  haben  wir 

8N=2,     dN^'=l,     *J^2'  =  2 
uid 

P)  -^-  -  ^- 

Die  weitere  Behandlung  darf  unterbleiben. 

Zuletzt  ist  noch  auf  Eines  aufmerksam  zu  machen.  Dem  Früheren 
sofdge  können  wir  schreiben 


28)  K^ae 


& 


238  Sechstes  Gapitel. 

woselbst  a  und  &  als  von  der  Temperatur  onabhängig  angesehen  werden 
können,  somit  ist 

dlogK         h 
24)  — - —  =  — • 

^  d^  ^^ 

Bei  allen  Gasen  ist,  wie  die  Erfahmng  gelehrt  hat,       \.     positiv, 

also  ist  auch  h  positiv.    Da  nun  h  nichts  anderes  ist,  als  •=■  — z: — ,  so 

E       ^ 

folgt,  dass  auch  diese  Grösse  positiv  ist,  also  ist  zufolge  IO4)  auch  die 

Entropieänderung   und    zufolge   13)    auch    die  Wärmeänderung,    die 

Wärmetönung,  positiv.    Das  heisst: 

Dissociationserscheinungen    sind    mit  einer  Vergrösse- 

rung    der  Entropie   und   mit  einer   Absorption   von  Wärme 

verbunden. 


37.     Einführung  nnmerisolier  Werthe. 

Drei  Grössen  sind  es,  welche  der  experimentellen  Bestimmung  un- 
mittelbar sich  als  zugänglich  erwiesen  haben,  nämlich  i2,  Cp  und  A;. 
Diese  genügen  auch,  um  alle  anderen  aus  ihnen  abzuleiten.  Indessen 
hat  die  Erfahrung  dargethan,  dass  es  kein  einziges  Gas  giebt,  für 
welches  diese  Grössen  thatsächlich  Constanten  wären,  sie  sind  alle  drei 
von  dem  Zustande,  in  welchem  das  betreffende  Gas  sich  befindet,  ab- 
hängig, wechseln  also  mit  Temperatur,  Druck  und  Volumen.  Ideale 
Gase  sind  also  in  der  Natur  anscheinend  nicht  vorhanden.  Die  wirk- 
lichen Verhältnisse  werden  wir  später  betrachten,  hier  genügt  es,  für 
angenäherte  Rechnungen  dieConstanz  der  obigen  Grössen  anzunehmen, 
wie  solche  denn  in  der  That  innerhalb  ziemlich  beträchtlicher  Schwan- 
kungen des  Zustandes  besteht.  In  der  Praxis  können  fast  alle  Rech- 
nungen auf  Grund  einer  solchen  Annahme  bewirkt  werden. 

Wir  haben  nun 

m 

woselbst  in  absoluten  Einheiten  cm,  g,  s  nach  23)  in  Abschnitt  22  ist 

-^        r^^r^r.^^^     Q  c^^     Molekulargewicht 

B  =  82889  500  ^—5- = ^- 

sec^  Temperatur 

und  m  das  Molekulargewicht  des  betreffenden  Gases  bedeutet.    Letzteres 
ist  aus  den  Angaben  über  die  Atom  Constitution  zu  entnehmen. 

Cp,  die  specifische  Wärme  bei  constantem  Drucke,  ist  leicht  zu  er- 
mitteln; wir  geben  die  Zahlen  immer  in  Gramm-Calorien  an. 

Weniger  einfach  ist  die  Ermittelung  von  fc  =  — .    Man  hat  dafür 

zwei  Methoden.     Die  eine  stützt  sich  auf  die  Bestimmung  der  Schall* 
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geschwindigkeit  in  dem  betreffenden  Gase.  Nach  einer  Formel  von 
Laplace  ist  nämlich 

woselbst  £1  die  Schallgeschwindigkeit  in  cm  im  Gase,  d  die  Dichte  des 
Gases  (Masse  eines  ccm  des  Gases),  g  die  Beschleunigung  der  Schwer- 
kraft in  — r,  h  die  Höhe  in  cm  einer  Quecksilbersäule,  welche  dem 

Gasdrucke  das  Gleichgewicht  hält,  d  die  Dichte  des  Quecksilbers 
(Masse  eines  ccm  Quecksilber)  bedeutet,  h  gilt  dann  für  diejenige 
Temperatur  und  denjenigen  Druck,  bei  welchen  beobachtet  wird. 

Die  zweite  Methode  beruht  auf  dem  in  Abschnitt  34  behandelten 
adiabatischen  Process.  Das  Wesentliche  ist,  dass  man  das  Gas  mit 
Ueberdruck  in  ein  Gefäss  verschliesst,  Druck  und  specifisches  Volumen 
oder  Druck  und  Temperatur  bestimmt,  dann  plötzlich  und  sehr  rasch 
durch  Oeffnen  eines  Hahnes  das  Gas  ausströmen  lässt  und  sofort,  ehe 
noch  Wärme  hat  in  dasselbe  durch  Leitung  oder  Strahlung  gelangen 
können,  wieder  Druck  und  specifisches  Volumen  oder  Druck  und 
Temperatur  ermittelt.  Die  Gleichungen  unter  10)  des  Abschnittes  34 
gestatten  die  Berechnung  aus  den  Beobachtungsdaten. 

Wegen  der  Ausführung  all  dieser  Untersuchungen  muss  auf  die 
Werke  über  Experimentalphysik  verwiesen  werden. 

Ich  gebe  nun  für  einige  charakteristische  Gase  die  Zahlen,  die 
bekannten  Sammelwerken  und  namentlich  auch  dem  öfter  citirten 
Buche  von  0.  E.  Meyer  entnommen  sind.  Die  Temperatur  ist  un- 
gefähr 15®  C,  der  Druck  etwa  Atmosphärendruck. 


Gas 

Mole- 
kularge- 
wicht 

R 

'p 

k 

Atom- 
zahl 

WasserstoflF 

SauergtoflF 

Stickstoff 

Stickoxyd 

Kohlenoxyd 

Kohlensäure 

Aethylen 

Aethyläther 

2 
32 
28 
30 
28 
44 
28 
74 

41  444  750 
2  590  300 
2  960  340 
2  762  980 
2  960  340 

1  883  850 

2  960  340 
1  120  130 

3,400 
0,217 
0,244 
0,232 
0,242 
0,192 
0,380 
0,522 

1,403 
1,405 
1,407 
1,394 
1,409 
1,295 
1,247 
1,070 

2 
2 
2 
2 

6 
15 

Quecksilberdampf    .    . 
Argon 

200 

40? 

414  448 
2  072  238  ? 

9 

• 

9 

• 

1,67 
1,62 

1 
1? 

Die  Zahlen  für  Cp  und  k  sind  nicht  besonders  sicher,  die  Angaben 
verschiedener  Beobachter  weichen  oft  nicht  unerheblich  ab,  vielfach 
habe  ich  Mittel  gebildet. 
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Von  vornherein  fällt  der  Quecksilberdampf  auf,  er  ist  ein  ein- 
atomiges Gas  und  sein  h  findet  sich  aus  unmittelbaren  Bestimmungen 

genau  so  gross,  wie  er  für  einato„>ige  Gase  sein  soU.  n»„>Uch  J-    Das 

spricht  sehr  zu  Gunsten  der  kinetischen  Theorie.  Auch  für  Argon  ist 
Je  zu  einer  Zahl  ermittelt,  die  der  theoretischen  ohne  weiteres  gleich- 
gesetzt werden  kann.  Leider  fehlt  der  Beweis,  dass  Argon  auch  ein- 
atomig ist,  es  ist  aus  dieser  Zahl  geschlossen,  dass  das  der  Fall  sei. 
Gleiches  soll  für  Helium  galten,  dessen  Molekulargewicht  zu  4  an- 
gegeben wird.  Andere  einatomige  Gase  sollen  femer  Gadmium-  und 
Zinkdampf  (und  überhaupt  Metalldämpfe)  sein,  ich  weiss  nicht,  ob  für 
sie  das  Je  schon  ermittelt  ist,  ich  habe  nichts  finden  können. 

Bei  allen  Gasen  liegt  Je  zwischen  1,67  und  1,  wie  gleichfalls  die 
Theorie  fordert.  Mit  den  Molekulargewichten  besteht  ein  Zusammen- 
hang nicht,  wohl  aber  mit  den  Atomzahlen,  denn  Je  nimmt,  mit 
wachsenden  Atomzahlen  stetig  ab.  Alle  Gase  mit  gleichen  Atom- 
zahlen (die  fünf  ersten)  haben  fast  denselben  Wdrth  für  Je  und  die 
Unterschiede  gegen  den  Mittel werth  1,4036  sind  sogar  so  klein,  dass  sie 
im  Yerhältniss  zu  den  Unsicherheiten  der  Zahlen  selbst  kaum  in  Be- 
tracht kommen.  Eine  Zahl  von  ähnlicher  Grösse  findet  sich  für  die 
zweiatomigen  Verbindungen  HCl,  HBr,  HJ.  Dass  Gase  und  Dämpfe 
mit  gleicher  Atomzahl  auch  gleiches  Je  besitzen,  möchte  man  hiemach 
gern  vermuthen.  In  der  That  findet  sich  z.  B.  für  Wasserdampf, 
welcher  dieselbe  Atomzahl  wie  Kohlensäure  hat,  für  A;,  wenn  man  von 
den  zwischen  1,33  und  1,274  schwankenden  Werthen  ein  Mittel  nimmt, 
1,292,  was  fast  genau  mit  dem  Je  für  Kohlensäure  stimmt.  Eine  ähn- 
liche Zahl  wird  für  das  gleichatomzahlige  Stickoxydul  im  Mittel  ge- 
geben. Indessen  sind  zweifellos  nicht  aufzuklärende  Ausnahmen  von 
dieser  Regel  vorhanden.  Für  Brom  und  Jod,  welche  beide  zweiatomig 
sind,  wird  nicht  1,403,  sondern  die  weit  kleinere  1,294  wie  für  Kohlen- 
säure, welche  dreiatomig  ist,  angegeben,  ähnlich  fCLr  das  entsprechende 
Chlor,  Chlorjod.  Ferner  ebenso  für  Methylenchlorid  und  Chloroform, 
welche  beide  fünfatomig  sind,  etwa  1,12,  was  erheblich  kleiner  ist  als 
die  Zahl  für  Aethylen,  dem  sechs  Atome  zugeschrieben  werden. 

Hier  scheinen  also  noch  andere  Umstände  mitzuspielen,  als  bloss 
die  Zahl  der  Atome.  Zu  vermuthen  steht,  dass  dieses  Yerhältniss  der 
specifischen  Wärmen  ausser  von  der  Zahl  der  Atome,  welche  die 
Molekeln  zusammensetzen,  auch  von  dem  Verhalten  der  Atome  in  den 
Molekeln  abhängt,  ob  sie  z.  B.  mehr  oder  weniger  frei  beweglich  sind, 
denn  es  kann  wohl  sein,  dass  von  zwei  Gasen,  die  beide  gleiche  Atom- 
zahl haben ,  in  dem  einen  die  Atome  wenig  beweglich  sind ,  so  dass  es 
dem  Quecksilberdampfe  nahe  steht,  in  dem  anderen  aber  stark  be- 
weglich, dann  wird  es  sich  mehr  wie  Aethyläther  verhalten.  Die  Be- 
weglichkeit der  Atome  kann  den  Mangel  an  Zahl  ersetzen  und  so  mögen 
sich  die  obigen  Differenzen  erklären.     Vermuthen  könnte  man  also: 


n 
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Gase  mit  gleicher  Atomzahl  und  gleicher  Beweglichkeit 
der  Atome  haben  gleiche  Werthe  für  das  Verhältniss  der 
specifischen  Wärmen  und  für  das  Yerhältniss  der  Molekular- 
energie zur  Gesammtenergie.  Das  Yerhältniss  wächst  bei 
gleicher  Beweglichkeit  mit  abnehmender  Atomzahl  und  bei 
gleicher  Atomzahl  mit  abnehmender  Beweglichkeit. 

Doch  nur  Termuthen;  es  ist  möglich,  dass  die  Sache  sich  auch 
anders  verhält^). 

Des  Interesses  wegen  füge  ich  noch  einige  Zahlen  für  die  in  den 
obigen  Satz  einbezogenen  Energieverhältnisse  bei.  Zuvörderst  ist 
[Abschn.  30,  Gl.  57)  und  58)] 

Um 

U 


=  |(^-^)>   l  =  i-|(*-i)- 


Beziehen    wir   diese   Verhältnisse   immer   auf  eine   yollständige 
Molekel,  so  wird 


Gas 

^m 
ü 

ü 

Wasserstoff 

Sauerstoff 

Stickstoff 

Stickoxyd 

Kohlenoxyd 

Kohlensäure 

Aethylen 

Aethyläther 

0,604 
0,608 
0,611 
0,591 
0,613 
0,443 
0,370 
0,105 

0,396 
0,392 
0,389 
0,409 
0,387 
0,557 
0,630 
0,895 

Quecksilberdampf  .... 

1 

0 

Im  einatomigen  Quecksilberdampfe  ist  noch  die  ganze  innere  Energie 
Molekularenergie,  in  den  zweiatomigen  Gasen  ist  die  Molekularenergie 
nur  noch  gegen  |  der  Gesammtenergie,  und  die  Atomenergie  gegen  |. 
In  der  dreiatomigen  Kohlensäure  überwiegt  bereits  die  Atomenergie 
die  Molekularen ergie  ein  wenig  und  im  15  atomigen  Aethyläther  ist 
schon  nur  ein  Zehntel  der  Energie  Molekularenergie  und  neun  Zehntel 
sind  Atomenergie.  Es  ist  schwer,  sich  vorzustellen,  wie  die  Molekular- 
energie so  rasch  abnehmen  soll. 

Gehen  wir  zu  den  anderen  theoretischen  Ergebnissen  über,  so  war 
zunächst 


^)  Es  sei  noch  auf  den  Aufsatz  von  Petrini:  Specifische  Wärme 
der  Gase;  Zeitschr.  f.  physik.  Chem.,  Bd.  16,  S.  97  ff.  verwiesen,  woselbst 
sich  auch  reiches  Zahlenmaterial  findet. 

Weinstein,  Thermodynamik.  IQ 
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Cp    """"    Cf;    


J 


oder 


Cp 


0-0= 


B 
J 


Aus  dieser  Formel  lässt  sich  J  berechnen,  nämlich 

Bh 


J  = 


Cpih^  1) 


Das  ist  im  wesentlichen  die  Formel,  deren  sich  Julius  Robert 
Mayer  zur  ersten  Berechnung  des  mechanischen  Wärmeäquivalentes 
bedient  hat.  Für  seine  Zeit  war  die  Aufstellung  der  Formel  selbst 
eine  geniale  That.  Von  den  angeführten  Gasen  geben  alle  zweiatomigen 
sehr  gut  übereinstimmende  Resultate,  nämlich  in  der  populären  Dar- 
stellung als  Arbeit,  welche  erforderlich  ist,  um  ein  Kilogramm  gegen 
die  Schwerkraft  ein  Meter  hoch  zu  heben,  die  Zahlen 

424,  414,  419,  421,  421. 

Das  Mittel  beträgt  420,1,  was  mit  den  Ergebnissen  der  unmittelbaren 
Bestimmungen,  die  zuerst  durch  Joule  erfolgt  und  später  wegen  der 
Wichtigkeit  der  Grösse  von  einer  grossen  Zahl  von  Forschem  wieder- 
holt sind,  ausgezeichnet  harmonirt.  Diese  ergeben  für  unsere  Breiten 
und  für  gewöhnliche  Temperaturen  (18^  C.)  etwa  427. 

Von  den  anderen  Gasen  giebt  nur  noch  die  dreiatomige  Kohlen- 
säure einen  ähnlichen  Werth  431 ,  das  sechsatomige  Aethylen  giebt 
393,  der  fünfzehnatomige  Aethyläther  328.  Die  Berechnung  dieser 
Zahlen  hat  aber  fast  gar  keinen  Werth,  denn,  wenn  sich  k  der  1  nähert, 
ist  selbst  die  geringste  Aenderung  in  seinem  Betrage  von  grösstem 
Einflüsse  auf  den  Werth  von  J.  In  der  That  kann  man  aus  den 
Angaben,  die  von  verschiedenen  Forschem  für  Cp  und  h  für  Aethyl- 
äther verzeichnet  sind ,  Zahlen  für  J  ableiten ,  die  zwischen  300  und 
900  schwanken,  also  gar  kein  Urtheil  gestatten.  Man  muss  sogar  er- 
staunt sein,  dass  die  fünf  ersten  Gase  so  sehr  übereinstimmende  Werthe 
ergeben. 

Den  genauen  Werth  für  J  in  absoluten  Einheiten  habe  ich  S.  9 
mitgetheilt. 

Bleiben  wir  jetzt  bei  den  sechs  ersten  Gasen,  für  welche  die 
Zahlenangaben  noch  am  sichersten  sind. 

Die  folgende  Tabelle  enthält  die  Dichten  dieser  Gase,  die  speci- 
fischen  Wärmen,  bezogen  auf  Masseneinheit  bei  constantem  Drucke 

und  constantem  Yolumen  Ic^  =  -^)  und  die  damit  berechneten  speci- 

fischen  Wärmen,  bezogen  auf  Volumeneinheit;  letztere  sind 
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a  = 


a  = 


^  =  Cpd, 

V 

1 

vTc 


:^Cp  =  ^d, 


h 


woselbst  d  die  Dichte  angiebt.    In  der  Tabelle  bezeichnet  d  die  Masse 
in  Gramm  Ton  1  ccm  des  betreffenden  Gases. 


Gas 

Dichte  bei 
0  und  1  Atm. 

Specifische   Wärmen 

'P 

S 

^P 

(^v 

Wasserstoff 

Sauerstoff 

Stickstoff 

Stickoxyd  ...... 

Eohlenoxyd 

Eohlensänre 

0,08955 .  10"* 
1,42923 .  10~* 
1,25461 .  10~* 
1,34192  .  10~* 
1,25058.10*"* 
1,96519 .  10~* 

3,400 
0,217 
0,244 
0,232 
0,242 
0,192 

2,423 
0,154 
0,173 
0,166 
0,172 
0,148 

0,304 .  lO"  * 
0,310 .  10~* 
0,306 .  10~* 
0,311  .  10~* 
0,303  .10""* 
0,377  .  10""* 

0,217  .  10""* 
0,221. 10~* 
0,218  .  10""* 
0,223  .  10""* 
0,215.  lO"* 
0,291  .  10~* 

Nach  Seite  188  sollten  die  Zahlen  in  jeder  der  beiden  letzten 
Spalten  einander  nahezu  gleich  sein.  Abgesehen  von  der  Kohlensäure 
ist  das  bei  den  fünf  ersten  Gasen  wirklich  der  Fall,  namentlich  wenn 
man  die  Unsicherheit  der  Daten  selbst  berücksichtigt,  im  Mittel  beträgt 
für  diese  zweiatomigen  Gase 

Cp  =  0,3068.10-*, 


—  3 


Cv  =  0,2188.10 

Dagegen  sollte  Cp  —  Cv  ganz  uuabhängig  von  der  Hypothese 
über  die  Abhängigkeit  der  inneren  Energie  von  der  Temperatur  ge- 
mäss Gleichung  12)  in  Abschnitt  29  für  alle  Gase  genau  den  gleichen 
Werth  haben.  Dieses  ist  sogar  mit  Einschluss  der  Kohlensäure  der 
Fall,  denn  die  Differenzen  betragen   in  Einheiten   der  letzten  Stellen 

87,    89,    88,    88,    88,    86, 

im  Mittel  88,  wovon  sich  die  einzelnen  Zahlen  nur  sehr  wenig  ent- 
fernen. 

Die  Spannungscoefficienten  und  Ausdehnungscoefficienten  sollen 
für  alle  Gase  durch  eine  und  dieselbe  Zahl  dargestellt  sein,  immer  von 
entsprechenden  Zuständen  ausgegangen. 

Folgende  Zahlen  gelten  für  die  sechs  vorbezeichneten  Gase.  Vor- 
ausgesetzt ist  bei  allen,  dass  man  von  der  Temperatur  des  schmelzenden 
Eises  ausgeht,  ebenso  vom  Normaldruck  und  bei  einer  Temperatur- 
änderung aufhört,  gleich  dem  hundertsten  Theile  der  gesammten  Tempe- 

16* 
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raturdiiferenz    zwischen   schmelzendem  Eise    und   unter  Normaldruck 
kochendem  Wasser  (l^C): 


Gas 

Aus- 
dehnungs- 
coefficient 

Spannungs- 
coefftcient 

Wasserstoff 

Sauerstoff 

Stickstoff 

Stickoxyd  

Koblenoxyd 

Kohlensäure 

0,003  662 
0,003  662 
0,003  662 

9 

• 

0,003  669 
0,003  710 

0,003  662 
0,003  674 
0,003  668 
0,003  691 
0,003  667 
0,003  716 

Kohlensäure  fällt  wieder  etwas  heraus,  im  üebrigen  ist  die  Ueber- 
einstimmung  der  Zahlen  eine  relativ»  gute,  die  vorhandenen  Differenzen 
scheinen  aber  reell  zu  sein.  Für  andere  Gase  und  Dämpfe  kommen 
sehr  viel  abweichendere  Zahlen  vor,  so  als  Ausdehnungscoefficient  für 
schweflige  Säure  0,00386,  als  Spannungscoefficient  0,00394,  für  Wasser- 
dampf als  Spannungscoefficient  0,0041  u.  s.  f. 

Andere  Beispiele  sollen  sich  auf  thermodynamische  Vorgänge  be- 
ziehen. 

Erwärmt  man  1  g  Wasserstoff  unter  constantem  Volumen  von 
0^  bis  100^,  so  bedarf  man  so  viel  Wärme,  als  genügt,  um  242,3  g 
Wasser  von  0^  bis  1^  zu  erwärmen.  Für  Kohlensäure  braucht  man 
nur  so  viel  Wärme,  als  ausreichen  würde,  14,8  g  Wasser  von  0®  bis  P 
zu  erwärmen.  Unter  gleichem  Drucke  betragen  diese  Wärmen  340, 
bezw.  19,2  Grammcalorieen. 

Dabei  ändert  sich  für  Wasserstoff  im  ersten  Falle  Energie  und 
Entropie  um 

U2—  U^  =  42200000  (242,3)  =  1,0225.  lO^o, 

S2  —  Si  =  2,423  (%373  —  7o^273)  =  0,7562. 

Die  Logarithmen  sind  natürliche. 

Die  Zahl  für  U2  —  üi  besagt,  dass  durch  die  Erwärmung  bei 
constantem  Volumen  das  Gas  so  viel  an  Energie  gewonnen  hat,  als  genügen 
würde,  etwa  10^^  absolute  Arbeitseinheiten  zu  leisten.  Da  ein  Gramm 
ein  Centimeter  zu  heben  ungefähr  990  solche  Arbeitseinheiten  erfordert, 
so  würde  man  mit  dieser  Energievermehrung  etwa  100  kg  Im  heben 
können.  Um  die  Bedeutung  für  die  Entropieänderung  anzugeben, 
bemerke  man,  dass  dQ  =  d'dS  war;  also  ist  JdS  gleich  einer  mechani- 
schen Arbeit  dividirt  durch  eine  Temperatur,      d'  ist  aber  bestimmt 


(0)  U—  U, 

durch  ü  —  ZJf  ^  =  Cd'  =  Jcyd',  also  ist  -Ö-  =  - 


(0) 


JCv 


Da  CT  eine 


Arbeitsgrösse  ist,  und  dasselbe  von  Jcv  gilt,  so  ist  d'  eine  Zahl.    Dem- 
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nach  ist  die  Entrqpie  eine  Grösse  derselben  Art  wie  eine  Wärme,  und 
mit  J  multiplicirt  wie  eine  mechanische  Arbeit.  Die  Aenderung  der 
Entropie  entspricht  hiernach  etwa  Vi  einer  Grammcalorie,  was  übrigens 
auch  aus  der  Formel  erhellt,  denn  Logarithmen  können  nur  Zahlen  sein. 
Bei  isopiestischen  Aenderungen  haben  wir  für  die  Energieänderung 
denselben  Betrag,  die  Entropieänderung  wird  aber  im  Yerhältniss  von 

—  grösser,  sie  ist  für  Wasserstoff  1,0612. 

Um  die  Arbeit,  welche  nur  im  zweiten  Falle  in  Frage  kommt, 
kennen  zu  lernen,  haben  wir  erst  die  Volumenvergrösserung ,  die  das 
Gramm  Wasserstoff  erfahrt,  zu  ermitteln. 

Zunächst  ist 

v^  =  Vi  1,3662, 
also  weil 

^1  =  -TrTZT:^:^^?::^^^  =  11  167  ccm 
^         0,00008955 

ist, 

v^  —  ^1  =  4089,4  ccm. 

Diese  Zahl  ist  mit  dem  Drucke  zu  multipliciren ,  gegen  den  das 
Gas  die  Arbeit  leistet.  Der  Druck  sei  Normaldruck,  also  gemäss  22) 
in  Abschnitt  22  gleich  1 013  217.  Wir  erhalten  hiernach  für  die  Arbeit 
0,4143.10^^  absolute  Arbeitseinheiten.  Die  Aenderung  der  inneren 
und  der  äusseren  Energie  ist  also 

1,4368.10^^  absolute  Arbeitseinheiten. 

Die  zugeführte  Wärmemenge  in  mechanischen  Einheiten  sollte 
dieselbe  Zahl  ergeben.     Diese  Wärmemenge  ist 

q  =  42  200000.340,0  =  1,4348. 10l^ 

was  sich  von  der  obigen  Zahl  procentisch  nur  wenig  unterscheidet  und 
eine  neue  Bestätigung  für  die  Anwendbarkeit  der  Theorie  bietet,  zu- 
gleich auch  für  die  Güte  der  Zahlenwerthe. 

Hätte  man  diese  Wärmemenge  selbst  gemessen  —  die  Mittel  dazu 
sind  wohl  bekannt  —  und  zu  1,4348.10^®  gefunden,  so  wäre  Cp  die 
specifische  Wärme  bei  constantem  Drucke  hieraus  zu  berechnen,  man 
fände  3,400. 

Für  einen  isothermischen  Process  wollen  wir  annehmen,  1  g  Wasser- 
stoff, das  die  Temperatur  O^C.  hat  und  behält  und  unter  Normaldruck 
steht,  werde  auf  das  doppelte  Yolumen  gebracht. 

Es  ändern  sich  Volumen  und  Druck,  und  zwar  ist 

V2  —  i7i  =  11  167  ccm, 

j)2  —  i?i  =  —  ^  =  —  506  608       ^ 


2  cmsec^ 

Der  Druck  nimmt  während  des  Vorganges  um  die  Hälfte  ab.    Die 
zuzuführende  Wärme,  die  ganz  in  Arbeit  übergeht,  beträgt 
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Q  =  ^^tttll^r^f!^  Qog2)  =  185,84  Gramm-Calorieen. 
^  42200000       ^   ^   ^ 

Die  vom  Gase  geleistete  Arbeit  ist  hiernach  0,7843  .10^®  absolute 
Arbeitseinheiten,  also  (populärer)  so  gross,  dass  man  damit  gegen  80  kg 
1  m  hoch  heben  könnte.    Die  Aenderung  der  inneren  Energie  ist  Null. 

Die  der  Entropie  — — -  vom  Q  also  entsprechend  0,681  Gramm-Calorieen. 

273 

Die  thermodynamischen  Potentiale  ändern  sich  wie  der  Wärmeinhalt, 
also  um  185,84  Gramm-Calorieen,  sie  sind  aber  um  diesen  Betrag  ge- 
fallen. 

Der  Sinn  dieses  Beispiels  ist  der:  Man  führt  dem  Wasserstoffe 
allmälig  Wärme  zu,  dabei  dehnt  er  sich  aus,  man  regulirt  den  Druck, 
gegen  den  er  sich  ausdehnt,  immer  so,  dass  die  Temperatur  0°  C«,  273^ 
thermokinetisch ,  bleibt.  Hört  man  mit  der  Wärmezufuhr  auf,  wenn 
das  Volumen  gerade  auf  das  Doppelte  gestiegen  ist,  so  ist  der  Druck 
auf  die  Hälfte  gesunken,  hat  man  185,84  Gramm-Calorieen  Wärme 
verbraucht,  ist  die  Entropie  um  0,681  Gramm-Calorieen  gewachsen, 
eines  der  thermodynamischen  Potentiale  um  185,84  Gramm-Calorieen 
gefallen  und  hat  das  Gas  0,7843 .10^^  absolute  Arbeitseinheiten  ge- 
leistet. 

Weiter  verfolgen  wir  noch  einen  adiabatischen  Vorgang.  10  Liter 
Wasserstoff  seien  in  einem  mit  Hahn  versehenen,  für  Wärme  ganz 
undurchlässigen  Behälter  unter  einen  Druck  von  10  Normaldrucken 
comprimirt.  Die  Temperatur  sei  0^  C.  Wir  öffnen  den  Hahn  plötzlich, 
der  Wasserstoff  stürzt  in  die  Umgebung,  wir  schliessen  den  Hahn, 
messen  den  Druck  des  Wasserstoffes  im  Gefäss  und  finden  ihn  noch 
zu  zwei  Normaldrucken,  wir  fragen  nach  allen  anderen  Grössen. 

Die  Gasdichte  di  am  Anfang  der  Versuche  ist  0,0008955,  am 
Ende  ist  sie  bestimmt  durch 

klag  j-  =  log  -, 

also  ist  d^  =  0,000028201.  Die  Temperaturänderung  ist  d'^  —  d'i 
=  —  99,62.  Das  Gas  kühlt  sich  also  dabei  um  fast  100<>  C.  ab. 
Hätten  wir  ausser  der  Druckänderung  die  berechnete  Dichte-  oder 
Temperaturänderung  unmittelbar  beobachtet,  so  wären  wir  zum  Werthe 
für  A;. gelangt.  Die  vom  Gase  beim  Herausstürzen  geleistete  Arbeit  ist 
Jcv(^2  —  ^i)  =  1,0186  .  10^®  absolute  Arbeitseinheiten.  Eine  Aende- 
rung der  Entropie  tritt  nicht  ein.  Die  innere  Energie  nimmt  ab,  und 
zwar  um  eben  so  viel,  als  die  geleistete  äussere  Arbeit  beträgt. 

Endlich  nehmen  wir  als  letztes  Beispiel  numerischer  Rechnungen, 
und  zur  Bestätigung  der  Theorie,  die  Dissociation  und  die  Bildung  des 
Jodwasserstoffes. 

Aus  der  Gleichung  h)  in  Abschnitt  36  ist  das  Verhältniss  y'  des 
freien  Wasserstoffes  zum   freien  Jodwasserstoff  bei  Zusammenwirken 
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chemisch  äquivalenter  Mengen  von  Wasserstoff  und  Joddampf  der 
genannten  Gase  zu  berechnen.  Dieser  Gleichung  zufolge  soll  7'  vom 
Gesammtdrucke,  unter  welchem  die  Reaction  vor  sich  geht,  unabhängig 
sein.  Nach  Lemoine^)  hat  nun  die  Beobachtung  der  Dissociation 
reinen  Jodwasserstoff  (wobei  also  nothwendig  chemisch  äquivalente 
Mengen  ins  Spiel  kommen,  abgesehen  von  der  allerdings  vorhandenen, 
aber  nur  geringfügigen  Zersetzung  des  Joddampfes  in  zwei  Atome) 
ergeben : 


Geaammt- 

druck 

/ 

Atm. 

4,5 

0,24 

2,3 

0,255 

1,0 

0,27 

0,5 

0,25 

0,2 

0,29 

Diese  Zahlen  für  y'  sind  einander  fast  genau  gleich,  also  in  der 
That  fast  unabhängig  vom  Drucke,  wiewohl  dieser  bis  zum  20 fachen 
seines  kleinsten  Betrages  schwankte.  Sie  gelten  für  eine  Temperatur 
von  440<^C.  =  713  absolute  Temperatur.  Für  die  Temperatur  270« 
=  543  absolute  Temperatur  fand  sich  y'  =  0,184.  Hieraus  ergiebt 
sich  weiter: 

K  =  0,0325         für  d'  =  713», 
»       K  =  0,0127  „    d'  =  5430. 

Da  zufolge  23)  in  Abschnitt  36 

K=ae     ^ 
ist,  80  finden  wir 

a  =  —  0,6536, 

h  =  +  2138. 

Planck  ermittelte  aus  neueren  Beobachtungen  von  Bodenstein ^) 

a  =  +  0,1860, 
h=  +  1300. 

Das  weicht  sehr  stark  von  den  aus  Lemoine's  Beobachtungen 
berechneten  Zahlen  ab,  aber  freilich  findet  Bodenstein  für  die  der 
ersten  Temperatur  Lemoine's  sehr  nahe  liegende  Temperatur  721 
für  K  den  viel  kleineren  Werth  0,01984  und  für  die  Temperatur  623, 
welche  80^  höher  liegt  als  die  zweite  der  Beobachtungstemperaturen 
Lemoine's,  den  wieder  viel  kleineren  Werth  0,01494.     Indessen  ist 


*)  Ein    Theil   der   folgenden   Anga1t)en   ist   dem   Werke    von   Kernst, 
Theoretische  Chemie,  S.  350  fif.  entnommen. 
«)  1.  c,  S.  208. 
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quantitative  Uebereinstimmung  in  so  schwierigen  Untersuchungen  gar 
nicht  zu  erwarten,  zumal  geringe  Fehler  schon  grossen  Einfluss  auf 
die  Gonstanten  haben.  Jedenfalls  ist  h  positiv,  also  auch  die  Wärme- 
tönung positiv.  Diese  finden  wir  aus  der  Gleichung  13i)  in  Ab- 
schnitt 36 


woselbst 

B 


=  1,963  ist;  somit  wird 


J 

d  Q  3=  4197  (Gramm-Calorieen)  nach  L  e  m  o  i  n  e , 
ö  Q  =  2662  (      „  fi      )     n      Bodenstein. 

Diese  ganze  Wärme  wird  bei  der  Dissociation  von  zwei  Molekeln 
(also  da  das  Molekulargewicht  von  HJ  beträgt  127,5,  von  255,0  g) 
Jodwasserstoffgas  unabhängig  von  Druck  und  Temperatur  verbraucht, 
und  zwar  lediglich  zu  dieser  Dissociation,  da  äussere  Arbeit  bei  der 
Dissociation  dieses  Gases  nicht  geleistet  wird.  Diese  Dissociations- 
wärme  ist  relativ  gering.  Zersetzt  sich  z.  B.  Joddampf  selbst,  wobei 
ein  Volumen  Dampf  zwei  Volumina  des  zersetzten  Jods  giebt,  so  ist 
nach  den  Rechnungen  von  Planck  die  ganze  Dissociationswärme 
32400  Gramm-Calorieen,  3500  Gramm -Calorien  kommen  hiervon  auf 
die  äussere  Arbeit,  welche  die  Zersetzungsproducte  bei  der  Ausdehnung 
auf  das  doppelte  Volumen  leisten  müssen. 

Wenn  Joddampf  und  Wasserstoff  in  chemisch  äquivalenten  Mengen 
zusammentreten  und  sich  zum  Theil  zu  Jodwasserstoff  verbinden,  ist 
die  für  je  zwei  Molekeln  des  Jodwasserstoffes  frei  werdende  Wärme  der 
obigen  absorbirten  gleich,  da  wieder  äussere  Arbeit  nicht  in  Betracht 
kommt.  In  beiden  Fällen  handelt  es  sich  nur  um  Aenderung  der 
inneren  Energie,  im  ersten  Falle  um  Erhöhung,  im  zweiten  Falle  um 
Verringerung.  Sind  die  Gase  nicht  in  äquivalenten  Mengen  vertreten, 
so  bleibt  das  Vorige  doch  bestehen,  nur  die  im  Verhältnisse  zur  ur- 
sprünglich vorhandenen  Menge  verschwundene  Menge  eines  der  beiden 
Gase  ist  anders  zu  berechnen,  und  zwar  nach  Formel  o)  in  Ab- 
schnitt 36  statt  nach  Formel  k)  ebenda. 

N ernst  hat  diese  Berechnung  wiederum  für  die  Versuche  von 
Lemoine  ausgeführt  und  mit  den  Beobachtungen  des  Genannten  ver- 
glichen. Angenommen  ist  dabei,  dass  die  Temperatur  440^  C.  betrug, 
also  K  den  Werth  0,0325  hatte.  Ich  gebe  seine  Zahlen  unverändert, 
wiewohl  mit  einem  anderen  Werthe  für  K  gerechnet  ist  (mit  0,0375). 

Mit  Recht  hebt  Nernst  hervor,  wie  gut  im  Durchschnitt  die 
Theorie  mit  der  Erfahrung  angesichts  der  so  schwierigen  Experimente 
übereinstimmt. 


Beispiele. 
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Anfangsdrack 

des 
Wasserstoffes 

Anfangsdruck 

des  Joddampfes 

dividirt  durch 

Anfangsdruck 

des  Wasserstoffes 

Noch  freier  Wasserstoff  dividirt 
durch  ursprünglich  vorhandenen 

Atm. 

beobachtet 

berechnet 

2,20 
2,33 
2,33 
2,31 
1,15 
0,47 
0,45 
0,41 
0,45 
0,46 
0,48 
0,48 
0,25 
0,10 

1,000 
0,784 
0,527 
0,258 
1,000 
1,360 
1,000 
0,623 
0,580 
0,561 
0,526 
0,257 
1,000 
1,000 

0,240 
0,350 
0,547 
0,774 
0,255 
0,124 
0,260 
0,676 
0,614 
0,600 
0,563 
0,794 
0,450 
0,290 

0,280 
0,373 
0,534 
0,754 
0,280 
0,184 
0,280 
0,470 
0,497 
0,510 
0,535 
0,756 
0,280 
0,280 

Eine  mindestens  ebenso  gute  Uebereinstimmung  zwischen  Theorie 
nnd  Erfahrung  bietet  die  Zersetzung  des  Stickstofftetroxyds.  Berechnet 
man  nach  der  Formel  q^)  für  diese  Zersetzung  die  Dichte  ft  des  Gas- 
gemisches im  Zustande  des  Gleichgewichtes,  so 'findet  sich  bei  etwa  50^: 


Gesammt- 

Dichte  des  Gemisches 

druck 

• 

mm 

beobachtet 

berechnet 

0 

^^_ 

1,590 

26,8 

1,663 

1,665 

93,8 

1,788 

1,782 

182,7 

1,894 

1,901 

261,4 

1,993 

1,977 

497,8 

2,144 

2,143 

Die  Abhängigkeit  vom  Drucke  tritt  also  deutlich  genug  hervor. 
Noch  besser  kommt  diese  Abhängigkeit  und  zugleich  die  von  der 
Temperatur  in  folgender  Tabelle  (a.  f.  S.)  für  Kohlensäure  zum  Vor- 
schein, die  ich  gleichfalls  nach  den  auf  Grund  der  Formel  p)  auf 
S.  237  ausgeführten  Berechnungen  von  Nernst  mittheile. 

Die  Tabelle  zeigt  auf  das  Deutlichste,  wie  stark  bei  Gasen  mit  Conden- 
sation  (bezw.  Dilatation)  der  wachsende  Druck  die  dissociirende  Wir- 
kung zugeführter  Wärme  hemmt.  Als  Daten  zur  Berechnung  dienten 
Nernst  die  Beobachtungen  von  Deville,  wonach  unter  dem  Drucke 
von   1  Atmosphäre  und  der  Temperatur  3000^  etwa  40  Procent  der 
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Unter  100  Molekeln  Eohlensänre  sind  zerfallen: 


Bei  der 
Temperatur 

00. 


Unter  dem  Drucke 


0,001 


0,01 


0,1 


10 


Atmosphären 


100 


1000 
1500 
2000 
2500 
3000 
3500 
4000 


0,7 

7 
40 
81 
94 
96 
97 


0,3 

0,13 

0,06 

0,03 

3,5 

1.7 

0,8 

0,4 

12,5 

8 

4 

3 

60 

40 

19 

9 

80 

60 

40 

21 

85 

70 

53 

32 

90 

80 

63 

45 

0,015 

0,2 

3,5 

4 
10 
15 
25 


Kohlensäure  in  Sauerstoff  und  Kohlenoxyd  umgewandelt  ist  und  die 
Kenntniss  der  speeifischen  Wärmen  der  Kohlensäure  und  ihrer  Re- 
actionsproduete,  sowie  die  Verbrennungswärme  von  Kohlenoxyd,  Grössen, 
die  zur  Ermittelung  der  Functionen  (fa  dienen  (S.  226). 


Siebentes  Capitel. 

Bewegung,  Beibung  und  Wärmeleitung  in  idealen 
Oasen.    Maxwell's  Theorie  der  Oase. 


38.    Allgemeine  Gleichungen  für  die  Bewegung  der  Gtase. 

Die  Theorie  der  Bewegung  der  Gase  fallt  an  sich  in  das  Ge- 
biet der  Mechanik;  der  Thermodynamik  gehört  sie  insofern  an,  als 
die  Mechanik  Wärmeänderungen  nicht  berücksichtigt,  sondern  ihre 
Gleichungen  unter  Voraussetzung  adiabatischer  und  isothermischer 
Verhältnisse  ableitet.  Nach  der  Thermodynamik  sind  freilich  Vor- 
gänge, welche  zugleich  adiabatisch  und  isothermisch  sind,  nur  möglich, 
wenn  sie  zugleich  auch  isometrisch  und  isopiestisch  verlaufen,  also 
keine  Druck-  und  Dichteänderungen  stattfinden,  Dichte  und  Druck  nur 
noch  von  den  Coordinaten,  nicht  mehr  von  der  Zeit  abhängen.  Unter 
Berücksichtigung  der  thermodynamischen  Erfordernisse  ist  die  Theorie 
der  Bewegung  der  Gase  von  Maxwell  und  Kirchhoff  bearbeitet, 
und  zwar  in  solcher  Vollständigkeit  und  Allgemeinheit,  dass  den  Nach- 
kommen kaum  etwas  anderes  übrig  gelassen  ist,  als  Erleichterungen 
einzuführen,  welche  die  Schwierigkeit  ihrer  Analyse  überwinden  helfen, 
die  sich  auch  meist  nur  auf  Kosten  der  Kürze  erzielen  lassen  und  als 
die  Bedeutung  der  von  ihnen  gewonnenen  Ergebnisse  schärfer  zu  um- 
grenzen. Maxwell  verdanken  wir  die  Schaffung  einer  auf  kinetischer 
Grundlage  beruhenden  Theorie,  Kirchhoff  hat  sich  an  die  Be- 
trachtungen der  Mechanik  angeschlossen.  Ich  stelle  erst  Kirch- 
hofrs  Theorie  dar  und  schliesse  mich  überall  an  seine  nunmehr 
classisch  gewordene  Bezeichnungsweise  an. 

Die  in  der  Mechanik  für  die  Bewegung  der  Gase  abgeleiteten 
Gleichungen  gelten  auch  hier,  wenn  nur  die  Bewegungen  nicht  über- 
mässig rasch  geschehen.  Sind  also  Xj  y,  z  die  Coordinaten,  u^  v,  w^  fi 
die  Geschwindigkeitscomponenten  und  die  Dichte  eines  Gastheiich ens, 
bedeuten  X,  Y,  Z  die  Cömponenten  äusserer  auf  eine  Masseneinheit,  die 
sich  an  der  von  dem  Theilchen  eingenommenen  Stelle  befindet,  wirkender 


dXr 

dx 

dXy 
dy 

dX, 
dz 

dY^ 

dx 

dYy 
dy 

dY, 
de 

dZ^ 

dZy 

dZ, 
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Kräfte  und  geben  X»,  Yx,  Zx  die  Gomponenten  des  Druckes,  welche 
auf  die  Oberfläche  des  Theilchens  wirken,  da  wo  diese  senkrecht  zur 
X'Axe  steht,  und  haben  Xy,  Fy,  Zy]  Xg,  Yg^  Zg  die  nämliche  Be- 
deutung für  Stellen  der  Oberfläche  des  Theilchens,  da  wo  sie  senkrecht 
zur  ^-Axe  bezw.  jer-Axe  verläuft,  so  gelten,  falls  t  die  Zeit  ist,  wo  sich 
das  Theilchen  auch  im  Laufe  der  Zeit  aufhält,  für  dieses  Theilchen  stets 
die  Gleichungen 

^  dt  ~  ^  dx  dy  dz  ' 

^.  da  /du    ,    dv    ,    dw\ 

dt  \dx       dy        czj 

Die  Gleichung  unter  2)  heisst  die  Conti nuitätsgleichung, 
sie  besagt,  dass,  wie  auch  ein  Raumelemeot  sich  ändern  mag,  die 
Masse  darin  ungeändert  bleibt,  Grösse  und  Dichte  der  Substanz 
ändern  sich,  nicht  ihre  Menge. 

Ausserdem  bestehen  die  Beziehungen 

3)  Xy    =     Yx^         Xg    =    Zxj  J-  g    =    Zy. 

Die  Xx  u.  s.  f.  sind  als  Druckcomponenten  bezeichnet.  Sie 
können  jedoch  die  Gomponenten  von  Reibungskräften  mit  enthalten, 
denn  nach  einem  Principe,  welches  Newton  aufgestellt  hat,  und 
welches  sich  in  der  Erfahrung  bewährt  hat,  kann  man  die  Wirkung 
von  Reibungskräften  so  behandeln  wie  die  von  wirklichen  Druck- 
kräften. Man  setzt  gewöhnlich,  Newton's  Angaben  hierüber  ver- 
allgemeinernd, 

_  ^      du    ,    ^    ,  /du    .    dv    .    dw\  ^      du 


dx 


2q'  —     ^ 


IL   dV 

dv    ,    ^   ,  /du    .    dv    ,    dw\  ^      dv 

dy 


^  dy  \dx        dy        dz)       ^  ^ 

1  c2ft 


2^' 


ft    dV 


dz  \dxdydzj  ^ 


dz 


^^    ft   dt' 
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/dv    .    dw\        „ 

^' -  -  Häl^  +  ^j  -  ^'- 

p  bedeutet  den  Druck  auf  eine  Flächeneinheit  der  Oberfläche  des 
Massentheilchens,  wenn  dieses  an  der  Stelle,  an  der  es  sich  befindet, 
in  Buhe  verharrt,  es  ist  der  statische  Druck.  Die  anderen  Grössen 
sind  nicht  sowohl  von  den  Geschwindigkeiten  selbst  als  —  dem  er- 
wähnten Newton'schen  Principe  entsprechend  —  von  deren  relativen 
Werthen  gegen  Geschwindigkeiten  in  der  Umgebung  abhängig.  Q  und 
q'  sind  Constanten,  abhängig  von  der  Natur  der  Flüssigkeit. 

Der  Gesammtdruck,  den  ein  Flächenelement  dS  des  Theilchens 
erfahrt,  hat  für  Flächeneinheit  zu  Componenten 

Xn  =  [Xx€Os(n,x)  +  Xycosin^y)  +  XgCOS(n,si)], 

5)  Tn  =  [YxCos(nyX)  +   YyCOs{n,y)  +   T«  cos  (w,  ;e?)], 
Zn  =  [Zx  COS  (n,  x)  4-  Zy  cos  (w,  y)  +  Zz  cos  (w,  z)\ 

Nennen  wir  Nx^  Ny^  Nz  die  Componenten  des  normal  zu  dS 
wirkenden  Druckes,  so  ist,  bezogen  auf  Flächeneinheit: 

Nx  =  [Xw  cos  (w,  x)  -4-  Tn  cos  (n,  y)  +  Zn  cos  (n,  z)"]  cos  (w,  x\ 

6)  Ny  =  [Xn  cos  (w,  y)  +  Yn  cos  (n,  y)  +  Zn  cos  {n,  z)]  cos  (w,  y), 
Ng  =  [Xn  COS  (n,  z)  -{-  Yn  cos  (w,  y)  -\-  Zn  cos  (w,  z)}  cos  (n,  z\ 

und  der  Normaldruck  selbst  ist 

7)  N=  [XnCos{n,x)  +  YnCOs{n,y)  -\-  ZnCos^n^z)], 

n  deutet  überall  die   nach  innen  gerechnete  Richtung  der  Normale 
an  der  betreffenden  Stelle. 

Die  Componenten  des  Tangentialdruckes  sind 

Ix  -A-n  -^ Xf 

8)  Ty=     Yn-    Ny, 

Tz  =  Zn    —  Nz. 

Die  Gleichungen  gelten  überall  in  dem  Gase. 

An  der  Begrenzung  sind  noch  besondere,  theils  die  Continuität, 
theils  die  physikalische  Möglichkeit  der  Bewegung  wahrende  Be- 
dingungen zu  erfüllen.  Zunächst  darf  daselbst  senkrecht  keine  relative 
Bewegung  stattfinden,  sonst  wäre  die  Begrenzung  keine  solche,  also 
muss,  wenn  Uq,  Vq^  Wq;  Uq\  Vq\  w^  die  Geschwindigkeitscomponenten 
zu  beiden  Seiten  der  Begrenzung  bedeuten,  sein 

9)  (wo  —  ^o') ^ös (w, x)  +  (t^o  —  ^o') cös (w, y)  +  {w^  —  w^) cos (n, z)  =  0. 


254  Siebentes  Capiiel. 

Ferner  müssen  die  Componenten  der  relativen  Druckkräfte  zu 
beiden  Seiten  einander  gleich  sein  —  was  ja  überall  stattfindet,  also 
ist  daselbst 

10)  An  =.  X«,       Yn  =   Yfif      Zn  =^  Zn* 

Sodann  ist,  wenn  die  durch  die  Grenzfläche  vom  Gase  geschiedene 
Substanz  in  Ruhe  verharrt, 

lli)  Uo   =  Vo'  =  Wo'  =  0. 

Bewegt  sie  sich  aber  ebenfalls,  so  könnten  die  X^;  .  .  .  unendliche 
Werthe  an  derselben  erhalten,  wenn  für  sie  Q  unendlich  wäre,  was  bei 
festen  Körpern  der  Fall  ist.     Es  muss  also  alsdann 

V    du dv d-w du       dv du       div dw^  j_  ^ ^ 

^^  Wx~dy~dl~Fy'^dx~W^'^dy~dx'^dl~ 

sein. 

Endlich  wird  noch  hypothetisch  angenommen,  dass,  wenn  an  der 
Grenzfläche  die  relativen  Bewegungen  zu  beiden  Seiten  endliche  Com- 
ponenten -  Difl'erenzen  ergeben,  die  tangentialen  Druckcomponenten 
diesen  relativen  Bewegungen  proportional  sind,  das  heisst  zugleich  mit 
diesen  relativen  Bewegungen  verschwinden.  In  der  That  muss,  wenn 
dort  Beibung  stattfindet,  diese  tangential  wirken,  weil  normal  eine 
relative  Bewegung  nicht  stattfindet,  und  die  Annahme  ist  wiederum 
ein  Ausdruck  für  den  New  ton' sehen  Satz. 

Zufolge  6)  und  8)  hätten  wir  hiernach  an  der  Grenzfläche 

Xn   [Xn  COS  (W,  x)    +  Y«  COS  (w,  y)   +    Zn  COS  (fly  is)]  COS  (w,  x) 

=  ^  (Uo    —  t*o), 

12)  Yn  —  [Xn  cos  (n,  x)  +  Yn  cos  (w,  y)   +  Zn  COS  {n,  z)]  cos  (w,  y) 

=  k  {Vq'  —  Vo), 

Zn   [Xn  cos  (W,  X)   +    Yn  COS  (w,  y)   +   Zn  COS  (w,  Z)]  COS  (w,  z) 

=   k   (W7o'  Wo)- 

Die  physikalische  Bedeutung   der   einzelnen  Grössen  Q,  q' ,  X  werden 
wir  später  kennen  lernen. 

Hinzuzufügen  ist  noch,  dass,  da  die  Gleichungen  fünf  Variabein 
enthalten,  u^  v,  w,  fi  und  p,  dagegen  nur  vier  Diiferentialgleichungen, 
dass  noch  eine  Beziehung  zwischen  p  und  fi  stattfinden  muss ;  zwischen 
diesen  Grössen  gerade,  weil  diese  auch  verbleiben,  wenn  u^  v,  w  Null 
sind.  Bei  idealen  Gasen  ist  diese  Beziehung  durch  das  Boyle'sche 
Gesetz  gegeben 

13)  p  =  afi, 

wo  a  ein  der  Temperatur  proportionaler  Factor  ist. 
Wenn  das  Gas  ruht,  ist 
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and  zugleich  ist  nach  einer  Rechnung,  die  genau  so  auszuführen  ist 
wie  die  S.  130  angegebenen,  in  den  früher  benutzten  Symbolen 

woraus  die  bekannte  Formel 

p  =1  N^(^  +   ii2   +   ^2)  =  1  N(l^ 

folgt.  Bewegt  sich  das  Gas,  so  gelten  diese  Gleichungen  nicht  mehr 
streng,  wenn  jedoch  die  Bewegung  im  Verhältniss  zu  der  sehr  raschen 
Molekularbewegung  langsam  genug  geschieht,  können  wir  die  Be- 
ziehungen für  die  Xx,  Yy,  Zz  immer  noch  beibehalten.     Nun  ist  aber 

3,  =  X.+  r,  +  Z.  +  (2.-6rt(||  +  ||  +  |^). 

somit  führt  die  kinetische  Gastheorie  zu  der  Annahme,  dass  man  für 
nicht  zu  rasche  Bewegungen  in  den  Gleichungen  für  die  Druckcompo- 
nenten 

14i)  9'  =  J  «• 

setzen  darf,  was  später  geschehen  soll.  Indessen  gilt  dieses,  wie  ich 
beweisen  werde,  nur  für  einatomige  Gase,  für  mehratomige  finde  ich 

3 Jq 

Ua)  q'  =  — j-  Q, 

wo  Ä;  =  ~  ist. 

Cv 

Soweit  gilt  die  Theorie,  abgesehen  von  allen  Wärme  Vorgängen. 
Finden  solche  Vorgänge  ausserdem  statt,  so  bleiben  zwar  alle  Gleichungen 
bestehen,  es  kommen  aber  noch  die  durch  diese  Vorgänge  bedingten 
hinzu.  Zunächst  muss,  wo  das  Theilchen  auch  weilen  mag,  für  das- 
selbe 

15)  dQ  =  du  dm  -^  dW 

sein.  Bewegt  sich  das  Gas,  so  enthält  d  W  nicht  allein  die  Arbeit  der 
Kräfte,  sondern  auch  die  kinetische  Energie  der  Bewegung.  Der 
letztere  Theil  ist  sofort  angegeben,  er  beträgt 

16)  ei TFi  =  ^  («(w2  +  i;2  +  w^), 

wo  dm  die  Masse  des  Gastheilchens  bedeutet,  die  natürlich  unver- 
änderlich ist.  Der  von  den  Kräften  herrührende  Theil  ist  nach  den 
Lehren  der  Mechanik 

17)  dWi  =  — dm(«/(Zw+rt;  +  Z«;)  — dSd^(ZnW+rnV  +  ZnW). 
Multipliciren  wir  aber  die  Gleichungen  unter  1)  mit 
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dm 
dt u» 


,.  dm 

dt     Vy 


dm 

dt Wj 


addiren  und  integriren  über  irgend  einen  Theil   des  Gases,  so  wird, 
indem  dt  den  Raum,  den  dm  ausfüllt,  bezeichnet 

18i)    \\\  ^Ji.(^^  +  '^^  +  ^^)dt=  {{{dmdt(Xu+Yv  +  Zw) 


-m 


8X, 
dx 


also  werden,  weil  allgemein 


8_Z 
de 


dy 

«  + 

dx 

dYy 

dy 

«  + 

dZy 

dy 

dY. 

«  4- 

dZ, 

u   + 


u  + 


'    U     -\ TT—     V     H TT—   W 


') 


w]  dt 


dx 


dz 


dz 


j  dt, 


lll  V^^^"^  —  [[  i^cös(n,a;)e?S 

ist,  woselbst  dS  ein  Element  der  Oberfläche  des  Raumes,  über  den 
integrirt  werden  soll,  ist  und  n  die  nach  dem  Inneren  des  Raumes  an 
d  S  gezogene  Normale  bedeutet,  die  drei  letzten  dreifachen  Integrale 
gleich 

II  dS{[XxCos(n,x)  +  XyCos(n,y)  +  XgCOs(n,zy]u 

-\-  [YxCos{nyX)  +  YyCOs(n,y)  +  YgCOs{n,zy]v 

+  [Zx  cos  (n,  x)  +  Zy  cos  (n,  y)  +  Z,  cos  (n,  z)]w\  d  t, 

du    ,    ^    ^'^  _\^  Y    —  -L  Y   —    '    ^    ^^ 

dy 


+ 


+ 


iii 


dt 


dw 

d  X 


Xx    ^  ~i~    Xy    ^  +    Xz    ö  ~r     ^X    o  I        Yy    ^ 

dx  dx  d  X  dv  oy 


dw 


du 


d  V 


dw 


0  y  0  z  cz  0  z 


dt 


oder  zufolge  der  Gleichungen  unter  2)  und  5)  und   17),   sofern  der 
Raum  r  nirgend  an  die  Oberfläche  des  Gases  reicht 


182) 


^?^  dm   d 
JJJ  T  51 


(«ä  -f-  ««  +  w^)dt 


-\\\ 


\\\ 


dWi  -\-\\\dvdt 


x,|^+r,|^  +  z,,^  +  x,(|^  +  ^^ 


d  X 


dy 


dz 


dy 

du 
de 


dxJ^^'K 


d  V      dw 
dz       dy 


:) 


)l 


Nunmehr  können  wir  die  Integralzeichen  fortlassen,  da  die  Aus- 
drücke, Unstetigkeiten  ausgeschlossen,  gelten  müssen,  wie  klein  auch 
der  Raum,  über  den  zu  integriren  ist,  sein  mag,  und  erhalten  so 
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Hierin  sind  noch  die  Werthe  der  Druckcomponenten  einzufahren; 
iadem  wir  beachten,  dass 

dx        dy        dz  ^  dt 

ist,  erhalten  wir 

192)    dW=dWi  +'dW2  = 

Dieses  vermehrt  um  dU  dm  ist  also  gleich  JdQ,  Alle  Wärme  nun, 
die  dem  Theilchen  zugeführt  wird,  muss  durch  seine  Oberfläche  gehen. 
Ist  d  S  ein  Element  dieser  Oberfläche ,  d"  die  Temperatur  daselbst ,  so 
giebt  nach  einem  bekannten,  auf  die  Bewegung  in  Körpern  sich  be- 
ziehenden Gesetz  von  Fourier  für  isotrope  Körper,  als  welche  Gase 
stets  sind 


-..|l 


Tc^  dS 

on 


die  Wärmemenge  an,  welche  in  der  Zeit  dt  durch  die  Oberfläche  in 
ein  Baumelement  eindringen  kann,  und  aus  der  Umgebung  eindringt, 
falls  von  dS  bis  zu  einer  Entfernung  dn  auf  der  (nach  aussen  als 
negativ  gerechneten)  Normale  die  Temperatur  um  d^  anwächst  und 

die  Leitungsfähigkeit  der  Substanz  für  Wärme  h  i&t.  Dieses  ist  nun, 
wofern  das  Theilchen  sich  nicht  an  der  Begrenzung  befindet,  wo  die 
Wärmezuführung  nicht  mehr  durch  Leitung  zu  geschehen  braucht,  das 
dQ,  also  wird 

201)  dQ  =  —  dt  \\h  —  dS 

oder  nach  einem  Satze,  den  wir  schon  oft  angewandt  haben 

202)  dQ  =  dtdT\      ^  +       ^ 

^     dx  dy 

Nun  ist  noch  du  dm  anzugeben.     Nach  den  Gleichungen  unter 
H)  und  I)  in  Abschnitt  16  haben  wir 

dU  dm  =  (jcv  -irr  dw»  +  ft (Jc^  —  p)  —j  d  t. 

Weinstein,  Thermodynamik.  ]^7 
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Hierin  ist  noch 


^  /dm\              am  . 
dt  =^d[  —  )  = ^  dfiy 


also 


d  üdm  =  (^/c.  — ^  ^j  fici^cir, 


dk  -TT-        dh  TT-        cJc 
ex 


dx  dy d_0_  _( j    ^  _  ^c^  —  'P  ^\ 

8^~  "^      83/      "^      8i^      ~\^''  dl  fi2       d^y '^ 

-|fl?+^'[Cäl)*+(li)"+(S)']-''K^)* 

somit 

d&       Je»  dji 2.    ^    1  8y    1  8^ 

'*^''    •''^  d<  ~    ft«    d<  ~  ft  V    8«     "•"      3t^     "•"      dz 

^\d0  ^  dy)    ^ 

Diese  Gleichung  ^)  vertritt  die  Stelle  des  gewöhnlichen  Princips 
der  Erhaltung  der  Energie  in  der  Mechanik.  Sie  gilt  für  alle  Stellen 
im  Inneren  des  Gases.  Ausserdem  darf  die  Temperatur  an  keiner 
Stelle  im  Inneren  endliche  Sprünge  erfahren.  Das  gilt  auch  an  der 
Oberfläche,  wir  haben  also  dort 

22)  (,»)  =  (»)', 

wenn  (d"),  (&)'  die  Temperaturen  in  zwei  durch  die  Oberfläche  ge- 
schiedenen, aber  unendlich  benachbarten  Punkten  bedeutet.  Weiter 
ist  zu  beachten,  dass  an  der  Oberfläche  auch  die  Transformation  der 


V  Statt  der  Grösse  — ^  hat  Kircbhoff  eine  andere  mit  ilf  bezeichnete, 
welche  nach  ihm  gleich  ist 

Mit  Hülfe  der  Gleichungen  58)  und  61)  in  Abschnitt  16   wird  sich   der 

Jcq. 
Leser  leicht  überzeugen,  dass  dieses  M  gleich  — g-  ist. 
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dreifachen  Integrale  im  Ausdrucke  18i)  in  zweifache  und  dreifache  und 
ebenso  die  des  zweifachen  Integrals  in  20i)  in  ein  dreifaches  nicht 
ohne  Weiteres  gilt. 

Liegt  aber  der  Raum  r  zum  Theil  im  Gase,  zum  Theil  ausserhalb 
desselben,  so  kann  man  ihn  als  aus  zwei  Theilen  bestehend  ansehen, 
deren  einer  ganz  dem  Gase,  deren  anderer  ganz  der  Umgebung  an- 
gehört; das  Stück  der  Grenzfläche,  das  sie  scheidet,  haben  sie  gemein- 
schaftlich. Man  kann  nun  die  Transformation  für  jeden  dieser  beiden 
Bäume  in  der  üblichen  Weise  vornehmen  und  dann  die  Ergebnisse  zu 
emem  Ganzen  addiren.  Beachtet  man  dabei,  dass  die  Normale  an 
dem  den  beiden  Räumen  zugehörigen  Flächenstück  für  den  einen  Raum 
entgegengerichtet  sein  muss  wie  für  den  anderen,  so  sieht  man  leicht 
ein,  dass  die  Transformation  für  18i)  noch  die  Hinzufügung  der  Grösse 

erfordert,  die  des  Ausdruckes  20i)  die  Hinzufügung  von 

und  diese  beiden  rechts  und  links  hinzugefügten  Theile  müssen  nun 
für  sich  einander  gleich  sein,  da  sie  mit  Flächenelementen  multiplicirt 
sind,  jene  aber,  die  wir  schon  kennen,  mit  Raumelementen.  Also  haben 
wir,  weil  die  Transformationen  von  der  Grösse  der  Elemente  nicht  ab- 
hängen : 

23.)  k^ fc'  ^  =  x„K— Mo')  +  r„  («0  -O  +  Z„(wo- W). 

o  n  ön 

Die  gestrichelten  Buchstaben  beziehen  sich  auf  die  Werthe  der 
Grössen  in  der  Umgebung  in  unmittelbarer  Nähe  der  Grenzfläche  an 
der  betreffenden  Stelle.  Setzen  wir  in  23i)  für  die  Xn»  Yn,  Zn  ihre 
für  die  Oberfläche  geltenden,  aus  den  Gleichungen  12)  zu  entnehmenden 
Werthe,  so  geht  die  rechte  Seite  über  in 

[{uq  —  Uq')  cos  (n,  x)  +  (Vq  —  Vq)  cos  (n,  y)  +  (wq  —  w^')  cos  (w,  z)\ 
[Zn  cos  (n,  x)  +  Yn  cos  in,  y)  +  Zn  cos  (n,  z)]  +  X  [(wo  —  ^oV 

+  K  —  Vo'Y  +  {Wo  —  Wo'Yl 

Der  erste  Factor  der  ersten  Zeile  ist  aber  an  der  Grenzfläche  ge- 
mäss 9)  gleich  Null  und  da  der  zweite  als  Druckgrösse  endlich  sein 
muss,  bleibt  nur  die  mit  A  multiplicirte  Grösse  stehen.     Es  wird  also 

233)  fc  p  —  fc'  ^  =  A[(mo  — Mo')^  +  K  — O*  +  («'o  — <)']• 
on  ön 

Der  Complex  der  hier  vorgeführten  Gleichungen  bildet  die  Ge- 
sammtheit  der  Kirchhoff' sehen  Theorie  von  der  Bewegung,  Reibung 
und  Wärmeleitung  der  Gase  unter  Berücksichtigung  thermodynamischer 
Vorgänge.     Die  Gleichungen  gelten,  abgesehen  von  der  isothermischen 

17* 
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Zustandsgleichung  13)  ebenso  für  tropfbare  Flüssigkeiten,  13)  ist 
dann  eben  durch  die  isothermische  Zustandsgleichung  dieser  Flüssig- 
.  keiten  zu  ersetzen.  Die  eigentlichen  Bewegungsgleichungen  sind  die 
Gleichungen  unter  1),  2),  3),  4),  13),  21),  die  Gleichungen  9),  10),  11), 
12),  22),  23)  stellen  die  an  der  Oberfläche  des  Gases  zu  erfüllenden  Be- 
dingungen dar.  Die  zu  bestimmenden  Grössen  sind  an  Zahl  6,  nämlich 
Uy  v^  w,  p^  ft,  «O",  so  viel  als  Bewegungsgleichungen  da  sind.     Andere 

Grössen  sind  Q,  p',  A,  fc,  Je',  c^,  c^. 

Bei  der  Anwendung  der  Gleichungen  ist  nun  zu  beachten,  dass 
Uy  Vy  w,  fi  sich  nicht  allein  deshalb  ändern  können,  weil  das  Theilchen 
seine  Lage  wechselt  (die  Coordinaten) ,  sondern  auch  weil  die  Ge- 
schwindigkeit überhaupt,  unabhängig  von  der  Lagen  Veränderung,  mit 
der  Zeit  variirt,  somit  ist,  wenn  g  eine  der  Grössen  w,  V,  w,  fi,  p,  ^ 
bezeichnet 

»,x     dq        äa    .    dq        ,    dq       ,    öq  ^ 

-*)  d7==äi  +  8^«  +  gi;"  +  8^«''  « = «.  ^. «'.  ^.  i».  *• 

Ferner  haben  wir,  indem 

25)  |i^  +  §J!  +  |!?  =  <, 

c  X        dy        dz 

gesetzt  wird: 

dx    ^    dy    '^    dz   ~~  dx       ^  \dx^  "*"  dy^  "^  dz^) 

^\dx^  +  dxdy  '^  dxdz)  '^  ^  d x' 
oder 

dXx 


d  X 


'^dy'^dz~~dx        ^  \dx^        dy^  '^  dz^) 


dö    ,    ^    ,dö 

^  d  X  ^  ex 


In  ähnlicher  Weise  sind  alle  anderen  entsprechenden  Grössen  zu 
bilden.     Setzt  man  hiernach  zur  Abkürzung  noch 

or.^  ^  '^^3     .       82g     ,      d^q 

2^)  ^^     =     ^+-^       +      T^'  a     =     U,%Wy 

cx^        cy^        0  z^ 
27)  {2q'-q)  =  q*, 

so  gehen  also  die  Bewegungsgleichungen  über  in 

/du   .       du   .       du  .      du\  ^        dp  ,       ^  ^dö 

"^  \dt  dx   '       dy  '      c  zj        ^  dx      ^  ^   dx 

28) 

fdv  dv   .       dv   ^      dv\  ,^       dp  ,       ,  ^dö 

\dt  dx  dy         dz)        ^  dy  ^   dy 
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\ci  ox  oy         c  z)  de  oz 

et  dx  cy  dz 

Gleichungen,  die  ich  der  VoUständigkeit  wegen  anzuführen  nicht  unter- 
lassen wollte. 

Die  Bewegung  der  Gase  hat  an  dieser  Stelle  nur  so  weit  Interesse, 
als  sie  mit  thermodynamischen  Vorgängen  in  Verbindung  steht.  Um 
jedoch  die  Bedeutung  der  in  den  Gleichungen  vertretenen  Grössen  k 
und  Q  zur  Erscheinung  kommen  zu  lassen,  betrachte  ich  erst  einen 
Fall  ohne  Rücksicht  auf  Wärmevorgänge. 

Es  sei  eine  Gasmasse  gegeben,  die  sich  nach  oben  und  hori- 
zontal nach  allen  Richtungen  ins  Unendliche  erstreckt,  nach  unten 
sei  sie  von  einer  festen,  ruhenden  Ebene  begrenzt.  Die  Masse  befinde 
sich  in  stationärer,  das  heisst  mit  der  Zeit  unveränderlicher  Bewegung, 
und  zwar  sei  die  Bewegung  überall  parallel  zur  Unterlage  gerichtet 
und  in  jeder  Schicht  überall  die  nämliche.    Wärmezufuhr  finde  nicht  statt. 

Wir  wählen  die  Bewegungsrichtung  zur  Axe  der  X^  die  Axe  der  z 
soll  senkrecht  nach  oben  führen,  die  o;^- Ebene  soll  in  die  ebene 
Unterlage  fallen.  Dann  ist,  da  die  Bewegung  auch  stationär  sein  soll, 
und  die  Gleichungen  1)  unmittelbar  Anwendung  finden: 

V  =  w  —  0,     -^  =  0,     Z  =  —  g, 

wo  g  die  beschleunigende  Kraft  der  Schwere  bedeutet.  In  horizontaler 
Richtung  sollen  überhaupt  keine  Kräfte  wirken.     Das  giebt  noch 

X  =  r  =  0. 

Femer  soll  in  horizontaler  Richtung  die  Bewegung  überall  die 
nämliche  sein,  also  soll  u  von  x  unabhängig  sein,  dagegen  kann  u  von 
z,  der  Höhe  über  der  Unterlage,  abhängen.     Hiernach  ist 

d  ui  "d  u        ^ 

"TT  =  0,   Xflf  =    ly  =  iZa,  =  j9,   Xy  =   Y^  ==  0,  Ac  =  Q  ^-7  =  X^. 

Für  jede  zu  der  Grenzebene  parallele  Ebene  ist 

Xn  =  X,  =  —  Q^,      r„  =  0,      Zn=Z.  =  p, 

C  Z 

weil  cos  (w,  x)  =  cos  (n,  y)  =  0,  cos  (n,  z)  =  l  ist. 
Die  Gleichungen  unter  1)  erfordern  also 

dp  d^u 

^  =  —  ^  —  ^  ^—2' 

j  0  X  c  z^ 

d  p 

0  —  —  -^ 
dy 

dp 
0  =  -M-f,- 
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Da  Wärmeänderungen  und  Temperaturyerschiedenheiten  nicht  in 
Frage  kommen  soUen,  ist  nach  dem  Boyle^ sehen  Gesetz  [Gleichung  13)] 

l 

€v 

somit  giebt  die  letzte  Gleichung 

Der  Druck  nimmt  in  geometrischer  Progression  ab,  wenn  die  Höhe  in 
arithmetischer  Progression  wächst,  und  zwar  so,  wie  wenn  das  Gas 
überhaupt  ruhte.     Von  y  kann  p  nicht  abhängen  wegen  der  zweiten 

dp 
Gleichung  —  =  0.     Die  erste  Gleichung  liesse  noch  eine  lineare  Ab- 
hängigkeit von  X  zu;  allein  wenn  auch  u  =  0  wäre,  das  Gas  also  sich  gar 

dp 
nicht  bewegte,  wäre  :r—  =  0,  und  da  die  Einfuhrung  von  u  hinsicht- 

C  X 

lieh  der  Grösse  x  nichts  ändert,  weil  ja  u  gar  nicht  von  x  abhängt, 

dp 
muss  überhaupt  ^r^  =  0  sein,  und  a  ist  constant.     Nun  giebt  die 

0  X 

erste  Gleichung 

u  =  a^  ß  -\-  b. 

An  der  Unterlage  ist  ;s^  =  0  also 

Wir  haben  noch  den  Bedingungen  an  dieser  Unterlage  zu'  ge- 
nügen. Die  Bedingung  9)  ist  von  selbst  erfüllt,  weil  die  v  und  w  Null 
sind  und  cos(n,x)  =  0  ist.  Die  Bedingung  unter  10)  läsat  die  Werthe 
der  Druckcomponenten  in  der  Unterlage  ermitteln,  nämlich 

X^  =  Xn  =  -  ^  1^  =  —  a'9,  r^  =  Tn  =  0, 

Zn  =  Zn  =  Pz  =0  =  ^' 

Von  den  Gleichungen  unter  11)  sind  die  unter  lli)  identisch  er- 
füllt, weil  die  Unterlage  sich  nicht  bewegen  soll.  Die  Gleichungen 
unter  12)  geben 

Xn  =  ^  Wo,       r»  =  0,      Zn  =  i>«  =  0  =  «• 

Hiernach  wird 

Xuq  =  a'  Q, 

also 

;  Atfo 

und 

u  =  — -  z  +  «*o. 
Q 
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Wäre  A  unendlich  gross,  so  müsste  Uq  unendlich  klein  sein,  zwischen 
A  und  Uq  besteht  also  in  sofern  eine  Beziehung,  als  eines  sich  reciprok 
wie  das  andere  verhält,  A  ist  also  eine  Art  Widerstand,  den  die  Unter- 
lage der  Bewegung  der  sie  unmittelbar  ber&hrenden  Gastheilchen  ent- 
gegensetzt. Sie  bestimmt  die  Reibung  der  Gastheilchen  gegen 
die  Unterlage,  die  äussere  Reibung,  und  ist  der  Coefficient 
dieser  äusseren  Reibung.  Femer  haben  wir  für  zwei  Punkte, 
die  über  einander  im  Abstände  d  z  sich  befinden,  als  relative  Ge- 
schwindigkeit 

du  = dz, 


also  wächst  die  relative  Geschwindigkeit  unter  sonst  gleichen  Um- 
ständen, wenn  Q  abnimmt,  und  nimmt  ab,  wenn  Q  wächst,  somit  ist  Q 
nichts  Anderes  als  der  Coefficient  der  inneren  Reibung  des  Gases. 
Ein  zweites,  nunmehr  auch  aufWärmebewegungen  sich  beziehendes 
Beispiel  sei  folgendes:  Ein  Gas  ströme  stationär  in  einer  langen 
horizontal  verlaufenden  Röhre  vom  Radius  jß,  und  zwar  nur  in  deren 
Richtung  und  symmetrisch  zu  ihrer  Axe.     Die  Axe  der  Röhre  nehmen 

wir  zur  rc-Axe,  es  ist  dann  wieder  nur  u  von  Null  verschieden.     ;r — 

ex 

bleibt  als  solches  bestehen.  Nennen  wir  den  Abstand  eines  Gas- 
theilchens  von  der  Axe  der  Röhre  r,  so  kann  u  nur  von  x  und  r  ab- 
hängen, somit  ist 


du       du  dr      du       d  u  dr 

dy        dr  dy'    dz  ■     dr  dz' 

aber  es  ist  z^  -^  y^  —  r^,  somit 

du        du  y      du        du  z 

«HMHMB           ^^^T           "^^^"           ^"^                                      ■          ■-■■                       ^         ,    1             ^— Wi^            ^^     • 

dy       dr  r'     dz        dr  r 

Hieraus  folgt  weiter 

d^u        d^u  y^        dul        duy^   d^u       d^uz^       dul 
dy^        gf8  r^    ^    dr  r        dr  r^'  dz^       dr^r^    '    dr  r 

duz^ 

dr  r'^ 

d^u         d^u  yz       du  yz 
dydz        8ra  r»        dr  r^ 

and  wir  erhalten 

X.-P-(2q-2q')^, 

.    ^    .  du 
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X   — — o  — ^ 

T.  =  0, 

„  du  e 

Z^==  —  Q  ^ 

er  r 
Worans  noch  folgt: 

^  =  -  P  87- 

^-  =  (-  +  ^^'l^)f. 
--  =  (-  +  ^^'1^)7. 

Von  äusseren  Kräften,  auob  von  der  Schwerkraft,  sehen  wir  ganz  ab. 
Zufolge  der  Gleichungen  28)  ist  für  die  erste  Bewegungsgleichung 
nunmehr 

8m  _  _  8^  T—  4-  —  y^  +  ^^  j.  Q  ?if  1 

-87(S^)j-(^«^-«^>8^- 
Der  Factor  von  Q  reducirt  sich  auf 

82«*    .    82%    .    1  du 


/d^u        82%        1^  8w\ 
\8ir2  +  8r2  "^  r  8r/ 


In  ähnlicher  Weise  sind  die  anderen  Bewegungsgleichungen  zu 
bilden,  und  es  kommt  hiemach 

83/  8aj  8r  r  8aJ  8r  r 

.  ^ ^1  ^^^^    £ rt   /    82%    ^ 

d£f  dx  dr  r  ^    dx  dr  r' 

dii  du 

8a;  \    80?/        dy\    dy/        d0\    dz)\ 
wobei  zu  beachten  ist,  dass 
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dd' 8-9"      dii dfi 

dt  d  x^     dt  d  X 

ist. 

Um  die  thermodynamische  Gleichung  e)  zur  Anwendung  bringen 
zu  können,  ist  Folgendes  zu  beachten:  Die  Grase  sind  schlechte  Wärme- 
leiter, die  Bewegung  muss  schon  sehr  langsam  vor  sich  gehen,  wenn 
ein  Theilchen  von  seinen  Nachbarn  oder  von  der  Umgebung  Wärme 
aufnehmen  soll;  letzteres  ist,  wenn  das  Theilchen  sehr  nahe  der  Wan- 
dung zieht,  eher  der  Fall  als  ersteres.  Ist  also  die  Rohre  sehr  eng, 
so  werden '  die  Bewegungen  des  Gases  unter  dem  Gesichtspunkte  iso- 
thermischer Processe  zu  betrachten  sein,  ist  sie  aber  hinlänglich  weit, 
wobei  sie  immer  noch  eng  genug  sein  kann,  so  werden  adiabatische 
Processe  in  Anspruch  zu  nehmen  sein;  die  Bedingungen  können  ersetzt 
werden  durch  sehr  langsame  und  rasche  Bewegung.  In  beiden  Fällen 
aber  verhält  sich  ein  Theilchen  therm odynamisch  auf  seiner  Bahn  so, 

als  ob  es  ruhte.     Nimmt  man  hiemach  zunächst  k  ==  0,  so  wird  die 
Gleichung  e)  also 

dd"        Jc^  dii 1 


dt  11^    dt         II 


(^-^0^^(l^)i 


ZU  setzen  sein.    Multiplicirt  man  die  Gleichung  b)  mit  —,    die    c)   mit 

T 

—  und  zieht  das  letztere  Product  von  dem  ersteren  ab,  so  ergiebt  sich 
r 

dp  z        ^^  ^  —  0 
dy  r        djs  r 

Das  kann  nur  sein,  wenn  p  allein  von  r  abhängt  ausser  von  x,  dann  ist 

dp dp  y      dp dp  e 

dy        dr  r^    dz        dr  r' 

also  die  obige  Gleichung  identisch  erfüllt.    Somit  werden  die  Gleichungen 
b)  und  c)  einander  gleich,  sie  geben  beide  nur  eine  Gleichung  und  wir 

haben,  falls  ^'  =  —  p  gesetzt  werden  darf  (S.  255)  —  wir  werden  die 

3 

Bedingung  dafür  bald  kennen  lernen  —  nunmehr  in  leichter  Umformung 

du 

a') 

Ca') 
*^  d  X  fi^     dx        fi  l\d  r)         Z  \bx)  \ 


du 
flu  ^-  — 

^     dx 

dp 

dx  "^ 

r 

dr  ^- 
d  r 

dr 

+ 

4 
3 

Q 

d^u 
8a?2' 

0  — 

dr[^ 

1 
3 

du\ 
Ux} 

dti 

dx 

du 
^dx^ 
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Zunächst  fesselt  unsere  Aufmerksamkeit  die  Gleichung  unter  c^), 
sie  giebt  unmittelbar 

d.  h.  das  Product  aus  Dichte  und  Geschwindigkeit  ist  für  alle  Lagen 
des  Theilchens,  in  denen  es  der  Axe  der  Röhre  gleich  nahe  bleibt, 
gleich.  Ist  die  Röhre  hinlänglich  lang  und  verfolgen  wir  ein  Theilchen 
in  gehöriger  Entfernung  von  den  Enden  der  Röhre,  so  ist  seine  Bahn 
jedenfalls  der  Axe  parallel,  also  können  wir  auch  sagen  Pichte  und 
Geschwindigkeit  ändern  sich  auf  der  Bahn  eines  Theilchens  reciprok 
zu  einander,  steigt  diese,  so  fällt  jene  und  umgekehrt.  Hiemach  geht 
die  Gleichung  unter  di')  auch  über  in 

dx  II    dx        fi  i\d r)         Z  \bxj  \ 

Wir  nehmen  jetzt  zwei  Fälle  in  besondere  Beachtung: 
1.  Die  Röhre  sei  sehr  eng. .  Dieses  Beispiel  wähle  ich,  weil  daraus 
ein  physikaUsch  sehr  merkwürdiges  Resultat  folgt,  welches  noch  nicht 
beachtet  worden  ist.  u  kann  dann  also  nicht  merklich  von  r  abhängen. 
Ist  aber  u  hinsichtlich  r  constant,  so  führt  die  erste  Bedingung  unter 
12)  sofort  zu  einer  wichtigen  Gonsequenz.  Da  nämlich  alsdann 
Xn  =  0  ist,  so  giebt  sie  A  (u^  —  u^  =  0,  und  weil  die  Röhre  ruhen 
sollte,  muss  kuo  =  0  sein.  Ist  nun  X  von  Null  verschieden,  so  wird: 
Uq  überhaupt  NuU,  also  das  Gas  bewegt  sich  überhaupt  nicht.  Die 
Reibung  gegen  die  Wand  lässt  eine  Bewegung  nicht  zu  Stande  kommen. 
Dadurch  wird  die  Bedeutung  von  X  sehr  klar.  Für  eine  enge  Röhre 
ist  dieses  anscheinend  überraschende,  bereits  von  0.  E.  Meyer  be- 
merkte 1)  Ergebniss  sehr  leicht  verständlich,  denn  der  treibende  Druck 
wirkt  nur  auf  den  ersten  Querschnitt  und  ist  darum  nur  sehr  klein, 
weil  der  Querschnitt  minimal  ist,  wogegen  die  Reibung  längs  der 
ganzen  Fläche  der  Röhre  wirkt,  die  unendlich  gross  ist  gegen  den 
Querschnitt. 

Bewegung  in  engen  Röhren  geht  also  im  Allgemeinen  sehr  lang- 
sam vor  sich,  wenn  nicht  die  Röhrenwandung  nur  ganz  geringe  Reibung 
bietet.    Das  nehmen  wir  an  und  haben,  weil  bei  Gasen  Jc^  =  p  ist, 

zufolge  d2') 

^  ,.       ^        dd"    ^    p  du        4  p  /du\^ 

c  X        {L  d  X        3  fi  \d  xj 

Geschieht  nun  die  Bewegung  des  Gases  nicht  zu  rasch  und  be- 
findet sich  die  Röhre  in  überall  gleich  temperirter  Umgebung,  so  ist 
es  wahrscheinlich,  dass  d"  längs  der  Röhre  überall  gleichen  Werth 
besitzt,  dann  muss  also  auch  u  und  ebenso  p  und  ^i  von  x  unabhängig 


^)  Poggendorff's  Annalen,  Bd.  127,  S.  253  ff.     Die  weitere  Bechnung 
steht  im  Gegensatze  zu  der  hier  ausgeführten. 
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sein,  das  Gas  bewegt  sich  wie  wenn  es  als  Ganzes  durch  die  Röhre 
geschoben  würde.  Wenn  Differenzen  in  der  Bewegung  vorhanden  sein 
sollen,  muss  man  entweder  die  Temperatur  der  Umgebung  entsprechend 
regnliren  —  was  experimentell  kaum  angehen  wird,  oder  man  muss 
die  Bewegung  rasch  genug  vor  sich  gehen  lassen.  Dann  kann  die 
Temperatur  längs  der  Bohre  so  yertheilt  sein  wie  die  Bewegung,  indem 
an  irgend  einer  Stelle  das  ankommende  Gas  sich  ausdehnt  oder 
comprimirt  und  so  die  Temperatur  an  derselben  immer  gleich  hoch  er- 
halt, k  muss  dann  klein  genug  sein.  Im  Uebrigen  hätten  wir,  wenn 
^u  =  d  gesetzt  wird,  wo  cf  eine  Gonstante  sein  würde,  nach  a') 


,f.      ,  du dp    .    4:       d^u 

,„.  1       du         f„ 

^^  ^-3^8^  =  ^   ' 

0  X 

das  heisst,  indem ^ =  —  ß  gesetzt  wird, 

b!")  u  =  ae^''  +  ß, 

wo  a  eine  neue  Gonstante  bedeutet,  so  dass  weiter  wird 


also 


Femer 


somit 


/       -x\ 


u 


t) 

Nun  bleibt  noch  d'  zu  bestimmen.     Da  —  =  Bd"  und  iiu  =  c' 
ist,  so  geht  die  Gleichung  ds')  über  in 

8;^      Bd^  du_4Q  / a^Y _  ^ 

8  a?  u    d  X        3  c'  \dx/ 

Nach  bekannten  Kegeln  aus  der  Lehre  der  Differentialgleichungen 
erhält  man  hieraus 

woraus  folgen  würde 
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-•b^^i  O'  '*^'  -]. 


wo  y  eine  neue  Gonstante  bedeutet. 

Die  obige  Gleichung  für  %"  kann    aber   auch  noch    anders    auf- 

c'              1         ^%' 
gefasst  werden.     Es  ist  ute  =  (/  also  w  =  — ,  aber  —  = ,  somit 

wird 


fii^       a.  _    P  ^ 


da'")     ^  = 


Setzen  wir  dieses  in  die  Differentialgleichung  für  %"  ein,  so  dürfen 
keine  Widersprüche  hervortreten,  sonst  ist  der  Fall  nicht  realisirbar. 
Nun  haben  wir  zufolge  der  Werthe  von  j)  und  u 


%  —X 


Das  und  den  hieraus  folgenden  Werth  für  ^ —  führen  wir  in  die 


Differentialgleichung  für  ^  ein  und  erhalten 
Bc 


■J      —  X 


,[|£.'..A-  +  «^  .-(,„+.,,)] 


c'  c'  c' 

2  — «  — -«X  A/i  /.'2       2  —  X 

e    ^ 


Da  diese  Gleichung  für  alle  Werthe  von  x  gelten  muss,  so  müssen 
die  Factoren  gleicher  Potenzen  von  e  gleich  Null  sein. 


—  X 


Die  Gleichsetzung  der  Factoren  von  e  ^  giebt  nur  eine  Beziehung 
zwischen  den  Constanten,  die,  weil  deren  vier  vorhanden  sind,  immer 
erfüllt  sein  kann,  denn  offenbar  sind  nur  drei  willkürlich  und  durch 
das  Experiment  zu  ermitteln.     Die  Beziehung  lautet 


(e'"  +  l.'^)  =  ._ 


B 
also  eine  Gleichung  zwischen  c'",  c'  und  ß. 


2  —  X 


Setzt  man  aber  die  Factoren  von  e    ^      einander  gleich,  so  folgt 

JCy  _   3 

B    ~  2' 

das  heisst  wegen  B  ==  J(Cp  —  Cv) 

fc  =  ^  =  1,667, 

also  bekommen  wir  das  merkwürdige  Resultat.    Das  Experiment  unter 
der  angegebenen  Bedingung  ist  möglich  und  nur  möglich,  wenn   das 
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Gas  einatomig  ist,  bei  mehratomigen  Gasen  ist  es  überhaupt  nicht  aus- 
führbar. Fast  könnte  man  versucht  sein,  das  Experiment  zur  Ent- 
scheidung Torzuschlagen,  ob  ein  Gas  einatomig  ist  oder  nicht,  wenn 
nicht  die  Schwierigkeiten  der  Ausführung  so  gross  wären.    Hätten  wir 

nicht  q'  =  -■  Q  gemacht,  so  wären,  wenn  2  p  —  2  p'  =  p,  g  —  2  p'  =  pi 
3 

gesetzt  wird,  die  entscheidenden  Gleichungen 

,  du ^    1    "  ^^^ 

^  die"'       dx'^  ^  dx^' 

dd^       Rd'du_  Q_  /duy 

^  d  X         u    d  X        c*  \d  x) 

und  wir  bekämen  hiernach 

c' 

— X 


Es  bleiben  also  alle  Beziehungen  ungeändert,  und  es  ist  nur  für 

—  überall  zu  setzen  = — - —  und    für  —  p  zu  setzen  p,  während   an 
^  Q  —  Qi  3 

Stelle  von  p  überall  p  —  pi  kommt,  so  wird 

2  TZ X  — X 

£i 


Bcf»  =  ^-^ —  c 


V  p  — pi      / 


and  die  uns  allein  interessirende  Bedingungsgleichung  ergiebt 

Jcy  ___  p  —  Pi   __  P 

B    ~       2  pi       ~~  2  (i)  —  2  p')  * 

Da  wir  nun  gar  kein  Recht  haben,  die  Möglichkeit  des  Experimentes 
für  alle  Gase  zu  bestreiten,  können  wir  jetzt  umgekehrt  schliessen. 
Für  einatomige  Gase  ist  stets 

0  3,1 


2(p  — 2  p')         2'     "^  3 

tTc  3 

weil  — ^  für  diese  Gase  —  ist.    Für  mehratomige  Gase  haben  wir, 

indem  -:=r—  =  k  —  1  ist 

JCv 
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,        3  — Ä; 

Das  ist  die  Gleichung,  auf  die  wir  schon  S.  255  hingewiesen  haben. 

5 

Da  h  höchstens  -  und  mindestens   1  ist,  liegt  der  Werth  von  q' 

3 

11 
zwischen  —  Q  und  —  Q,  er  schwankt  also  nur  relativ  wenig.     Für  die 
3  2 

wichtigen  zweiatomigen  Gase  ist 

,        2 

und  q'  wächst  mit  der  Zahl  der  Atome. 
Uebrigens  haben  wir  noch 

__  ^  J_  X  k 1 

q  =  2q  —  2q'  =  —^  p,     Q^  =  Q  —  2q'  =  — - —  Q, 

—        .  4  .1 

also    liegt   Q   zwischen  —  Q  und   ^,  Qi  zwischen  —  Q  und    0,    beide 

3  o 

1 
nehmen  mit  wachsender  Zahl  der  Atome  um  —  Q  ab. 

3 

Gelänge  es,  aus  Bewegungserscheinungen  an  Gasen  Q  und  q'  oder 

Q  und  Qi  zu  ermitteln,  so  würde  man  die  immer  gewünschte  Grösse  k 

erhalten,  es  wäre 

und  es  würde  sich  wohl  der  Mühe  lohnen,  die  Theorie  und  Praxis  von 

Bewegungen  auszuarbeiten,  die  diese  Grössen  q,  Qi  zu  bestimmen  ge- 
statten.    Das  liegt  jedoch  dem  Zwecke  dieses  Buches  fem. 

Die  weitere  Behandlung  des  Problems,  welche  lediglich  in  der 
Ableitung  derWerthe  der  Constanten  besteht,  überlasse  ich  dem  Leser. 
Das  physikalische  Ergebniss  war  mir  das  wichtige.  Wie  man  die 
Gon stauten  ableitet,  ist  klar,  man  nimmt  für  zwei  Querschnitte  drei  der 
Grössen werthe  als  bekannt  an,  z.  B.  jPi,  JP2)  ^2  0^®^  Pij  Pii  ^2  ^*  s-  ^• 
und  hat  dann  drei  Gleichungen  zur  Berechnung  der  drei  Gonstanten, 
da  die  vierte  durch  die  schon  behandelte  BediDgungsgleichung  mit- 
bestimmt ist. 

Nur  auf  zwei  Umstände  mache  ich  noch  aufmerksam.  Die  wichtige 
Gonstante  c'  bestimmt  sich  leicht  gesondert  von  allen  anderen,  wenn 
man  die  Werthe  von  p  und  u  für  zwei  Querschnitte  kennt,  nämlich  es 
ist  dann 

^t  _  JP2  —Pi     P  —  Pi   _  P2  —  Pi  Q 


U2  —  %         Qi  %  —  ^1   Q  —  2  q' 

und  stets  positiv 
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Die  relative  Geschwindigkeitsänderung  für  zwei  benachbarte  Quer- 
schnitte ist 

—  «  ^ 
du  =  ae^     —  dx, 

Q 

also  um  so  grösser  je  kleiner  p,  was  wieder  der  Bedeutung  von  Q  ent- 
spricht» 

2.  Wir  nehmen  an,  die  Röhre  besitze  hinlängliche  Weite,  dass 
p,  Uj  II  auch  von  r  abhängig  sein  könnten.  Sie  sei  ferner  ringsum  und 
ihrer  ganzen  Länge  nach  mit  für  Wärme  undurchlässiger  Substanz 
umgeben,  es  soll  sich  also  um  einen  adiabatischen  Vorgang  handeln. 
Alsdann  föUt  in  der  Grleichung  e)  die  linke  Seite  ganz  fort.  Rechts 
die  von  d"  abhängigen  Glieder  fortzulassen,  geht  aber  nur  an,  wenn 
A  =  0  ist,  die  Röhre  selbst  also  keine  Reibung  bietet,  sonst  wäre,  weil 

8  u 

-—  =  0  sein  müsste,  wieder  %  =  0,  also  überhaupt  u  =  0,     Ist  l 

CT 

von  Null  verschieden,  so  muss  der  Wärmebewegung  in  der  Röhre  in 
Folge  der  Leitung  Rechnung  getragen  werden ,  wenigstens  sofern  die 
Bewegung  stationär  sein  soll. 

Die  Leitungsfahigkeit  sei  constant,  d'  hänge  auch  nur  von  a;  und 
r  ab,  dann  ist 

\dx^  "^  8y2  +  '^^2)  —  ^  \^ga;2   "^  gr2  +  r  dr) 
und  die  Gleichung  e)  ergiebt 

Das  reciproke  Verhalten  zwischen  fi  und  u  bleibt  bestehen,  es 
kann  aber  mit  dem  Abstände  von  der  Axe  variiren.  Ferner  führt  die 
Bedingung 

JCvdd'  —  Jc^  —-  du  =  0 

zu  der  bekannten  adiabatischen  Gleichung  zwischen  p  und  v  oder  p 

und  ^  oder  u  und  d'  (s.  S.  214),  wobei  v  =  —  ist. 

Multipliciren  wir  sodann  die  Gleichung  unter  b)  mit  dr  und 
integriren  längs  r  von  r^  bis  rg,  so  folgt 

i».  -  l-n  =  (..  [(Il)^^  -  (ll)  J 
oder  weil  r  von  x  nicht  abhängt 

-Pr«  —  Pn  =  ^1  g^  (^*-2  ~  ^n)- 
Somit  schliessen  wir: 
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Die  Differenz  der  statischen  Drucke  senkrecht  gegen  zwei  Stellen 
eines  Querschnittes  ist  gleich  der  Aenderung  der  relativen  Geschwindig- 
keit der  einen  Stelle  gegen  die  andere  für  die  Längeneinheit  in  Richtung 
der  Axe.     Sie  ist  um  so  grösser,  je  grösser  die  Eeihung  des  Gases. 

Multipliciren  wir  mit  d  x  und  integriren  von  Xi  bis  x<i  in  Richtung 
der  Axe,  so  erhalten  wir 

Die  Arbeitsdifferenz  der  statischen  Drucke  auf  Wegen  parallel  zur 
Axe  ist  also  proportional  der  Differenz  der  relativen  Geschwindigkeit 
am  Anfang  und  am  Ende  der  Bahnen. 

Beachten  wir  die  Gleichungen  auf  S.  263,  so  folgt  auch 

(^y)r«   —  {^y)r^  ~  '^  ^  dx^^''^~  ^'''^' 

o 
(Nr^   —  Nr,)       =    +    Q   —  (Ur^  —  Ur,), 

Also  bestehen  für  die  dynamischen  Druckdifferenzen  senkrecht  zu  den 
Querschnitten  und  parallel  zu  ihnen  die  nämlichen  Beziehungen  wie 
für  die  statischen  Druckdifferenzen ,  nur  die  Constanten  sind  andere. 
Alle  diese  Druckdifferenzen  sind  lediglich  aus  der  Reibung  hervor- 
gegangen, ist  diese  Reibung  Null,  so  sind  es  auch  diese  Druckdifferenzen. 

Für  einatomige  Gase  ist  ^i  =  —  9,    für    unendlich   atomige    ist 

3 

Qi  =  0.  Je  grösser  die  in  der  Molekel  enthaltene  Zahl  von  Atomen  ist, 
desto  mehr  werden  die  statischen  Drucke  parallel  der  Bewegungs- 
richtung in  den  einzelnen  Punkten  eines  Querschnittes  einander  gleich, 
schliesslich  erleiden  alle  Punkte  eines  Querschnittes  gleichen  statischen 
Druck  in  Richtung  der  Bewegung.  Für  den  Druck  quer  zur  Axe  lässt 
sich  etwas  Aehnliches  nicht  voraussagen,  da  wir  über  das  Yerhältniss 
von  Q  zur  Atomzahl  keine  Kenntniss  haben  ^). 

Endlich  erhellt,  dass  das  Yerhältniss  der  Druckdifferenzen  in 
Richtung  und  quer  zur  Bewegung  für  alle  Punktpaare  eines  Quer- 
schnittes das  nämliche  ist,  wie  die  Punkte  eines  Paares  auch  zu  ein- 
ander liegen   mögen   und  dass  das  Yerhältniss  der   statischen  Druck- 


^)  WahrBcheinlich  ist  die  Beziehung  zwischen  q  und  q'  überhaupt  vom 
Problem  abhängig,  worüber  später. 
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differenzen  zu  den  dynamischen  zwischen  -|-  7-  für  einatomige,  und  0 

—  3 

für  unendlich  atomige  Gase  schwankt,  indem  es  4i  — ^ —  ^ 

Diese  Sätze  gelten  übrigens,  wie  eng  oder  wie  weit  die  Köhre  ist, 
und  welche  thermodynamischen  Vorgänge  mit  der  Bewegung  verbunden 
sind,  Torausgesetzt,  dass  diese  Vorgänge  die  Bewegung  nicht  stören. 

Weitere  allgemeine  Ergebnisse  habe  ich  nicht  ableiten  können. 
Wir  wollen  nunmehr  annehmen,  dass  vom  Rohre  ein  Stück  begrenzt 
werden  kann,  innerhalb  dessen  die  Geschwindigkeit  in  allen  von  der 
Axe  äquidistraten  Punkten  die  nämliche  ist,  u  also  von  x  nicht  ab- 
hängt. Der  Fall  bildet  ein  Gegenstück  zu  dem  früher  behandelten. 
Die  Gleichungen  gehen  dann  über  in 


"  >     ^-       öx^  r  drVdr)' 
dp 


h^)     0  = 

Cr' 

Da  in  der  ersten  Gleichung  das  zweite  Glied  auf  der  ersten  Seite 
nicht  von  x  abhängt,  muss  - —  nach  x  eine  Gonstante  sein,  die  zweite 

0  X 

Gleichung  zeigt,  dass  das  Nämliche  auch  nach  r  der  Fall  ist.     Setzen 
wir  hiemach 

p  =  ax  +  ß, 

so  sind  oc  und  ß  von  x  und  r  unabhängig. 

Der  Druck  normal  zur  Axe  wäre  (nach  S.  264)  N  =^  p^  also  in 
allen  Punkten  eines  Querschnittes  gleich  und  so  gross,  wie  der  Druck 
in  Richtung  der  Axe. 

Sodann  haben  wir 

a  r d    /    du\ 

Q         dr  \    drj 

Aus  dieser  Gleichung  folgt 

u  =  - —  r^  4-  hlogr  4-  a. 

Da  indessen  die  Geschwindigkeit  in  der  Axe  nicht  00  sein  kann, 
muss  &  =  0  angenommen  werden,  und  es  bleibt 

w  =  -— -  f2  +  a. 
4p 

Weinstein,  Thermodynamik.  iq 
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Ferner  giebt  c^),  wenn  u  von  Null  verschieden  sein  soll, 

woselbst  c  nur  von  r  abhängen  könnte,  nicht  von  x. 

Von   den  Oberflächenbedingungen  haben  wir   zunächst  die   erste 
unter  12)  zu  beachten,  sie  giebt  Xn  =  —  ^Wq,  oder  weil 


ist  (S.  264), 


_        Q  du 
r  er 


—  =  kuo. 


Nennen  wir  noch  u'  die  Geschwindigkeit  in  der  Axe,  so  hätten 
wir  hiernach 

u  =  -r— ^  r^  +  u. 
2p        ^ 

Da  fi  nur  von  r  abhängt,  so  kann  zufolge  der  Gleichung 

Jcvdd"  —  Je»  -^  =  0 


auch  %"  nur  von  r  abhängen,  also  geht  die  Gleichung  d^)  über  in 

«2     „    ,    Ä    8    /    g-Ö"^ 
4p  r  dr 


»=-"+^-('1?) 


und  dieser  zu  genügen,  steht  nichts  im  Wege.  Die  vorausgesetzte 
Bewegung  ist  also  bedingungslos  auch  thermodynamisch  möglich.  Die 
obige  Gleichung  ergiebt 

%'  z=z  y  -|-  y'logr =  r*. 

64  pA; 

Wiederum  muss  y'  =  0  sein,  es  bleibt 

64  pÄ; 

Die  Bedingungsgleichung  an  der  Oberfläche  unter  22)  verlangt, 
dass  die  Temperatur  der  Umgebung  der  Eöhre  in  der  ganzen  Er- 
streckung denjenigen  Werth  hat,  der  der  obigen  Formel  entspricht.  Ist 
der  Röhrenradius  r,  so  haben  wir  für  die  Oberfläche 

64  pA; 
Daraus  ergiebt  sich  der  Werth  von  y  und  es  wird 

^  =  (^')  +  -^  (r*  -  r% 

64  9  Ä; 

In  der  Bedingungsgleichung  282)  kommt  k*  nicht  in  Betracht,  weil 
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SD  der  Oberfläche  der  Röhre  Leitung  überhaupt  nicht  stattfinden  soll, 
und  da 

ist,  so  giebt  diese  Bedingung 


16^ 


=  '{t-,^'  +  '^J- 


Es  war  aber  •-  =  Xuq,  a  =  vi,  also 


^'  =  (^'  +  »■)' 


Das  ist  eine  Gleichung  zwischen  vi  und  u^.  Ist  die  Geschwindig- 
keit vi  iu  der  Axe  bekannt,  so  bestimmt  sich  hieraus  die  Geschwindig- 
keit %  &^  Bande. 

Ich  habe  die  obigen  Beispiele  so  eingehend  behandelt,  weil  sie 
klar  hervortreten  lassen,  worauf  bei  derartigen  complicirten  Problemen 
zu  achten  ist,  und  weil,  wie  bemerkt,  andere  Forscher  zu  anderen 
Ergebnissen  gelangt  sind,  die  mir  nicht  zweifelfrei  scheinen. 

Von  den  anderweitig  behandelten  Beispielen  will  ich  nur  eines 
wegen  seiner  Wichtigkeit  anführen. 

Es  bildet  eine  Verbindung  der  beiden  oben  untersuchten.  Das 
Gas  ströme  aus  der  Röhre  aus  in  die  freie  Atmosphäre.  Das  Rohr  sei 
80  eng,  dass  der  Strahl  zunächst  nur  dünn  ist.  Später  freilich  yer- 
breitert  er  sich  durch  den  Widerstand  der  Luft,  diesen  Theil  des 
Strahles  schliessen  wir  aus,  bleiben  also  in  der  Nähe  der  Mündung  der 
Röhre;  da  der  Strahl  dünn  ist,  wird  te  nur  yon  x  abhängen.  Das  Gas 
soll  sich  aber  so  schnell  bewegen,  dass  kein  Theilchen  beim  Durch- 
gange durch  eine  Stelle  in  der  Röhre  oder  ausserhalb  derselben  Wärme 
aufzunehmen  oder  abzugeben  Zeit  hat.  Der  Vorgang  sei  also  adiabatisch. 
Wir  wollen  auch  yon  der  Reibung  im  Strahl  und  gegen  die  Umgebung 
absehen.     Die  Gleichung  unter  a')  giebt  dann 

1  8(1^2)  _  _    8i? 

2  8ic  fi8a; 
oder 

2  J    ^ 

Druck  und  Geschwindigkeit  aussen  an  der  Mündung  seien  j>2,  %« 
innerhalb  der  Röhre  an  irgend  einer  Stelle  j9i,  u-^^  dann  ist 


i«-».-)=^ 


Nun  ist  aber  [Abschnitt  34,  Gleichung  7)] 

18* 


276 


also 


somit 
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i_   /» 

k 


Pi 


J 


J»2 


also 


Für   das  Verhältniss   der  Temperataren    an    den   beiden    Stellen 

haben  wir 

fc  — 1 


^x         \Pi/ 


89.    Maxwell's  Theorie  der  Gase. 

Es  sei  eine  Gasmasse  yon  bestimmter  Temperatur,  bei  bestimmtem 
Drucke  und  bestimmter  Dichte  gegeben,  unter  Dichte  verstehen  wir 
dabei  die  Anzahl  aller  Molekeln  in  einer  Raumeinheit,  multiplicirt  mit 
der  Masse  einer  Molekel,  ist  erstere  n,  letztere  m,  die  Dichte  ft,  so  ist  also 

II  =z  nm. 

Wenn  das  Gas  sich  in  thermischem  und  mechanischem  Gleich- 
gewichte befindet,  ändert  sich  im  Durchschnitt  nichts  in  seinem  Ver- 
halten, ein  jedes  Raumelement  dx  dy  dz  behält  im  Durchschnitt  die 
gleiche  Zahl  von  Molekeln,  und  diese  Molekeln  haben  im  Durchschnitt 
immer  dieselbe  Geschwindigkeit,  dieselbe  lebendige  Kraft,  dieselbe  Zahl 
von  Zusammenstössen  u.  s.  f.  Bezeichnet  überhaupt  Q  irgend  eine 
Grösse,  die  sich  auf  das  Verhalten  der  Molekeln  bezieht,  so  ist  also  im 
Durchschnitt  Q  immer  dasselbe.  Nach  früheren  Entwickelungen 
(S.  142)  ist  dieser  Durchschnitts werth 

WO  /  die  Wahrscheinlichkeit  angiebt,  dass  eine  Molekel  die  Geschwindig- 
keitscomponenten  J,  rj,  g  hat.     Multipliciren  wir  beiderseits  mit  n  und 
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setzen  nf  =  J^,  so  bedeutet  'F  die  Anzahl  aller  Molekeln  in  der  Baum- 
einheit,  welche  Geschwindigkeiten  ^,  %  %  haben,  und  es  wird 

2)  ^  =  SSSFitn,V)(inärin. 

Nun  mögen  in  dem  Gase  irgend  welche  Veränderungen  vor  sich 
gehen,  dann  können  sich  ändern  1.  die  im  Raumelemente  enthaltene 
Zahl  von  Molekeln,  indem  etwa  in  der  Zeit  di  mehr  Molekeln  in  dieses 
Element  eintreten,  als  aus  ihm  austreten;  2.  die  Geschwindigkeiten  der 
Molekeln,  indem  etwa  beschleunigende  Kräfte  wirksam  sind;  3.  die 
Zahl  der  Zusammenstösse  zwischen  den  Molekeln. 

Bezeichnen  wir  die  hierdurch  eintretende  Aenderung  von  n  Q  in 

der  Zeit  dt  mit  — r-—  dl.  so  wird  also  diese  Grösse  aus  drei  Theilen 

di 

bestehen,  welche  diesen  angeführten  drei  möglichen  von  einander  un- 
abhängigen Aenderungen  im  Verhalten  der  Molekeln  entsprechen. 

Die  Geschwindigkeiten  seien  jetzt  |',  17' ,  ^'.  Das  Eaumelement 
sei  beliebig  begrenzt,  dB  sei  ein  Flächenelement  desselben,  v^  die  nach 
dem  Inneren  gezogene  Normale.  Innerhalb  der  Zeit  dt  können  nur 
diejenigen  Molekeln  in  das  Eaumelement  eintreten  oder  aus  demselben 

dv* 
austreten,  die  in  Richtung  der  Normale  den  Weg  -7—  dt  zurücklegen. 

Ol  X 

dv' 
Durch  das  Flächenelement   dS  gehen  davon   -rr-  dtdS,     Es  ist  aber 

dt 

dv^ 

—  =  l'cos«  x)  +  rj'cos{v\  y)  +  i'cos{y\  z\ 

somit  geht  F  über  in 

F  +  Fdt[^'cos{v\x)  +  ri'cos{y\y)  +  §' cos  « ;^)]  (i  S. 

Integriren  wir  jetzt  über  die  ganze  Oberfläche  des  Raumelementes, 
dessen  Volumen  wir  mit  dt  bezeichnen,  so  erhalten  wir  die  Aenderung 
von  nQdt  durch  alle  in  dx  eintretenden  oder  austretenden  Molekeln. 
Diese  Aenderung  ist 

dtJ^{^)  =  dtff/FiiW,  t')  ff  [Q^'cos(v',x)  +  Qri'cosiv'.i,) 

+  Qt'cos(v',ey]dSd^' dij' dt'. 

Nach  einem  bekannten,  schon  oft  angewandten  Satze  aus  der 
Analysis  ist  dieses,  in  dem  noch  F  durch  nf  ersetzt  wird 


^i(nQ)  =  -dt\\\f(i',7)',t')( 

)  di'  dtj'  dg', 


X  oy 


dnQi' 


dz 
also 


-.<.-«)=— c-^+^+^> 


wo  g'  Q,  7i'  Q,  g'  Q  die  Mittelwerthe  von  g'  Q,  rf  Q,  g'  Q  darstellen. 
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Die  zweite  Aenderung  sollte  eintreten,  indem  sich  die  Geschwindig- 
keiten I',  1^',  V  ändern,  wobei  sie  in  |'  +  dg',  ij'  +  dij',  g'  +  dg' 
übergehen.  Ist  aber  Q  überhaupt  eine  Function  von  |',  i^',  g',  so  be- 
dingen diese  Aenderungen  die  Aenderung  von  Q  selbst  um 


Daher  ist  die  zweite  Aenderung  von  n  Q 


Die  Aenderungen  d|',  dij',  dg'  seien  nun  dadurch  hervorgebracht, 
dass  irgend  welche  beschleunigende  Kräfte  von  den  Componenten 
X,  T,  Z  ge¥m*kt  haben.  Nach  den  Lehren  der  Mechanik  ist  dann 
d|'  =  Xdt,  dri'  =  Ydt,  dg'  =  Zdt,  somit 

^.M,  =  ..,(x||  +  r||  +  z||). 

Die  dritte  Aenderung  von  n  Q  bestimmt  sich  je  nach  der  Grössen- 
art,  die  wir  Q  zuschreiben,  wir  bezeichnen  sie  mit  — ^r- — ,  oder,   weil 

die  Zusammenstösse  n  nicht  ändern  können,  durch  n        ^  .    Hiemach 
haben  wir 

dt  dt        '^        dt       '^        Dt 


»r 


Abgesehen  von  Dissociationserscheinungen,  wodurch  Molekeln  zer- 
legt werden,  ist  die  Masse  m  einer  Molekel  constant  und  da  nn»  =  fi 
sein  sollte,  erhalten  wir 


w  ^=-(^  +  ^+^)  +  K-lf 


Von  dieser  Gleichung  ausgehend  hat  Maxwell  die  Theorie  der 
Gase  entwickelt.  Zunächst  enthält  sie  nichts,  was  sich  besonders  auf 
Gase  bezöge,  sie  enthält  eigentlich  überhaupt  nichts  als  einen  Haupt- 
satz der  Mechanik.  Die  Eigenschaften  der  Gase  müssen  erst  in  sie 
eingeführt  werden. 
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Ferner  ist  zu  bemerken,  dass  die  Function  Q  ganz  und  gar  will- 
kürlich ist,  sie  muss  nur  so  beschaffen  sein,  dass  sich  von  ihr  und 
ihren  Producten  mit  (i,  |',  17',  S'  und  von  ihren  Differentialquotienten 
bestimmte  Mittelwerthe  bilden  lassen.  Aber  gerade  die  Unbestimmtheit, 
dieser  Function  macht  die  obige  Gleichung  so  vielseitig  verwendbar, 
denn  man  kann  nun  andere  und  andere  Werthe  für  sie  annehmen  und 
erhält  neue  und  neue  Beziehungen. 

Um  eine  erste  und  Haupteigenschaft  der  Gase  einzuführen,  setzen 
wir  von  den  Gasen  wie  früher  voraus,  dass  ihre  Theilchen,  wenn  das 
Gas  in  Ruhe  sich  befindet,  nach  allen  möglichen  Richtungen  und 
mit  allen  möglichen  Geschwindigkeiten  unterschiedslos  sich  bewegen; 
sind  dann  |,  f^,  ^  diese  Geschwindigkeiten,  so  haben  wir  hiernach 

3)  l  =  ^=y=o. 

Wenn  aber  das  Gas  als  solches  eine  Bewegung  hat,  deren  Compo- 
nenten  u,  v,  w  darstellen,  so  sind  in  jedem  Moment  die  wirklichen 
Geschwindigkeiten  einer  Molekel 

r  =  1  + «, 

4)  ri'  =  ti  +  V, 

?'=&  +  «>. 
Bilden  wir  hiervon  die  Mittelwerthe,  so  ergiebt  dieses 

öl)  t)'  =  V, 

Weiter  lehrt  aber  die  Gastheorie,  dass  man  für  |,  fl,  ^  auch  dann 
im  Mittel  soll  Null  bekommen,  wenn  man  die  Zeit,  innerhalb  deren  man 
die  Mittel  rechnet,  unmerkbar  klein  annimmt.  Aendem  sich  also  u, 
Vf  w  nicht  selbst  wie  die  Molekularbewegungen,  so  dürfen  wir  ihre 
Mittelwerthe  ihren  momentanen  Werthen  gleich  setzen,  und  dann  wird 

S  =  «*, 

i  =  w. 

Das  erste  Glied  der  Gleichung  I^)  rechts  giebt  nach  Einführung 
der  Werthe  für  |',  ri\  %' 

ox  dy  C0  ^     dx  dy  c  z 


'dT  ■*"  'dy  "^    dz 
Im  zweiten  Gliede  wird 


+  q\ 
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dQ_dQ_dQ      dQ_dQdQ      dQ  ^dQ  ^  dQ 
d^'~  di~  du'    dfi'^df).      dv'    8g'        8S         dw' 

weil  ja  I,  1),  g  und  |',  ij',  g'  immer  in  der  Verbindung  zu  |'  =  |  -{-  m,  ij' 
=:i2-l-v,  g'  =  g  +  M>  enthalten  sind.     Somit  bekommen  wir 

Einer  früheren  Schreibweise  zufolge  setzen  wir  allgemein 


dq        da    ,        da    .        dq    .        dq 

dt        dt  öx  cy  dz 


und  erhalten 


\8a;  dy  dz   /  \     du  dv  o  w/ 


+  1^ 


Dt 


Die  Schwierigkeit  der  Anwendung  dieser  Gleichung  beruht  darin, 

dass  wir  das  Glied  -=—  nicht  allgemein  zu  bestimmen  vermögen.    Wir 

führen  daher  erst  solche  Eigenschaften  der  Gase  ein,  die  durch  die 
Stösse  der  Molekeln  überhaupt  keine  Aenderung  erfahren.  Dahin  ge- 
hört 1.  die  Masse,  die  bei  allen  Vorgängen  und  überhaupt  bei  allen 
Substanzen  weder  vermehrt,  noch  vermindert  werden  kann;  2.  die 
mittlere  Bewegung  der  Molekeln  als  solcher  ohne  Rücksicht  auf  die 
sonstige  Bewegung  des  Gases;  3.  die  mittlere  lebendige  Kraft  der 
reinen  Molekularbewegung. 

Zu  2.  und  3.  ist  aber  noch  etwas  Besonderes  zu  bemerken.  Wenn 
nämlich  Aenderungen  in  der  durch  u,  v,  w  charakterisirten  Bewegung 
nicht  plötzlich  vorfallen,  nehmen  wir  an  und  dürfen  das  thun,  dass» 
ehe  ein  merkliches  Anwachsen  oder  Abfallen  der  u,  v,  w  eingetreten 
ist,  schon  eine  Anzahl  von  Zusammenstössen  zwischen  den  Molekeln 
stattgefunden  haben.  Davon  ist  die  Folge,  dass  nicht  allein  |,  tj,  £  und 
|2   -|-    j^2   _[_  g2    unverändert    durch    Stösse    bleiben,    sondern    auch 

S'>  V'i  5'j  S'^  +  V'^  +  S'^>  wenigstens  bis  zu  einem  gewissen  Grade, 
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so  dass  die  Aenderungen  dieser  Grössen,  wo  wir  sie  zu  ermitteln  haben, 
klein  ausfallen  werden. 

1.  Sei  also   Q  =  M  gleich  der  Masse  irgend  eines  Theiles  des 

Gases,  dann  ist  also  ilf  gänzlich  unveränderlich,  folglich  —77-  =  0,]u.  s.  f. 

az 

Die  Gleichung  geht  dann  über  in 

"^)  it^-f'Kd-x  +  d-x  +  wj)- 

Das  ist  nichts  anderes  als  die  Continuitätsbedingang,  die  wir  schon 
unter  2)  im  vorigen  Abschnitte  kennen  gelernt  haben  und  wie  man 
sieht,  besagt  sie  auch  nichts  anderes  als  diese  Continuitätsbedingung. 
Vermöge  der  Gleichungen  unter  5i)  kann  man  auch  schreiben 

dt  ^XoxdyozJ 

Wir  können  jetzt  in  der  Gleichung  I2)  das  mit  Q  multiplicirte 
Glied  fortlassen  und  erhalten  so 

^'    '^  di  \   dx     ^     dy     ^     de   )  ^  ^\     du 

cv  dwj        ^  Dt 

2.  Wir  nehmen  nun  der  Reihe  nach  Q  ==  |',  ri',  J;'.  Sind  die  Compo- 
nenten  u,  v,  w  vm,  Yerhältniss  zu  den  |,  i^f  i  nicht  zu  gross  und  gehen 
ihre  etwaigen  Veränderungen  nicht  plötzlich  vor  sich,  so  haben  wir  also 

Dt  Dt  Dt 

Nun  ist  aber  für  Q  =  ^' 


du        du         du        du        du 
weil  I  von  u  nicht  abhängen  kann,  und 

^  =  ili  =  ^  =  ^  =  0 

dv         dv         dw        dw 

und  ähnlich  verhält  es  sich,  wenn  für  Q  die  anderen  Gomponenten  ge- 
setzt werden;  hiernach  bekommen  wir,  indem  auch 


dr 

du 

dri'  dv 

dt;        dw 

dt 

dt' 

dt          dt' 

dt         dt 

sein  muss,  weil  ja  5  ==  ^  =  5  =  0  ist 
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a^  —  iiX  —  ^'1  —  ^^  -  ^^^'^ 

^  dt        ^  dx  dy  dz    ' 

TTT  ^     ,,^^  —  „V        ^^^         8fA??        d^iTl 

dt  dx  dy  'dz 

Diese  Gleichungen  fallen  mit  den  früher  unter  1)  in  Ahschnitt  38 
gegehenen  Gleichungen  für  ein  Gas  zusammen,  wenn  wir  die  Druck- 
componenten  definiren  durch 

Da  wir  beispielsweise  haben 

[f = Kl  + «)  =  ^-\-f: 

und  u,  während  |  alle  möglichen  Beträge  annimmt,  sich  wie  unver- 
änderlich verhalten  soll,  so  wird,  weil  |  =  0  sein  soll 

fr  =  1^  u.  8.  f. 

Unter  diesen  Umständen  ist 

'^  dt~'^  dx  dy  de   ' 

TTT^     „<^*_..  V       ^^'^        ^f^'^        ^^^ 

^^    ^  dt        ^  dx  dy  dz 


und 


'^  d«  —  f^  dx  dy  dz 


IV,) 


Yy=nrj^ 

Xv  =  ft  s^  =  r, 

Z„  =  ft§|  =  X, 

woselbst  wir  hiernach  unter  i,  r),  t  beliebig  nur  die  Molekular- 
geschwindigkeiten oder  diese  vermehrt  um  die  Geschwindigkeiten  der 
sonstigen  Bewegung  des  Gases  verstehen  können. 


XJ 
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Wir  können  die  Gleichungen  unter  III2)  benutzen,  um  aus  der 
Hauptgleichung  die  Eraftcomponenten  X,  Y,  Z  zu  eliminiren.  Wir 
erhalten 


^  ^  Dt 

'^  V'  dt  ~^     dx     '^     dy     ^     dz  J  du 

'^  V  dt  '^     dx     "^     dy     "^     djs  J  dv 

/    ^       djnl       dj^       djiVx  8Ö 
'^  V    dt  '^    dx     '^     dy     ^     dz  )  dw' 

Die  Gleichung  kann  noch  in  sehr  verschiedener  Weise  geschrieben 
werden.  Betrachten  wir  nämlich  Q  in  seiner  Eigenschaft  als  Function 
von  u,  V,  w  und  bezeichnen  es  dann  mit  Q{u,  v,  w)^  so  ist 

dQ /dQ\  d  Q(u,v,  w)  du        dQ{u,v,w)dv 

dt         \dt)u,v,%o,  du  dt  dv  dt 

d  Q(Uj  V,  w)  dw 
dw  dt 

und  hier  bedeutet  bei  \-t7)  der  Index  u,  v,  w,  dass  bei  der  Bildung 

von  (-rr)  ^^  ^»  ^1  ^  wie  Constanten  zu  behandeln  sind. 

\at  /u^  „^  fp 

Also  haben  wir  auch 

T  ^     a  {^\  _  ,.  M  —  _  fMI  4.  ^Ä    ,     M^\ 

'    '^\dtj„,„,„        ^  Dt~        \   dx     ^     dy     '^     du  ) 

'•'  V  8»     "*"     dy     "^     dz  )du 

,    /8ÖI  j_  ^f*^   .    ^ÖÄ ^ 
\   8a;  8y  8^;  /8t; 

,    (dHl   ,    8ftR        8ft£\  g^ 

"^  \   8a;     "•"     8j^  ,  8«  /8w 

und  in  noch  anderer  Anordnung 
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^82^8«^^   '  ^  \ö  y  dw  ^  d  e  d  vj  ^  ^^  \d  e  d  u 

■      ,     d_dQ 
d  X  dw^ 

3.    Sei  endlich  $  =  |'*  +•  ij'*  +  S'*.     Unter  den  angegebenen 

2)0 
Bedingungen  für  «,  v,  w  haben  wir  -r=^  =  0,  es.ist  aber 

I'«  _|_  n'i  +  g'2  =  «2  +  t;2  +  «,8  +  §a  ^_  ^2  _(_  ga  _^  2(1«  +  i?t;  +  gw), 
also  indem  wir  uns  an  die  Form  unter  Ig)  halten,  weil 


ist 


^=2«,     ^  =  2«,      -!£  =  2«;. 
8 «  8v  Sw 

Aus  den  letzteren  drei  Gleichungen  folgt  beispielsweise 


+  2|ij»  +  2|g«;  +•  |(m2  +  »2  +  «)«)— 2|2„_2|ij»— 2|g«;, 


=  1(1^  +  »/*  +  r^), 

weil  wieder  |  =  0  u.  s.  f.  ist.     Hiernach  wird 


^'^    ^  dt di 


2(1 


d.(vn{^^  +  r,>  +  to)      d(iU^^  +  n^  +  t^)^ 

dy  dz 

^    8x^^    dy^  ^    dz^  ^^\dy  ^  dx) 


+  ''H87  +  8i;)  +  ^H8^  +  87)r 

Beachtet  man  die  Gleichungen  unter  iy2)}  so  können  die  Glieder 
in  der  zweiten  Zeile  auch  geschrieben  werden 
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—  2 


du  dv        y  d^  j_  ^   /8«*    ,8  t; 


dx 


+  X 


dy 


dg 


d_v\ 

dx) 


•  (l7  +  li)+^(: 


dw    .    du 


*  *öa;  "^  dg 


)i 


Indem  wir  aber  hierin  für  X«,  Yy,  Yg  ihre  Werthe  ans  ihren 
mechanischen  DefinitionsgleicLungen  eintragen,  gehen  die  drei  ersten 
Glieder  über  in 


2  J 


i-^  fe  +  8^  +  87)  +  ^nfe)  +  W  +  ^ 


dy 
-29'( 


8« 


C^)'] 


oder  in 


i    d_v        dw^^ 
dx  '^  dy  '^  dg 


+  ^4(l?)'+0*+'" 


(£        ,  ., 

[[i  dt  IXdxJ        \dyj        dg 

Die  mit  Xy,  Y«,  Zx  multiplicirten  aber  geben 

r/dt;        8«Y       /e«;        dtiY^  ^8« 
^  \\dx  '^  dy)  ^  \dy  ^  de 

Also  hätten  vir  auch 


dw^^ 

dg         ex 


n 


Ul"  +  1?*  +  S*)       i>  ä(i 

dt                   ft2  d< 

1    1 
(i  1 

f        1  diiHI'  +  V^  +  t')       1 
l        2                8a;                     2 

1   ö  **  g  (1^  +  1?»  +  £*) 

1 8f*'?(i^  +  'j*  +  e^) 


8y 


de 


+  2e 


Ki 


11)*+ 


\dy)  .^  \de)  \  (i^    \dt) 


w        8«(?^^ 
i^        8  a: 


:)■]) 


.8  2/    '    cz^ 

Beachtet  man  nnn  noch ,  dass  für  ideale  Gase  j)  =  Jo^  ist ,  so 
ergiebt  die  Yergleichnng  mit  der  Formel  21)  im  yoraufgehenden  Ab* 
schnitte,  dass  diese  ihr  ganz  und  gar  entspricht,  wenn  man  setzt 


VIi) 


2(^'  +  '?'  +  §')  =  «^«»^. 

t8ö- 


-  I  ;t|(l*  + »?'  +  S*)  =  *  g^>  -  2  '*''(^'  +  »i*  +  S'O 


-  d^ 


r  e^ö' 


=  *8];'-2'*^(^'+'''  +  ^'>  =  ''8. 


Gelten    diese   Beziehungen,   so    haben    wir    auch    die    fünfte   Haupt- 
gleichung für  die  Bewegung  der  Gase  wiedergefunden. 
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Die  erste  dieser  Beziehnngen  ist  uns  bereits  geläufig,  sie  ent- 
spricht ganz  und  gar  der  Annahme,  die  wir  über  den  Zusammenhang 
zwischen  Temperatur  und  lebendiger  Kraft  der  Molekularbewegung 
idealer  Gase  gemacht  haben  (insbesondere  Abschnitt  30). 

Die  folgenden  Beziehungen  scheinen  weniger  leicht  verständlich 
zu  sein.  Es  ist  aber  zu  beachten,  dass  zufolge  der  F o uri er ^ sehen 
Theorie  der  Wärmebewegung  die 

-  d^  -  d^  -  dd" 

0  X  0  y  c  z 

die  Componenten  der  Wärmeströmung  in  Richtung  der  Coordinaten- 
axen  darstellen,  bezeichnen  wir  diese  Componenten  mit  Cixt  Q.yi  Q.z,  so 
wird  hiernach 


via)    3.  =  2  Kl*  +  r-\-  t%     iy  =  :^V{^^  +  r  +  S»)- 


Wenn  keine  Wärmebewegung  stattfindet,  wird  man  die  rechts 
stehenden  Grössen  schon  deshalb  gleich  Null  zu  setzen  haben,  weil  der 
eine  Factor  nur  positive  Beträge  annehmen  kann,  während  der  andere 
Factor  positive  und  negative  in  gleichem  Maasse  besitzt.  Findet 
Wärmeströmung  statt,  so  ist  dieses  also  nicht  zulässig.  In  der  That 
findet  dann  auch  der  Transport  von  Molekularenergie  nach  einer 
Richtung  vornehmlich  statt,  nach  derjenigen,  wohin  die  Wärme- 
bewegung geht. 

Das  steht  also  jedenfalls  fest;  wir  können  auf  dem  hier  ein- 
geschlagenen Wege  Gleichungen  ableiten,  die  mit  den  aus  rein 
mechanischen  und  thermodynamischen  Erwägungen  ermittelten  in  der 
Form  übereinstimmen,  und  in  der  Verbindung  der  mechanischen  und 
thermischen  Grössen  mit  den  kinetischen  braucht  ein  Widerspruch  nicht 
zu  bestehen. 

Indessen  ist  noch  nicht  viel  gewonnen,  wenn  es  nicht  gelingt,  für 
die  Mittelwerthe  Ausdrücke  durch  die  bekannten  Grössen  zu  erlangen. 
Maxwell  hat  nachgewiesen,  dass  das  in  der  That  möglich  ist,  aller- 
dings unter  einer  besonderen  Voraussetzung,  von  der  nachher  die  Rede 
sein  soll.    Der  Grundgedanke  besteht  darin,  dass  er  zeigt,  wie  sich  die 

Function  -=-:  von  diesen  Grössen  einmal  durch  die  bekannten  Grössen 

und  dann  auch  durch  diese  Grössen    selbst   darstellen    lässt.      Durch 
Gleichsetzung  erhält  er  dann  diese  gesuchten  Grössen. 
Wir  brauchen  nur 


Dt  '       Dt   '  Dt 

zu  bilden,  die  anderen  entsprechenden  sind  durch  Vertauschung  der 
Buchstaben  zu  erhalten. 
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4.  Also  wir  setzen 

§  =  r"  =  I*  +  2|«  +  M«,  P  =  2m, 

0  u 

somit  nach  I5) 

VIL)     uMf  =  „^  +  liii!+8ME  +  MI* 
»^x;     f»    ^^         '^  dt   ^     dx     ^      dy     ^      de 

5.  Sodann 

Q  =  i'n'  =  |i?  +  |f  +  17«  +  MV,  P  =  12  +  »,  P  =  1  +  M, 

also 

^— .,    ^_ 

und 


VIII,)   ^MV_    M^^8Mtl  +  ^^  +  Mll,„|i8f 

"iiJ     f*     ^^  f*    d<    ^      8a!      ^     dy     ^     de    ^'^^  dx 

+  f»»?^  F;  +  '*^''  fe  +  8^)  +  '^"^  87  +  '^^^  87- 

Wenn  Gase    sich   in  Ruhe   befinden,    ist   mit    sehr   grosser  An- 
näherung 

und  ausserdem 

7)  1^ = :^ = n  =  0 

und  überhaupt  sind  alle  Mittelwerthe  von  Functionen,  in  denen  eine 
Geschwindigkeit  in  ungerader  Potenz  enthalten  ist,  gleich  Null.  Hier- 
von können  wir  in  erster  Näherung  jedenfalls  Gebrauch  machen, 
dann  wird 

^^^'^      Dt    ~    dt   ^    II   dx' 


VIII.)   ^  =  ^(I^  +  P) 

Dt  1^  \cx       dyj 


2)f'(|'3    _L    ^'2      1      g'2) 

6.  Die  Ableitung  von ,      erfordert  mehr  Rech - 

JJ  t 

nung.     Wir  haben 

«  =  (f  +  ^)[(l  +  u)^  +  (V  +  ^Y  +  (S  +  ^n 
=  Kl'  +  ^'-^  +  £')  +  w(w'  +  t''  +  «^') 

+  |(i*2  +  V^  +  W^)  +  u{^^  +  v^+  S') 

+  2t^u  +  2^fiv  +  2|gw;  +  2|m2  _|_  2riuv  +  2gwt<?. 
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Somit  wird 


Q  =  |(|2  +  71^  +  g2)  +  u{u^  +^v^  +  w^  +  u(^^  +  ri^  +  g2) 

Indem  wir  wieder  in  erster  Näherung  alle  Mittelwerthe  mit  un- 
gerader Potenz  der  Geschwindigkeit  fortlassen  und  ^^  =  tf^  =  ^^  an- 
setzen, erhalten  wir 

Q  =  u(u^  +  v^  +  ^^)  +  5«*|«. 
Somit  wird 

P-  =  (3^2  +  t;2  +  w^)  +  5|"2, 

0  u 

-^   ==   2UV,        ;r-^   =   2UW, 

ov  cw 

Weiter  ist,  wiederum   unter   entsprechenden  Yemachlässigungen 

FP  =  P(3w2  +  v2  +  t(;2)  +  hJn^ 

ou 

—  —  80 


lQ  —  2^uw,    ^l^  =  2'^uw. 

GW 

Wenn  die  Bewegung  des  Gases  ak  Ganzes  nicht  zu  heftig  ist, 
dürfen  wir  für  die  Vertheilung  der  molekularen  Geschwindigkeiten 
innerhalb  derselben  das  nämliche  Gesetz  anwenden,  welches  im  Ruhe- 
zustande herrscht.     Demnach  ist 

•\-  CD   •{-  CD    -\-  CO 


00   —.  00    —  00 


7C 

Die  Integrationen  nach  r\  und  5  ergeben  — ,  es  bleibt  also 

+  00 


00 


und  dieses  ist  nach  den  Gleichungen  auf  Seite  139 

V«   \«V  2*  2!  '  4«*         3 

Nun  ist  aber  ■<^'^  ■=  %  %^,  also  wird 

Femer  haben  wir 


(V>2) 


.2 
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+  00    +00    +00 


|2,,a  =  ^  *  y    [ff  ^^fi^e-^ii^+'^+i^dldn  dt, 


—  00    —  00  -—  00 
+   00   +  00 


^fcy   f    f  |«ij«e-"(«'+'rtd|di2. 


—  00   00 


Da  nun  die  |,  r^  von  einander  unabhängig  sind,  haben  wir 

+   00  +00 


QO  00 


woraus  folgt 

Hiemach  können  wir  |  Q  auch  schreiben 

Ig  =  sf«  p  +  |-a  :^2  ^_  |ä  gi  =  5|ä  |i. 

Demnach  fallen  in  der  Gleichung  Je)  die  zweite,  dritte  und  vierte 
Zeile  ganz  fort.  In  der  ersten  Zeile  aber  ist  unter  gleicher  Vernach- 
lässigung 


/dQ\        ^ 
\dt  /  ttj  v,  vf 


d(3|'  +  i;'  +  §2)  d|a 


Alles  zusammen  erhalten  wir: 


^^*)  ** ^1 öft«-^  +  f*  (^1» g^^ 

da  die  sechste  Zeile  wieder  zu  vemachlässigen  ist;  also  indem  wieder 


gesetzt  wird 


d^ 


8^ 


Weinstein,  Thermodynamik.  \g 
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Indem  nun    zufolge  VII2)    und    VIII2)    und    der    entsprechenden 
Gleichungen  für  die  anderen  Geschwindigkeiten 

.P_  _ 

dt  (i      dx  Dt 

dv    ,    du\  ^    Bfr^ 


[i       \d  X        dz)  Dt 

ist,  geht  die  obige  Gleichung  über  in 


äi. 


Die  beiden  ersten  Glieder  rechts  können  wir  noch  fortlassen,  denn 
bei  gleicher  Vernachlässigung  giebt  Vi) 

dt  \     0  X  0  y  0  zj 

das  ist 


d^- 


dt  ^  \d X        cy        ö  zJ 

auf  welche  Gleichung  wir  übrigens  bald  zurückzukommen  haben.     Zu- 
letzt ist  also 

(i      ex 
Uebrigens  ersieht  man  aus  dieser  Gleichung,  dass  man 

Dt 
auch  berechnen  kann,  sobald  dieses  mit  den  anderen  Grössen 

Df^       DJ^ 
Dt  '        Dt 

u.  s.  f.  der  Fall  ist,  man  braucht  also  nur  diese  letzteren  zu  kennen. 
Es  verdient  hervorgehoben  zu  werden,  dass,  weil 
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z  _  - -r Du^  _  Dv^ Dw^ Duv  _  Bvw Bwu 

^  —  '^  —  ^—    Dt   '~   Dt   ~   Dt  ~'Wr^lDT~   Dt   ~^ 

sein  mnss,  man 

BT'      ^      ^      D|Y      DVF      Df? 
Bf      Bf      Bf       Bt  '       Bt  '       Bt 

mit 

dF    d'^    i>T'    dJv    ^vl    ^ 

Bf      Bf     Bf      Bt  '      Bt  *      Bt 
vertauschen  darf.     Für 


Bt 

u.  s.  f.  ist  eine  solche  Yertanschung  nicht  zulässig. 

Wie  bemerkt,  leitet  Maxwell  nunmehr  neue  Werthe  für  die 
gleichen  Veränderungen  der  betreffenden  Grössen  mit  der  Zeit  als 
Functionen  dieser  Veränderungen  selbst  ab.  Dazu  gelangt  er  durch 
Betrachtung  der  Vorgänge  beim  Zusammenstossen  von  Molekeln.  Da 
uns  aber  diese  Vorgänge  an  sich  unbekannt  sind,  macht  er  eine  Hypo- 
these über  die  Wirkung  von  Molekel  zu  Molekel  überhaupt.  Diese 
Hypothese  ist  sehr  specieller  Art  und  hat  am  meisten  Schwierigkeiten 
geboten.  Nach  ihr  sollen  sich  nämlich  die  Molekeln  umgekehrt  pro- 
portional der  fünften  Potenz  der  Entfernung  gegenseitig  abstossen. 
Ich  folge  den  bewunderungswürdigen  Rechnungen,  die  Maxwell  auf 
Grund  dieser  Hypothese  ausführt,  nicht,  verweise  wegen  derselben  viel- 
mehr auf  die  im  Eingang  dieses  Abschnittes  erwähnte  Darstellung,  die 
Gustav  Eirchhoff  von  derselben  gegeben  hat.  Angesicht s  der  grossen 
Unsicherheit,  in  der  wir  uns  auf  diesem  Gebiete  befinden,  ist  es  viel- 
leicht gestattet,  eine  Hypothese  durch  eine  andere  zu  ersetzen.  Da 
nämlich  die  gesuchten  Veränderungen  jedenfalls  sehr  klein  sein  müssen, 
wenn  nicht  etwa  die  äusseren  Einflüsse  stark  sind  und  stark  variiren, 
so  liegt  es  nahe,  sie  mit  den  Grössen  selbst  in  Verbindung  zu  bringen.    Bei 

den  Grössen  Tv*  ^*  s*  ^*  ^^^  ^^^  keine  Schwierigkeit,  diese  Grössen  sind 
selbst  sehr  klein,  man  wird  ihnen  deshalb  ihre  Aenderungen  proportional 
setzen.  Und  da  diese  durch  Stosswirkungen  entstehenden  Aenderungen 
unter  sonst  gleichen  Umständen  mit  der  Zahl  der  dabei  betheiligten 
Molekeln  und  ihrer  Wucht  zunehmen  müssen,  wird  man  sie  auch  pro- 
portional der  Zahl  der  Molekeln  in  der  Raumeinheit  und  der  Masse  der 
Molekeln,  also  überhaupt  proportional  der  Dichte  des  Gases  annehmen. 
Hiemach  setzen  wir 


Bt     ^    Bt    ^"'*^^' 


19* 
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so  das8  die  Yeränderungen  verschwinden,  wenn  die  Grössen  selbst  ver- 

schwunden  sind.     Bei  -jrj-  u.  s.  f.,  welche  auch  sehr  kleine  Beträge 

haben  sollen,  ist  nicht  von  vornherein  klar,  welchen  Functionen  sie 
proportional  zu  setzen  sind.  Bedenkt  man  aber,  dass  mit  sehr  grosser 
Annäherung 


und 


I'  +  ij»  +  5«  =  3  |- 

r 


|2  =  ^2  =   g2   =  ^ 


ist,  so  bieten  sich  die  Functionen 


I«  +  i|>  +  g«  —  3S»,  I»  +  ,,»  +  gü  _  3ri\  |a  ^  ,,«  +  g«  -  3g» 
fast  von  selbst  dar.     Wir  setzen  also 


^  =  ^  =  bf  (I»  +  i?*  +  g*  —  31»), 

Ti  n*^  7)  172  

n  pä         1)7«  — 

-^  =  37  =  ^c(^'  +  n'  +  t'-  3g»). 

Gleichungen  derselben  Art  sind  es  aber,  zu  denen  Maxwell  auf 
Grund  seiner  Hypothese  von  der  Kraftwirkung  zwischen  den  Molekeln 

gelangt,  f&r  die     -^ ,     u.  s.  f.  stimmen  sie  der  Form  nach  genau  mit 

U  t 

diesen  überein,  für  in  so  fem  nicht,  als  die  Proportionalität  für 

^2  _[_  g2  —  2 12  angegeben  wird,  was  aber  offenbar  dasselbe  ist,  wie 
das  Obige.  Darin  jedoch  besteht  —  abgesehen  von  der  Anschaulich- 
keit der  Max weir sehen  Hypothese  —  ein  Unterschied,  der  aber,  wie 
wir  bald  sehen  werden,  nur  scheinbar  ist,  dass  nämlich  die  Max- 
well'sehe  Theorie  sogleich  auch  zwischen  den  Constanten  a  und  b  eine 
Beziehung  ergiebt,  nämlich 

.  1 

b  =  -3a, 

so  dass  sie  nur  eine  Gonstante  enthält.  Wir  haben  nun  zufolge 
VII)  bis  IX) 
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^  ^  V  36f*  dx)         36f*  dt  ' 


d^ 
2     dv\        _J ft 


'^      ^  fi  \  SbiidzJ         Sh  (i  dt  ' 

j— p     /du        d  v\ 

—r  __     p     /dv        dw\ 
^^~  aii(i\dz  "^  dyj' 

aftft  \dx  "^  Ö^/ 

Um  auch  für  die  folgenden  drei  Grössen  Mittelwerthe  zu  erlangen, 
beachtet  man  erst,  dass  wegen  der  bereits  gegebenen  Gleichung 

r(r^  +  V"  +  r^)  =  H^'  +  n'  +P)  +  u(u^  +  v^  +  w^) 

+  ^d'  +  V^  +  D  +  2|%  +  2fnv  +  2jlw 


D^  ""  D^  '^  Dt 

Dfä  dI^  D|T 


ist,    woselbst   noch    das   zweite    Glied   fortf&Ut,    weil   |^  +  ^^  +  5^ 
sich    durch    die    Molekularstösse   nicht   ändern   soll.      Wiederum    ist 

l(f*  ~\~  V^  -\~  £^)  ßi'^ö  kleine  Grösse,  bleiben  wir  im  Rahmen  unserer 
bisherigen  Annahmen,  so  werden  wir  also  setzen 


,„.)  5i(ii±|i+i2  =.  .,{({■  + ,.  +  n  ^'"^' +  ,"'  +  » 


=  t^ii({'  +  ,>  +  5«),  '>t(i' +  n' +  i') ^ ,,,( (|. 4. ,.  +  f.). 

Auch  das  entspricht  der  MaxwelP  sehen  Berechnung  aus  seiner 
Hypothese,  nur  dass  bei  ihm  wieder  die  Gonstante  c  durch  a  bestimmt 
ist,  es  ist 

c  =  +  3  a. 
Vergleichen  wir  nunmehr  die  Beziehung 
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IO2)  ^^^  =  C^l(l'  +  ^^  +  g^)  +  2  t*  ^ 

mit  der  unter  IX3)  gegebenen,  so  folgen  sofort  die  Gleichungen 


H^'  +  v'  +  i')  =  - 


Xg)    v^'  +  n'  +  t')  =  — 


1; 

i> 

^ 

u 

^ 

5 

P 

ft 

^ 

f; 

i> 

ft 

'     '  '  (IC    \       (log 

« 

Die  Gleichungen  unter  X)  stellen  die  in  zweiter  Annäherung  für  die 
betreffenden  Grössen  gerechneten  Werthe  dar,  nachdem  in  erster  An- 
näherung far  |2^  ^2^  ga  der  Werth  — ,  für  die  anderen  0  angenommen  war. 

Es  soll  nun  gezeigt  werden,  wie  man  auch  zu  der  Maxwell'- 
sehen  Beziehung  zwischen  den  Proportionalitätsfactoren  gelangen  kann. 
Zunächst  zu  der  zwischen  a  und  b;  nämlich  es  ist 


1'?  =  j[(i  +  v)*-(^  —  vn 


also  auch 


Dt  4:  Dt  4:  Dt  4:  Dt 

Grössen  nun  wie  (|  -(-  rj)^  und  (|  —  fj)^  unterscheiden  sich  in 
ihrem  Verhalten  bei  Gasen  in  keiner  Weise  von  Grössen  wie  |2  oder 
rj^  oder  ^K  Sie  durchlaufen  genau  das  nämliche  Gebiet  von  Werthen 
zwischen  —  co  und  +  Qo ,  sie  nehmen,  wie  |  oder  i]  oder  5,  jeden  der 
Werthe  und  in  gleicher  Weise  positiv  wie  negativ  an.  Das  Max- 
well'sehe  Gesetz  für  die  Vertheilung  der  Geschwindigkeiten  lehrt 
denn  auch,  dass  beispielsweise 


ist,  wenn  das  Gas  sich  in  Ruhe  befindet.  Bewegt  sich  das  Gas,  so 
wird  das  nicht  genau  zutreffen,  aber  da  wir  uns  hier  mit  Näherungs- 
rechnungen beschäftigen,  können  wir  Grössen  wie  (|  -|-  rjy  so  be- 
handeln wie  eine  Grösse  2  ^^  oder  2i]^  oder  2  5^.  Gleiches  gilt  von 
(I  —  V)^'    ^^  '^ir  nun  angenommen  haben,  es  sei 
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Bt 
80  ist  hiernach  gleicher  Weise  zu  setzen 


^^y^  =  ;tb[2(|ä  +  7?»  4_  g2)  _  3  (H_  ^)ä], 


^^^J)^  "^^^  =  ;tb[2(l*  +  n'  +  t')  -  s^-vn 


Also  wird 


Dieselbe  Grösse  ist  aber  auch  und  da  dieses  a  1 1^  sein  sollte, 

haben  wir 

a  =  —  3  b. 

Das  ist  aber  die  erste  MaxwelTsche  Gleichung  zwischen  a  und  b. 
Ferner  haben  wir 


DKI^  +  v^  +  n  _  /D[ci(^'  -\-  n'  H-il  +  U? 


=( 


4  V  4al>Dt 


i>[a(l^  +»?^  +  e*)  — H] 


■> 


Wenn  nun  a  und  l)  stets  positive  oder  stets  negative  Grössen  sind, 
worunter  a  eine  Zahl,  b  eine  Geschwindigkeit  sein  muss,  so  verhält 
sich  ö(|^  +  ^^  +  5^)  +  ^1  nicht  anders  wie  die  Grösse  b|,  ver- 
mehrt um  eine  stets  positive  oder  stets  negative  und  unveränderliche 
Grösse.  Hieraus  aber  können  wir  in  ähnlicher  Weise  wie  im  vorigen 
Falle  schliessen,  dass  wenigstens  c  dem  a  proportional  sein  muss.  Nun- 
mehr ergiebt  sich: 

Macht  man  die  einzige  Hypothese,  dass  die  durch  Zusammen- 
fltösse  von  Molekeln  bedingte  Aenderung  des  mittleren  Quadrates  einer 
linearen  Function  a^  -\-  bi]  -{-  c^  -\-  d  der  Geschwindigkeiten  gleich  ist 


11)  ^^-^'  +  ^'^+  '^^'  +  '^'  =  ^b  [^a^  +  l>^  +  c^^WT¥T¥) 

80  ist 

a  =  —  3  b, 

c  proportional  a  und  b. 

Namentlich  auf  die  erstere  Beziehung  muss  besonderer  Werth  gelegt 
werden,  und  diese  ist  zweifelsohne  mit    grosser  Annäherung  richtig. 
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Noch  weiteres  Vordringen  erfordert  Untersuchung  der  molekularen 
Vorgänge,  worauf  ich  später  zurückkomme.  Ich  bemerke  nur,  dass  die 
beiden  Max  well' sehen  Grleichungen 

0  =  —  3  6, 

C  =  —  2b=  +  3  0 

der  Erfahrung  gegenüber  sich  sehr  verschieden  verhalten,  die  erstere 
hat  sich  wenigstens  für  einatomige  Gase  bewahrheitet,  die  zweite  aber 
nicht.    Wir  haben  aber  nunmehr,  indem  mit  j  eine  Zahl  bezeichnet  und 

c  =  —  jb 

gesetzt  wird,  indem  femer  die  in  erster  Näherung  richtige  Gleichung 
unter  V2')  beachtet  wird 

PS   —  ^^  —  ^       36  ^  aa:  ^  9b    ft   \dx  '^  dy'^  dz)' 

2    p   d  V         2    p   /du        dv        dw 


_L  A  ^  /8j*  _4_  £i?    ,    ^\ 


-7-        __  2pdw.2pßu.dv.    dw\ 


F"        ^  \    p   /du    .    dv\        __ 

— ^  TT  \        P      /d  V       .       dw\  rr 

z-u         ^  1    p   (dw    .    du\        ^ 


ft|(|*  +  »?ä  +  e»)  =  2;t2«  =  —  -T 


5     jp        fi 


j  6  (t    8«  ' 
5    i>       ft 


fti?(l^  +  ^^  +  e^)  =  2^3,=  -^-^^, 


5    j)       ft 


Dass  diese  Gleichungen  selbst  als  Ergebniss  einer  Näherungs- 
rechnung nur  für  einatomige  Gase  gelten,  erhellt  aus  der  mehrmaligen 
Anwendung  der  Gleichung  unter  V^').     Diese  Gleichung  war  nämlich 

xr /x     «  V^     ,    r.     (du    ,    dv    ,    dw\ 
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Zufolge  derContiiiaitätsgleichung  aber  ist  der  Factor  yon  2  p  gleich 

1    d^ 


also  wird 


d^ 


^  9     i^     ^^    _0 


woraus  folgt 


dt  ^^   dt 

diw)  dv 


oder  nach  dem  Boyle-Gay-Lussac' sehen  Gesetze 

3  p   dv  %'  dv 

''2~'Bdd'~vdd'' 

Nun  folgt  aber  die  Gleichung  V2')  aus  der  allgemeinen  Gleichung 
Vi),  indem  wir  daselbst  rechts  nichts  weiter  behielten  als  die  Glieder, 

die  mit  |^,  17  ^  t^  multiplicirt  waren,  und  in  diesen  auch  noch  näherungs- 
weise setzten 

das  heisst,  wir  haben  einen  adiabatischen  Vorgang  ohne  Temperatuv- 
bewegung  und  ohne  Reibung  in  Rechnung  gezogen.  Also  sind  d  v  und 
dd"  die  in  Abschnitt  34  für  adiabatische  Vorgänge  mit  (dv),  (dd')  be- 
zeichneten Aenderungen  und  folglich  haben  wir  gemäss  12)  in  diesem 

Abschnitte 

dv         (dv)  vC 


Also  wird 


oder 


das  heisst 


dd'        (d^)  Bd^ 

^  2        B' 


l  —  ^^  1 
3  ""  c„ 


Cp   ^^  ö 
c7  ""  3 


Diese  Bedingung  ist  aber  nur  erfüllt  für  einatomige  Gase,  also 
gelten  auch  die  Gleichungen  XI)  nur  für  einatomige  Gase.  Ausserdem 
ist  zu  beachten,  dass  diese  Gleichungen  nur  Näherungsgleichungen 
darstellen,  sie  sind  nach  den  Gleichungen 

^  =  j),  jT^  ==  p,  ^=p,  jij^  =  0,  iiri^  =  0,  JiJl  =  0, 

üx  =  0,  qy  =  0,  qg  =  0 

die  nächste  Näherung.  Die  erste  Näherung  trägt  der  durch  die  Be- 
wegung entstehenden  Reibung  und  dadurch  bedingten  Wärmebewegung 
keine  Rechnung,  die  zweite  thut  es  zum  Theil. 
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Noch  ergiebt  die  Vergleichung  der  sechs  ersten  Gleichungen  unter 
XI)  mit  dem  entsprechenden  Systeme  unter  4)  in  dem  yoraufgehenden 
Abschnitte 

™»)     ^  =  767'    ^'  =  1^- 

Die  Gleichung  für  (>'  entspricht,  wie  wir  bereits  wissen,  in  der 
That  der  für  einatomige  Gase. 

Nun  hängt  —  nur  von  der  Temperatur  ab,  nicht  vom  Druck  und 

der  Dichte.     Es  ist  also  auch 

Ferner  ist  R  umgekehrt  proportional  dem  Molekulargewicht  des 
Gases.  Also  bekommen  wir,  Alles  zusammengefasst,  den  zuerst  von 
Maxwell  entdeckten  Satz: 

DerBeibungsooefficient  einatomiger  idealerGase  ist  vom 
Druck  und  von  der  Dichte  des  Gases  unabhängig,  ist  ferner 
proportional  der  absoluten  Temperatur  und  unter  gleichen 
Umständen  umgekehrt  proportional  dem  Molekulargewicht. 

Die  Beschränkung  auf  gleiche  Umstände  bezieht  sich  auf  gleiche 

Beschaffenheit  der  Molekeln  (gleiche  Form,  gleiche  Atomzahl  u.  s.  f.). 

Führt  man  in  den  sechs  ersten  Gleichungen  unter  XI)  die  nunmehr 

l    p 
durch   Q   ausgedrückte   Grösse  v-r  —   ein  und  bildet    die  Bewegungs- 

ob  ft 

gleichungen  unter  Uli),  so  folgen  die  früheren  Gleichungen  unter  28) 
im  voraufgehenden  Abschnitte,  woselbst  man  noch,  da  es  sich  um  ein- 
atomige Gase  handelt,  Q*  durch  —  —  ^  zu  ersetzen  hätte.     Doch  ist 

3 

dabei  Q  wie  eine  Constante  behandelt.  Dass  sie  es  nicht  ist,  wissen 
wir  jetzt,  sie  hängt  noch  von  der  Temperatur  ab,  es  hätten  also  die 
Glieder 

dg      dQ      dg 

dx'     dy'     dz' 


welche  gleich 


^\^dx      ^hdy      dhöjs; 


sind,  mit  den  betreffenden  Factoren  multiplicirt ,  noch  berücksichtigt 
werden  müssen.  Die  gewöhnliche  Theorie  thut  das  nicht.  Auch  ist 
dieses  nur  nöthig,  wenn  innerhalb  des  Gases  Temperaturdifferenzen 
vorhanden  sind,  was  freilich  bei  den  meisten  Bewegungsexperimenten 
der  Fall  ist.  Vollständig  haben  wir  also,  wenn  die  in  28)  des  vorigen 
Abschnittes  rechts  schon  enthaltenen  Glieder  mit 
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/     du\         /     dv\         /     dw\ 

V'lih^   {^Tth'   {^Jtl 


'^  dt        \^  dtj»^     Idx       3\dx^dy^deJ} 


bezeichnet  werden: 

d  X 

.    /8m    ,    8  »\  8p    ,    /dw   ,    8m\  8p 
"•"  \8y  "*■  8^y'  8^  "*"  V8«  "^  8ly  8^' 

/8  «    ,    8*p\  8_£        /du       c  y \  8  p 

"^  \8l  "^  8^/  8l  ■*"  \8^  ■'"  8^/  8«' 


^  dt        \    dt)»^     Ide        3  \8a;  ^  8y  ^  8VJ  8 


£ 


+ 


woselbst,  um  es  nochmals  hervorzaheben : 

XII,)     Q  =  §1» 

ist.  Die  Bewegungsgleichungen  werden  dann  freilich  ganz  intractabel. 
Die  Gleichung  Vg)  für  die  Wärmebewegung  geht  unter  Benutzung  der 
Formeln  unter  XI)  über  in 


dt  dx  oy  cz 

^  3  ^\dx^  dy^  dz)        ^\dy^  dx)       ^Kdz'^dy) 


woselbst 


/dw    ,    du\^] 

-^{d-x  +  rz)\^ 


lc'  =  X^ 


gesetzt  ist. 

Sehen  wir  für  einen  Moment  von  allen  Bewegungen  ab,  so  dass 
nur  die  erste  Zeile  stehen  bleibt,  und  beachten,  dass 

ist,  so  wird 
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^  dt~       dx       '^        dy       '^        dz 
Für  diesen  Fall  giebt  aber  die  Theorie  von  Fourier 


^m ,  K'ii) ,  K' 


.  \ 


d^  _     \    d x)  \    dy)    ,       \    dz) 

^''"dT—        8"^~"  "^         dy       ^        dJ~ 
also  haben  wir 


M  =  Z 


und  umgekehrt 


In  der  MaxwelP sehen  Theorie  ist  die  Zahl  J  =  2.  Andere  Theorieen 
geben  andere  Werthe,  wie  wir  bald  sehen  werden.     Jedenfalls  folgt: 

Der  Coefficient  für  innere  Leitung  der  Wärme  ist  bei 
einatomigen  Gasen  unabhängig  von  Druck  und  Dichte,  and 
proportional  der  absoluten  Temperatur.  Ausserdem  ist  der 
Coefficient  proportional  der  specifischen  Wärme  bei  con- 
stantem  Volumen  und  dem  Reibungscoefficienten. 

Indessen  setzt  das  alles  voraus,  dass  die  Grösse  6  eine  wirkliche 
Constante  ist.  Dieses  kann  kaum  zutreffen,  denn,  wenn  die  Molekeln 
beispielsweise  gar  nicht  zusammen stossen ,  sollte  b  gleich  Null  sein, 
und  fast  Null  sollte  es  sein,  wenn  die  Molekeln  sich  sehr  lange  be- 
wegen, ehe  sie  zusammenstossen.  Man  wäre  geneigt,  da  sonst  die 
Häufigkeit  der  Zusammenstösse  in  den  Formeln  gar  nicht  zum  Aus- 
druck kommt,  6  umgekehrt  proportional  der  Bewegungsdauer  anzu- 
nehmen (s.  S.  302). 

Weitere  Näherungen  sind  bis  jetzt  —  soviel  bekannt  —  noch 
nicht  gerechnet  worden. 


40.    Deutung  und  Erweiterung   der  Maxwell 'sehen   Theorie 
der  Gase,  Verhältniss  zur  gewöhnlichen  Theorie. 

Die  wichtigen  Ergebnisse  gelten,  wie  wir  gesehen  haben,  an- 
genähert nur  für  einatomige  Gase.  Wie  die  Rechnungen  und  Hypo- 
thesen zu  ändern  sind,  wenn  es  sich  um  mehratomige  Gase  handelt, 
scheint  leicht  dargethan  werden  zu  können.    Nehmen  wir  beispielsweise 

die  Gleichungen  für  ^^^  go  hatten  wir  aus  VIIi)  bei  Fortlassung  der 
zu  vernachlässigenden  Grössen  ermittelt 

Dt  dt   ■'■  ^   öx 
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and  dann  hatten  wir  noch  die  Hypothese  gemacht 


I>S' 


3 


c)     ^  =  l»ft(|2  +  ^»  +  g«  _  3|»). 
Weiter  hatten  wir 

r 
gesetzt  and 

TZ  du         p  du 
was  wir  als  erste  Näherung  bezeichneten.    Allein  zunächst  ist  jedenfalls 


^^  +  V^  +  t^  =  2E*'9' 
eine  Gleichung,  die  für  alle  idealen  Gase  gilt,   nicht  bloss  für   ein- 
atomige.    Dagegen  ist 

Die  Substitution 


|2    +    ^2    +    g2  =,    3   ^ 

wurde  also  verlangen,  dass 

ist,  eine  Beziehung,  die,  wie  wir  bereits  wissen  (S.  195),  nur  für  ein- 
atomige Gase  besteht.  Soll  nun  aber  doch,  wie  die  Erfahrung  durch- 
aus erwarten  muss,  in  den  Ausdrücken  für  JS^  u.  s.  f.  das  erste  wichtigste 
Glied  j>  sein,  ohne  jeden  Factor,  so  müssen  wir  offenbar  unsere  Hypo- 
these^ ohne  sie  im  Wesen  zu  ändern,  anders  fassen,  und  zwar  haben 

wir,  wie  sofort  zu  sehen  ist,  in  derselben  statt  |^  +  ^^  +  5^^  zu  setzen 
—  •     Alsdann  lautet  diese  Hypothese  also 


^  =  M(a^-3P) 


und  allgemein,  um  auch  u.  s.  f.  zu  erhalten: 

JJ  X 


12) 


B{al'  +  bij'  +  cg'  +  d)*        ..^r,  ,    ,    ^,    ,    ,,,  3p 


Bt 


=  li,\,\{a^  +  b«  +  c^)  — 


+  d»  -  3  (^aH-  bi?  -f  cg  +  ly] 


Das  ist  ganz  unerlässlich ,  und  auch  die  Max  well' sehe  Theorie 
muss  zu  derselben  Beziehung  führen,  wie  übrigens  Boltzmann,  §.  22 
des  ersten  Bandes  seiner  Vorlesungen  über  Gastheorie,  durch  seine 
Formeln  anzudeuten  scheint.     Sonst  erhält  man  eben  in  Xx,   Ty^  Zg 
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nicht  jp  als  erstes  Glied,  sondern  p  multiplicirt  mit  einem  Factor,  der 
nur  bei  einatomigen  Gasen  1,  bei  anderen  nicht  1  ist. 

Eine  wichtige  Folge  der  neuen  Fassung  der  Hypothese  ist  dann 
freilich,  dass 


wird,  also  nicht  mehr  Null  ist.     Indessen  sehe  ich  nicht,  was  diesem 

Ergebnisse  entgegenstehen  sollte.     S^  +  i?^  +  5^    ist    nur    noch    die 
lebendige  Kraft  der  fortschreitenden  Bewegung,  nicht  mehr  die  ganze 
lebendige  Kraft  und  nur  von  letzterer  würden  wir  Unveränderlichkeit 
durch  die  Stösse  verlangen  dürfen. 
Die  obige  Formel  würde  ergeben 


Dt 

oder 


was  wir  bald  zu  benutzen  haben  werden. 

Nunmehr  wäre  also  die  Gleichung  für  |^  [nämlich  VIIi)] 


XV,)     36^(^-|^)  =  §^  +  2| 


d^^    ,    ^^  du 

d  X 


Eigentlich  ist  das  eine  Differentialgleichung  für  £^  und  als  solche 
wird  sie  auch  von  Maxwell  und  Boltzmann  aufgefasst.  Nur  sind 
wir  nicht  in  der  Lage,  diese  Gleichung  zu  integriren,  wenn  nicht  die 
Bewegung  selbst  schon  gegeben  ist,  die  ja  erst  zu  ermitteln  ist.  So 
hätte  man  beispielsweise,  wenn  die  Bewegung  ohne  relative  Unter- 
schiede geschieht,  derartig,  dass  •^—  =  -^r—  =  ;r—  =  0  ist: 
°  0  X        0  y        0  z 


''^{v-^')  = 


dV_ 
dt 


d^^  ....  — 

und  hierin  wäre  -jr-  ein  gewöhnlicher  Differentialquotient  von  |2  nach 

der  Zeit,  und  da  dann  auch  u  und  —  constant  sein  müsste,  hätte  man 

wo  b  eine  neue  Gonstante  bedeutet,  die  für  einatomige  Gase  Null  ist. 
Die  Gleichung  in  etwas  anderer  Form  steht  auch  im  Boltzmann' sehen 
Werke  an  der  angeführten  Stelle,  und  Maxwell  nennt  den  reciproken 
Exponenten,  also 
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XVI) 


Sh  [i 


=  r, 


die  Eelaxationszeit.  Die  Integration  ist  nun  allgemein  nicht  ausführbar, 
also  müsste  man  eigentlich  sagen :  Die  Gleichungen  für  die  Bewegung 
von  Gasen  bestehen  in  den  drei  Gleichungen  unter  III) 


du  _         dXx 


dX. 


y 


8X 


dt        ^  dx  dy  dz 

und    den  entsprechend  gebildeten    für  u  und  v  ferner  den  weiteren 
Gleichungen 


d  —  Xx 


^^')  ^^Kf-^^0  =  -^  +  '^^^ 


du 

d  X 


und  den  entsprechend  gebildeten  für  Yy,  Zgy  Xy,  Yg,  Zx> 
Wir  haben  hiernach 

,  Xx 

\ii  ^  J  dt  ft 


xvn) 


Xx  du 


ä'^" 


\^  ft  /  dt  y^   dy 


d 


Zg  dw 


36^(£_A\  =  ^+2^_    , 
\lL  ft  /  dt  ^   d  z 

^,      Xy         Xxdv     .      Yydu  _,      ^ 

^   IL  IL   dy         iL   dz  ^    ^ 

_^      Zx         Zg  du    .     Xx  dw  _^     ^ 

—  3b/it  —  =  —  ^ ^-=  —  Sh  IL  Xg; 

IL  IL    d  Z  IL    d  X 


—  2ziLk7r-'  =  ^ 

d  X 


Sd 


\  II  J    ,    ^  /Xx  du    ,     Yydv 


dt 


+   2 


(±1 


dx         IL    dy 


+ 


Xx\ 


IL       dx 


—  2CILk:r—    =   V 

dy 


3d 


Vf^  /    .     «  /^x  du    ,     Yydv 


+ 


dt 


Zg  dw\ 

IT  d  zjl 


^    "^KlL     dx^      IL 

^y       \tJ  _ 


dy 


+  5 


IL       dy 


=  2c/itgy, 
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XVII) 


—  2cuAjr—  =  w 


3d 


(f) 


dt 


(X^  du 


+ 


+ 


Z,  dw' 

~ii"dl, 


+  5 


(^ 


(f) 

0  0 


Und  zu  diesen  Gleichungen  gehören  die  anderen  Grleichungen ,  die  wir 
schon  kennen  und  die  ich  bequemer  Uebersicht  wegen  nochmals  hin- 
schreibe : 


XVIII) 


du 
It 

d  V 
It 

dw 
It 

l  d^  

^  dt 


f^ 


f^ 


^ 


=  fiX  — 


=  ^r- 


=  ftZ  — 


d  Xx  d  Xy 


d  X 
dx 

dZx 


1  ^  —  _-  /^ 

u  dt  \ 


dx 

du        d  V 
dx        d  y 


dy 

dYy 

dy 

dZy 

dy 

.    dw 

^  dl 


dX, 
dz 

dz 

dZ^ 
dz 


)■ 


—  f* 


m 


+  X, 


+ 

du 

dx 


2  dt 

dz) 


dz 

+  r 


-^H- 


d  V 


+  Z,^  +  X 


+  Y, 


f 


■C 


dl 
d  V 

dl 


y 


+ 


dw 


) 


VI» 

du 
dy 


( 


+  z 


d  X. 
'dw 
jbx 


^)] 


+  -") 
(5^  + 


8  m 
8^ 


)• 


(f  • »)  =  «• 


Aber  nun  sind  zwei  grundsätzliche  Unterschiede  zwischen  der 
Max  well 'sehen  und  der  gewöhnlichen  Theorie  zu  betonen.  Nämlich 
erstens  die  fünfte  Gleichung  unter  XVIII),  die,  wie  wir 
wissen,  mit  der  entsprechenden  Wärmegleichung  der  ge- 
wöhnlichen Theorie  zu  identificiren  sein  soll,  ist  nur  eine 
Folge  der  drei  Gleichungen  für  die  Druckkräfte,  sie  ist 
einfach  die  Summe  dieser  drei  Gleichungen.  Dass  dieses  in 
der  angegebenen  Form  nicht  zum  Vorschein  kommt,  liegt  lediglich  an 
den  eingeführten  Vernachlässigungen.  Lässt  man  diese  fallen  [vergl. 
VIIi),  13i)  und  die  entsprechenden],  so  giebt  die  bezeichnete  Summe, 
wie  das  ja  gar  nicht  anders  sein  kann,  die  in  Frage  stehende  Gleichung. 
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In  der  gewöhnlichen  Theorie  ist  diese  hervorgehobene  Gleichung  un- 
abhängig von  allen  anderen  Gleichungen,  in  der  Max  well' sehen  Theorie 
nicht,  ihre  selbstständige  Existenz  ist  hier. nur  scheinbar  und,  wie  be- 
merkt, eine  Folge  der  Vernachlässigungen.  Eigentlich  also  hat  diese 
Gleichung  als  besondere  zu  entfallen,  und  es  gehören  zu  den  sechs 
ersten  Gleichungen  unter  XYII)  nur  die  vier  ersten  Gleichungen  und 
die  letzte  Gleichung  unter  XVIII),  so  dass  im  Ganzen,  abgesehen  von 
den  drei  letzten  Gleichungen  unter  XYII),  welche  nur  Definitions- 
gleichungen sind,  11  unabhängige  Gleichungen  vorhanden  sind.  Aber 
wir  haben  12  Grössen, zu  bestimmen,  nämlich  u,  v,  w,  p,  ft,  Xx,  Yy,  Zg, 
Xy,  Yg,  Zx,  ^,  es  fehlt  also  eine  Gleichung,  nämlich  die  zur  Er- 
mittelung der  Temperatur.  Diese  fehlende  Gleichung  kann  aus  der 
Thermodynamik  oder  auch  aus  der  Kinetik  entnommen  werden.  Im 
letzteren  Falle  bedarf  es  also  noch  einer  Gleichung  für  die  Temperatur, 
wozu  etwa  die  genommen  werden  kann 

XVIII')  i  (I^  +  II  +  ^)  =  jc^^  =  B*». 

Zweitens;  die  gewöhnliche  Theorie  giebt  nur  für  die  u,  v, 
w,  fi,  d"  Differentialgleichungen,  dagegen  für  die  Druckkräfte 
bestimmte  Gleichungen.  Bei  der  Maxwell'schen  Theorie  ist 
das  nicht  der  Fall,  diese  giebt  für  alle  Grössen  lediglich 
Differentialgleichungen,  und  diese  Differentialgleichungen 
sind  derartig  mit  einander  verbunden,  dass  sie  nur  gleich- 
zeitig behandelt  werden  können.  Dass  man  mit  Hülfe  von 
Näherungsrechnungen  auch  aus  dieser  Theorie  heraus  zu  bestimmten 
Gleichungen  für  die  Druckkräfte  gelangen  kann,  hat  auf  die  Deutung 
der  Ergebnisse  dieser  Theorie  gar  keinen  Einfluss.  Nach  ihren  Ausgangs- 
betrachtungen kann  diese  Theorie  gar  nicht  zu  anderen  Gleichungen 
gelangen  als  Differentialgleichungen.  Demnach  kann  diese  Max- 
well'sehe  Theorie  mit  der  gewöhnlichen  nur  in  Bezug  auf  besondere 
Probleme  verglichen  werden.  Aus  den  Ermittelungen  mit  Hülfe  der 
durch  Nähernngsrechnungen  erlangten  expliciten  Gleichungen  kann 
kaum  etwas  geschlossen  werden,  denn  die  Integration  ist  nicht  aus- 
geführt, sondern  umgangen,  und  es  können  dabei  für  die  Deutung 
wichtige  Integrationsconstanten  verloren  sein. 

Aach  die  Art,  wie  die  Näherungsrechnungen  geführt  wurden, 
mahnt  sehr  zur  Vorsicht.  Sie  bestanden  zuerst  darin,  dass  man  in  allen 
Gleichungen  rechts  vom  Gleichheitszeichen  Glieder,  welche  eine  un- 
gerade Potenz  der  Geschwindigkeiten  enthielten,  fortliess.  Sodann 
ging  man  von  der  als  unselbstständig  bezeichneten  fünften  Gleichung 
unter  XVIII)  aus,  um  aus  den  Gleichungen  für  die  Druckkräfte  die 
Differentialquotienten  dieser  Druckkräfte  nach  der  Zeit  zu  entfernen.  Da 
diese  Gleichung  nur  die  Summe  der  drei  ersten  Gleichungen  unter 
XVII)  ist,  musste  noch  die  Annahme  gemacht  werden,  dass  sie  für  ge- 
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wisse  Theile,  nämlich  für  diejenigen,  welche  die  Druckkräfte  enthalten, 
dem  Dreifachen  einer  der  drei  Gleichungen  für  die  drei  ersten  Druck- 

X  Y  Z 

componenten  gleichkommt,  indem  man  setzte   — ^  +  — ^  +  —  ent- 

II  ^  ^ 

"X.  Y  Z 

weder  gleich  3  — -^  oder  gleich  3  — ^,  oder  gleich  3  — -'  Alles  dieses 

{L  [l  fl 

sieht  sehr  künstlich  und  anfechtbar  aus,  berührt  jedoch  nicht  die 
Theorie,  sondern  nur  ihre  Anwendung.  Wir  sind  nicht  in  der  Lage, 
die  12  Gleichungen,  von  denen  noch  dazu  10  Differentialgleichungen 
sind,  zu  behandeln  und  zu  integrirten  Gleichungen  zu  führen,  und 
darum  sind  wir  gezwungen,  Näherungsrechnungen  anzustellen,  deren 
Resultate,  wie  ja  bei  Näherungsrechnungen  immer,  ungenau  und  zweifel- 
haft sind. 

Wiewohl  hiernach  den  Ergebnissen  aus  den  Näherungsrechnungen 
theoretisch  kein  hoher  Werth  beizumessen  ist,  können  sie  immerhin  zu 
erster  Orientirung  dienlich  sein.  Wir  gehen  dabei  auch  für  mehr- 
atomige Gase  am  zweckmässigsten  von  den  ursprünglichen  Gleichungen 

für  die  |^  u.  s.  f.  aus. 

Bei  einatomigen  Gasen  konnte  man,  wenn  es  sich  nicht  um  Be- 
wegungen handelt,  die  mit  den  Molekularbewegungen  in  Vergleich  zu 
stellen  sind,  wie  es  geschehen  ist, 

IT  ^""'"^  IT 

ersetzen  und 

|i|if  durch  ^|if. 

OX  ft   ox 

Letzteres  verlangt,  dass  auch  ^—  klein  ist,  also  die  relativen    Be- 

0  X 

wegungen  nicht  übermässig  sind. 

Bei  mehratomigen  Gasen  hätte  man  unter  genau  denselben  Be- 
dingungen |2  durch  —  B*d'y  also  durch 

2  B*  p       j  T5  8^  ^      ^  2  E*  p  du 
—  TT-  —  und  §2    —  durch  —  -rr-  ■ — r — 

3  B    II  ^    dx  S   B    II  dx 

zu  ersetzen,  und  dann  wäre  nach  XY^) 

XV  ^     12  =  1. 1      l2^\M"ii:)  2  B*  p  du 

^'     ^         ft         3b(t  \3         dt        ■  3    B    n  dx 

Ferner  hätten  wir,  da  nunmehr  zufolge  ISg) 

D(l'»  +  V  +t'^)        „c     .„T,       «™,N«^        „^      /3B  —  2B* 


Dt 


=  3h(i(3B  —  2B*)9  =  3li*  (^^  ~  ^^  j  ^- 
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anzusetzen  ist,  nach  Vi),  woselbst  rechts  eben  diese  früher  als  Null 
angenommene  Grösse  hinzuzufügen  ist: 

/2  E*  ^\ 
V'^     q„      \3   M    lij  _  3M—2B*p 


also  wäre 


2B*p/dudv        dw\ 


p  _  ^         .  1      P_        SB—2B*  P_    i    ü^  L  C^  j_  ^ 

2  B"^  :P  du 

^    d  X 
oder 


"^  dz)\         Sb/iA      3    JR    /Lt 


-h''{jw  -  ")]• 


indem 

__-  ,     .  ,  1    2  J?*  i) 

™^>     (^>  =  3b3^^ 

gesetzt  ist.    Dabei  haben  wir  zufolge  der  in  Abschnitt  30)  angegebenen 
Beziehungen 

2  JR*_2 Cj,       _2      fc         3.R  3 3  _  1  3fc  —  5 

3JR  ~5Cp  — Cv~5Ä  — 1'  2i2*  ~"2      Ä      ""2         fc 

also  beispielsweise 

^TTTT  \     -^  ^/x^M,     2    .  .   i  du    .    d  V    ,     dw 


XII,)     (p)=    1    ^|_1_. 

Die  Gleichungen  für  Xy  u.  s.  f.  würden  ungeändert  bleiben,  es 
würde  nur  (q)  an  Stelle  von  q  zu  setzen  sein. 

Wenn  man,  wie  das  allgemein  geschieht,  die  Variabilität  des  (q) 
mit  der  Lage  des  betreffenden  Punktes  vernachlässigt,  fällt  bei  der 
Einführung  der  Druckcomponenten  in  die  Bewegungsgleichungen  das 
Glied 


(9)3b^(||,-l) 


20* 
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fort.     Mehratomige  Gase  haben  dann  dieselben  Bewegungsgleichungen 

wie  einatomige,  nur  der  Beibungsooefficient  ist  ein  anderer,  da  er  noch 

2       h 

mit  —  ; -'  multipHcirt  erscheint.     Was  die  Formeln  unter  Xo)  für 

oh  —  1 

|(|2  -j-  rjt  -|_  g2)  anbetrifiFt,  so  ändern  sie  sich  nur  insofern,  als  an 
Stelle  von  —  überall  tritt 

3JR    ^  ' 

Es  wird  also  beispielsweise 

/2J?*  p\ 


X')    |(|2  +  v'  +  ^')  = 


_5_  2R*  p_ 

ft  c   322    ft  d  X 


2  22* 
Ist  auch  während  der  Bewegung  unabhängig  von    a;,  y ,  jer,  so 

O  XL 

setzen  wir 

\3  2^; 

Dann  bleiben  die  Formeln  ganz  ungeändert,  es  tritt  nur  (c)  an  Stelle 
von  c.     • 

Ist  Q  der  Eeibungscoefficient  für  einatomige  Gase,  so  haben  wir 
also  für  mehratomige  als  Reibungscoefficienten 

Diese  Gleichung,  von  der  ich  übrigens  nicht  weiss,  ob  sie  schon  be- 
kannt ist,  die  aber  auch  aus  der  M  a  x  w  e  1 P  sehen  Hypothese  abgeleitet 
werden  kann^),  lehrt,  dass  die  Eeibungscoefficienten  auch  bei  mehr- 

atomigen  Gasen  nur  von  der  Temperatur  abhängig  sind,  denn 

IC  "^~  1 

ist  bei  allen  idealen  Gasen,  ob  sie  ein-  oder  mehratomig  sind,  von 
Druck  und  Volumen  unabhängig.  Doch  kann  diese  Grösse  von  der 
Temperatur  abhängen,  und  deshalb  braucht  nunmehr  {q)  nicht  mehr 
wie  Q  der  absoluten  Temperatur  proportional  zu  sein.  Bewirkt  eine 
Temperaturerhöhung  oder  -  erniedrigung  Aenderungen  in  der  Molekel 
selbst,  so  wird  {q)  sich  gleichfalls  ändern,  wenngleich  nicht  feststeht,  in 
welcher  Weise. 

Da  k  mit  wachsender  Atomzahl  abnimmt,  so  wäre  man  vielleicht 
geneigt,  aus  der  obigen  Formel  zu  schliessen,  dass  der  Reibungs- 
coefQcient  mit  wachsender  Atomzahl  zunehmen  muss.    Indessen  ist  ein 


^)  Gleich  im  folgenden  Abschnitte  wird  sich  eine  ganz  andere  Gleichung 
für  Q  ergeben. 
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solcher  Schluss  nicht  zulässig,  weil  (q)  auch  von  Q  bestimmt  ist,  und 
diese  Grösse  ihrerseits  durchaus  auch  vom  Molekulargewicht  abhängt, 
und  zwar,  wie  die  Erfahrung  gelehrt  hat,  nicht  etwa  diesem  propor- 
tional ist,  sondern  eine  viel  verwickeltere  und  noch  nicht  genügend  er- 
forschte Function  des  Molekulargewichts  bildet,  vielleicht  auch  eine 
solche  der  Atomzahl,  worüber  im  nächsten  Abschnitt.  Sie  ist  ausserdem 
noch  durch  andere  Umstände  bestimmt,  die  erst  bei  näherer  Unter- 
suchung hervortreten  können,  namentlich  von  dem  Werthe  von  b,  den 
wir  auch  nicht  als  constant  ansehen  dürfen. 

Für  den  Leitungscoefficienten  k  mehratomiger  Gase  haben  wir 

XIIs)    k  =  —  i^^^(g)  =  —  (^j^—^)9. 

Auch  dieser  Coefficient  bleibt  nur  von  der  Temperatur  abhängig,  ohne 
ihr  nothwendig  proportional  sein  zu  müssen.  Für  diesen  Coefficienten 
kann  mit  viel  grösserer  Wahrscheinlichkeit  behauptet  werden,  dass  er 
mit  wachsender  Atomzahl  zunehmen  sollte,  als  für  den  Reibungs- 
coefficienten. 

Die  Näherungsgleichung  Vs')  für  einatomige  Gase  ist  für  mehr- 
atomige Gase  in  die  Gleichung  ¥3')  übergegangen.    Ersetzen  wir  darin 

du    1    8  ^    I    ^ 

wie  früher  durch  den  aus  der  Continuitätsgleichung  folgenden  Werth 

1  d^ 

so  folgt,  weil 

^.      /SB—2B*\p         ^^    2B*p/SB  \ 


3d 


(f) 


=+»"'KS-')+ 


also 


oder 


2p  d^ 
dt        "~    '     '  ^'^  ^   \2i2*         V     '     "^17' 

Sd(pv)  ,    ^^     p  /SB  \         ^     dv 


dt         ^        ^  ft  \2E*  /  V  dt 

Wiederum  haben  wir  für  einen  adiabatischen  Process 


V  C 


also 

dt  ^         ^  ft  \2E*  /  dt 

oder 


■•  j  j  -^  j 
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Nun  ist 


SB  —  2C=SCp  —  6cv  =  Ct;(3Ä;  —  5), 


SR    __  ,  _  1  3Ä;  —  5 


2  JX*  2         k 


also 


(3  Ä;  —  5) 


oder 


-1  =  0 

(3._5,..{i?-^(*_,)»)  =  0. 

Für  einatomige  Gase  ist  die  Gleichung  erfüllt,  weil  3Ä;  —  5  =  0  ist, 
für  mehratomige  Gase  muss 

dd'  _        9b[i  (h  —  1) 
dt  ~  "^      ^  k 

sein,  und  zugleich  ist 

dv 1       V  dd' 

Jt  ~  '~  k  —  1  ^  "57' 

d.  h.,  wir  haben  die  beiden  Gleichungen 

dd'  ,     9hu  /k  —  l\  ^^ 


%•  '       2 

dv 9  b/tt 

~        2ir 


dt 


Die  zweite  Gleichung  giebt,  weil  ft  =  —  ist,  sofort,  falls  k  als  constant 
angesehen  werden  darf: 

also 

**  = 9 • 

somit  folgt  aus  der  Gleichung  für  d' 

9    .       A-<^-^> 


^  =  ^(^-21^^^*)' 


Die  Gleichungen  sagen  aus,  dass  in  adiabatischen  Processen  das 
Volumen  proportional  der  Zeit  sich  ändert,  die  Temperatur  wie  die 
—  (k  —  l)te  Potenz  der  linearen  Function  der  Zeit.  Da,  wie  wir 
später  sehen  werden,  bei  allen  Gasen  bfi  eine  grosse  Zahl  bedeutet,  so 
ändern  sich  Volumen  und  Temperatur  sehr  rasch.      Das  könnte  wie 
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eine  gar  zu  specielle  Angabe  über  adiabatische  Processe  erscheinen. 
Indessen  ist  zu  beachten,  dass  in  der  Natur  wirklich  adiabatische  Pro- 
cesse nicht  möglich  sind,  wenn  sie  nicht  ausserordentlich  rasch  vor 
sich  gehen.  Alle  adiabatischen  Processe  tragen  den  Charakter  plötzlich 
sich  abspielender  Vorgänge.  Der  Erfahrung  widerspricht  also  das 
Resultat  nicht,  oder  besser,  es  passt  auf  Vorgänge,  die  in  der  Natur 
vorkommen.  Immerhin  ist  es  etwas  auffallend  und  widerstrebend.  Es 
ist  mir  aber  nicht  bekannt,  ob  anderweitig  versucht  worden  ist,  die  Max- 
well'sehe  Theorie  auf  mehratomige  Gase  auszudehnen  und  dabei  be- 
friedigendere Ergebnisse  erlangt  sind.  Auch  darf  man  nicht  übersehen, 
dass  das  alles  nur  Näherungsangaben  sind. 

Noch  auf  einen  Umstand  ist  hinzuweisen ,  in  welchem  die  M  a  z  - 
well 'sehe  Theorie  gleichfalls  noch  einer  Vertiefung  und  Erweiterung 
harrt. 

Wie  wir  gesehen  haben,  giebt  diese  Theorie,  auf  Näherungsrechnun- 
gen beschränkt,  als  unabhängig  nur  einen  Reibungscoefficienten,  nämlich 
denjenigen,  welcher  von  der  Reibung  der  Gase  herrührt,  wenn  Schichten 
mit  verschiedenen  Geschwindigkeiten  in  einander  strömen.  Von  dem 
zweiten  Reibungscoefficienten  der  gewöhnlichen  Theorie,  welcher,  da  er 
immer  mit 

du    .    dv    ^    dw     _         .^        du   1 

h  ö r  ^--,  also  mit -7^ 

dx       cy       0  z  11   dt 

multiplicirt  ist,  von  den  inneren  Bewegungen  bei  der  Ausdehnung  oder 
Zusammenziehung  der  Gase  herrührt,  sagt  sie  aus,  er  sei  Y3  so  gross 
wie  der  erste,  und  zwar  gleich  viel,  ob  es  sich  um  einatomige  oder 
mehratomige  Gase  handelt.  Aber  demzufolge,  was  vorhin  über  die 
eigentliche  Bedeutung  der  Maxwell 'sehen  Gleichungen  ausgeführt  ist, 
kann  hieraus  nichts  weiter  geschlossen  werden,  als  dass  diese  Gleichungen 
als  Differentialgleichungen  in  der  That  nur  einen  besonderen 
Reibungscoefficienten  enthalten.  In  den  integrirten  Gleichungen 
kann  aber  dieser  Goefficient  sowohl  allein,  als  mit  einem  Factor  multi- 
plicirt auftreten,  und  in  der  letzteren  Form  würde  das  Product  die 
Rolle  eines  vom  ersten  unabhängigen  Reibungscoefficienten  spielen 
können. 

Wie  das  zu  verstehen  ist,  kann  leicht  an  dem  Seite  263 ff.  be- 
handelten Beispiele  dargelegt  werden.  Im  Sinne  der  Max  well' sehen 
Theorie  haben  wir  für  diesen  Fall  zunächst  die  Gleichungen  [erste  und 
vierte  Gleichung  unter  XVIII)  und  erste  Gleichung  unter  XVII)  unter 

Berücksichtigung  der  Beziehung  für  diesen  Fall  -jj  =  u  — 

du  dXx 

du 3ft 

d  X  d  x' 
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36 

Ntin  ist  aber 

8 


/t   8a; 


jt  _  1  8X«         1    T.   8;i 


also  zufolge  der  beiden  ersten  Gleichungen 

—  —  w^-  H 


Sa;  3a;       wft  d x 

und  die  Gleichung  für  Xx  geht  über  in 

8a; 


M^-fM^f-"') 


Zufolge  der  zweiten  Gleichung  nun  ist,  wie  früher,  ^lu  von  x  un- 
abhängig, somit  ergiebt  die  Integration  der  ersten  Gleichung 

Die  Bedeutung  der  Buchstaben  ist  die  nämliche  wie  Seite  267. 
Setzt  man  hiemach  den  Werth  von  fiu^  in  die  Gleichung  für  Xx  ein, 
so  ergiebt  diese 


oder 


^x 


also 


=  P  + 


c      ou 


V  + 


3bft  8a;' 
c"     du 


^  3b^  8a; 

^«  ^^ ^^^^ — 

.  ou 

1  +  ^^ 

^      3b^ 

Diese  Gleichung,  welche  streng  der  MaxwelP sehen  Theorie 
entspricht,  hat  kaum  Aehnlichkeit  mit  derjenigen,  welche  die  gewöhn- 
liche Theorie  ergiebt.  Sie  kommt  ihr  näher,  wenn  yon  dem  &gebnis8e 
der  Erfahrung  Gebrauch  gemacht  wird,  dass  nämlich  3bft  eine  sehr 
grosse  Zahl  ist,  alsdann  kann  man  ihr  die  Form  verleihen 

_  4:  p  du  .      c'*    du  CS    du   .    /'  c"         ^   \du 

Hier  ist 
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der  sogenannte  erste  Reibungscoefficient  nach    der  MaxwelPschen 

Theorie.     Die  Gleichung  hat  aber  zweifellos  noch  einen  zweiten  mit 

diesem    anscheinend  in  keiner  Verbindung  stehenden   Eeibungscoeffi- 

cienten,  nämlich 

c" 

cf'  ist  ein  Druck,  und  zwar  der  Druck  Xx  an  derjenigen  Stelle,  wo 
Ruhe  herrscht  für  ti  =  0.  Der  zweite  Reibungscoefücient  ist  also 
eine  Grösse  genau  derselben  Art  wie  der  erste,  braucht  aber  nicht  mehr 
^/s  von  diesem  zu  sein,  ja,  da  c"  seiner  Bedeutung  nach  völlig  will- 
kürlich ist,  mit  diesem  gar  nicht  zusammenzuhängen. 

Offenbar  wird  man  nach  der  allgemeinen  Theorie  von 
Maxwell  für  jedes  Problem  besondere  Reibungscoeffi- 
cienten  erhalten,  und  nur  insofern  es  zulässig  ist,  von 
den  angegebenen  Näherungsrechnungen  Gebrauch  zu 
machen  und  die  Integration  der  Druckgleichungen  zu 
umgehen,  haben  die  für  die  Reibungscoefficienten  ange- 
gebenen Formeln  Bedeutung.  Die  strenge  MaxwelPsche 
Theorie  aber  sagt  nichts  in  dieser  Hinsicht  voraus,  und 
darauf  hinzuweisen  ist  nothwendig,  damit  niclit  diese  wunderbare 
Schöpfung  eines  Genies  durch  Verleihung  von  zu  grosser  Bedeutung 
an  Folgerungen  aus  Formeln,  die  nur  angenäherten  und  ausgleichenden 
Werth  haben,  Schaden  leide. 

Zugleich  ergab  sich,  dass  eine  wirkliche  Vergleichung  der  ge- 
wöhnlichen Theorie  mit  der  strengen  Max  weil' sehen  gar  nicht  möglich 
ist,  nur  mit  den  aus  der  Max  well 'sehen  Theorie  ableitbaren  ge- 
näherten Beziehungen  könnte  allenfalls  eine  solche  Vergleichung  statt- 
finden, jedoch  eigentlich  auch  ohne  yerbürgbare  Sicherheit.  Zweifellos 
sind  die  Formeln  der  gewöhnlichen  Theorie  auch  nur  Näherungsformeln, 
man  kann  aber  nicht  sagen,  ob  die  in  ihnen  enthaltenen  Näherungen 
den  aus  der  Maxwell' sehen  Theorie  abgeleiteten  im  Grade  entsprechen. 
Entscheidend  insbesondere  ist  das,  was  über  das  Verhältniss  der 
Wärmeformel  zu  den  anderen  Formeln  in  beiden  Theorien  ausgeführt 
ist,  weil  hieraus  die  grundsätzliche  Verschiedenheit  beider  Theorieen 
erhellt. 

41.    Einetische  Theorie  der  Beibung.     Erfohrimg  über 

Beibungserscheinungen. 

Die  vorstehend  behandelte  Theorie  von  Maxwell  macht  von  den 
sonst  üblichen  Methoden  der  kinetischen  Theorie  keine  Anwendung. 
Wir  kommen  mit  dieser  kinetischen  Theorie  wieder  in  Berührung,  wenn 
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wir  für  den  Vorgang  der  Reibung  und  Wärmeleitung  eine  mechanische 
Yorstellung  angeben  und  diese  in  Gleichungen  umsetzen. 

In  der  kinetischen  Gastheorie  stellt  man  sich  die  Erscheinung, 
welche  wir  der  Reibung  zuschreiben  —  wodurch  ungleich  bewegte 
Körper,  wenn  sie  in  Berührung  sind,  ihre  Bewegungen  gegenseitig  be- 
einflussen, indem  jeder  den  anderen  in  seine  Bewegung  hineinzuziehen 
strebt,  was  auch  zur  Folge  hat,  dass  sichtbare  Bewegung  verloren  geht 
und  ihre  Energie  als  Wärme  oder  in  anderer  Energieform  zum  Vor- 
schein kommt  —  stellt  man  sich  also  diese  Erscheinung  vor  als  dadurch 
veranlasst,  dass  an  der  Berührungsfläche  ein  Uebertritt  von  Molekeln 
aus  dem  einen  in  den  anderen  Körper  und  umgekehrt  stattfindet. 
Durch  diesen  Uebertritt  wird  auch  Bewegung  aus  dem  einen  Körper 
in  den  anderen  und  umgekehrt  übergeführt. 

Diese  Vorstellung  ist  rein  hypothetisch,  man  würde  vielleicht  auch 
geneigt  sein,  die  Reibung  zwischen  zwei  Schichten  als  eine  Folge  der 
durch  die  relative  Bewegung  veranlassten  Aenderungen  in  dem  Ver- 
halten der  Molekeln  bei  und  nach  den  Zusammenstössen  an  und  in  der 
Nähe  der  Grenzfläche  anzusehen.  Auf  eine  solche  Erklärung  der 
Reibung  deuten  vielleicht  die  elektrischen  Erscheinungen  hin,  die  bei 
der  Reibung  mitspielen  und  aus  übergeführten  Bewegungsgrössen  schwer 
zu  erklären  sind.  Indessen  ist  jene  Vorstellung  einmal  angenommen 
und  wir  wollen  ihr  folgen.  Wir  haben  also  die  übergeführte  Be- 
wegungsgrösse  zu  ermitteln. 

Unter  Benutzung  früherer  Erwägungen  können  wir  sagen,  dass  die 
Trennungsfläche  von  denjenigen  Molekeln  beiderseits  durchfahren  wird, 
welche  von  dieser  Fläche  höchstens  um  die  mittlere  Weglänge  abstehen. 
Ferner  wird  eine  Molekel  diese  Trennungsfläche  in  einer  bestimmten 
Zeit  so  oft  durchfahren,  als  sie  in  dieser  Zeit  neue  Wege  antritt,  also 
als  sie  in  dieser  Zeit  Stösse  erleidet. 

Wenn  nun  zwei  einander  berührende  Gasschichten  sich  mit 
gleicher  Geschwindigkeit  bewegen  und  auch  die  Gase  gleicher  Art  sind, 
wird  durch  die  Grenzfläche  nach  der  einen  Seite  hin  eben  so  viel  Be- 
wegung übertragen  als  nach  der  anderen  und  es  ändert  sich  nichts. 
Sind  aber  die  Gase  in  verschiedener  Bewegung  begriffen,  so  muss  selbst 
bei  gleicher  Beschaffenheit  nach  der  Seite  hin  ein  Ueberschuss  über- 
tragener Bewegung  vorhanden  sein,  woselbst  die  geringere  Geschwindig- 
keit herrscht.  Wie  nun  die  Trennungsfläche  geartet  sein  mag,  für  die 
Uebertragung  dieser  Bewegung  können  wir  sie  als  an  jeder  Stelle  eben 
ansehen,  weil  diese  Uebertragung  nur  durch  die  nächsten  Molekeln 
geschehen  kann  und  deren  Wege  sehr  kurz  sind. 

Die  Bewegung  muss  beiderseits  der  Trennungsfläche  parallel  gehen, 
die  übertragene  Bewegung  zerfallt  also  in  zwei  Theile,  einen,  der  dieser 
Fläche  parallel  gerichtet  ist,  und  einen,  der  dazu  senkrecht  gerichtet 
ist.     Bilden  wir  den  ersten  Theil. 

d  S  sei  ein  Element  der  Trennungsfläche;  wir  wählen  die  Tangential- 
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ebenen  &u  d  S  zur  x  y-Ehene  und  die  dazu  senkrechte  Linie  zur  z-Axe, 
die  ^-Axe  falle  in  Eichtung  der  Bewegung.  Diese  Richtung  nehmen 
wir  bei  beiden  Gasschichten  als  an  der  Grenzfläche  gleich  an,  wäre  das 
nicht  der  Fall,  so  würden  daselbst  turbulente  Wirbelbewegungen  ent- 
stehen, die  wir  auszuschliessen  haben.  Indem  wir  die  JS-Axe  zur  Axe, 
die  ^;er-Ebene  zur  Ebene  eines  sphärischen  Coordinatensystems  mit  der 
Poldistanz  'd'  und  der  Länge  co  wählen,  können  wir  sagen,  dass  auf 
eine  Molekel,  deren  molekulare  Bahn  durch  die  Winkel  d'  und  co  be- 
stimmt ist,  Yon  der  Bewegung  der  Gasschicht  (der  sie  zugehört)  als 
Ganzes,  deren  Geschwindigkeit  v  sei,  der  Theil  v sind' cos CJ  in  die 
Kichtung  der  Bahn  der  Molekel  entfällt.  Ist  daher  wie  früher  ^  die 
rein  molekulare  Geschwindigkeit,  S  die  ganze  Geschwindigkeit,  so 
haben  wir  

^  =  ViSä  —  2Svsind'cos(D  +  v'K 

Nun  sei  wieder  n  die  Anzahl  Molekeln  in  einer  Yolumeneinheit,  die 
Zahl  Molekeln  in  dem  sphärischen  Eugelelement  r^drsind'dd'dco  ist 
dann  nr^drsind'dd'dG}  und  darunter  die  Zahl  derjenigen,  deren  Be- 
wegungsrichtung durch  die  Winkel  d'  und  (o  gekennzeichnet  ist, 

nr^  d  r  sin  d  d  d"  d  03  —- -—  =  ndrsind'cosd'dd'dco. 

27cr^ 


n'"  =  n  (-^   e-'^^^'rv^-^svBin^coaoi)  s^drcos%'sm%'d%'d(odS. 


n"  ^  n  /^-£=Ye-«*(Ä*+«*-2Sf««^coaa,)  ^2^     «  drcos%'sin%'d%'dG}dS, 


Davon  sind  Molekeln  mit  Geschwindigkeiten  zwischen  S  und  S  -\-  dS 
vorhanden  nach  7i)  in  Abschnitt  26 

V 

Ungestört  durch  Stösse  legen  den  Weg  r  nur  zurück  nach  32i)  in  Ab- 
schnitt 27  die 

3 

wo  l  die  mittlere  Weglänge  bedeutet.  Diese  Zahl  haben  wir  noch,  um 
die  Anzahl  aller  innerhalb  einer  Zeiteinheit  von  diesen  Molekeln  be- 
wirkten Durchfahrungen  durch  t^iS  zu  erhalten,  mit  der  Anzahl  der 
Stösse  innerhalb  einer  Zeiteinheit  zu  multipliciren ,  denn  jeder  Stoss 
bedeutet  einen  neuen  Antrieb  zur  Fläche  d  S.  Nennen  wir  diese  Stoss- 
zahl  v^  so  haben  wir  zugleich 

V 

Allerdings  ist  diese  letzte  Gleichung  so  gebildet,  als  ob  keine  Massen- 
bewegung stattfindet.  Ist  aber  diese  Bewegung  nur  gering  gegen  die 
Molekularbewegung,  so  sind  die  vernachlässigten  Glieder,  wie  sich  aus 
20)  in  Abschnitt  27  ergiebt,  nur  von  zweiter  Ordnung. 

Die  Zahl  aller  Durchfahrungen  in  der  Zeiteinheit  sind  hiernach 
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vr 

n'  =  n  {-^  e-*'<^  +  <''-3^^«*«^«^'«>S2e     ^  vdrcosd'sin»d»da)dS. 

Jede  dieser  Durchfahrungen  bringt  auf  die  andere  Seite  der 
Trennungsfläche  die  Bewegungsgrösse  m  S  sin  d"  cos  (X)  in  Richtung  der 
allgemeinen  Bewegung.  Die  ganze  nach  einer  Seite  übertragene  Be- 
wegungsgrösse ist  also 


7t 

—  2  S  V  sin -9  CO»  <o) 


Ci  =  »»,  (^4-Y  [dS  [dcj  [dS- fdr  e— (««  +  «« 

'  n  A  A  A 


vr 

vS^e     ^  sin^  d' cos  d"  cos  cj, 

woselbst  m  die  Masse  einer  Molekel  bedeutet. 

Nun  war  v  die  Geschwindigkeit  in  der  Ausgangsstelle  der  Molekel. 
Diese  Ausgangsstelle  ist  für  die  verschiedenen  Molekeln  verschieden 
hoch  über  der  Trennungs fläche,  also  wird  auch  v  für  die  verschiedenen 
Molekeln  verschieden  sein.  Wie  nun  diese  Geschwindigkeit  auch 
variiren  mag,  da  wir  es  nur  mit  sehr  geringen  Entfernungen  von  der 
Trennungs fläche  zu  thun  haben,  können  wir  der  Variabilität  von  V  da- 
durch Rechnung  tragen,  dass  wir  für  V  das  Mittel  aus  einem  Ausgangs- 
werthe  und  dem  Endwerthe  einsetzen,  letzterer  beträgt  nach  dem 
Taylor' sehen  Satze  und  weil  es  sich  nur  um  Variabilität  senkrecht 
zur  Trennungsfläche  handelt: 

Vq  ■+■  rcosd'  ^— • 
Das  Mittel  ist  also 

^0  +  ö  rcosd'-^--' 

Das  haben  wir  an  Stelle  von  v  einzusetzen. 

Man  kann  nun  die  Integrationen  nicht  ausführen,  wenn  man  nicht 
die  Exponentialfunction  durch  eine  Reihenentwickelung  ersetzt.  Dieses 
ist  selbstverständlich  nur  dann  zulässig,  wenn  die  Bewegung  des  Gases 
im  Verhältniss  zu  der  Bewegung  seiner  Molekeln  geringfügig  ist,  was 
nicht  hindert,  dass  sie  für  unsere  Untersuchungen  immer  noch  bedeutend 
genug  ist.     Wir  haben  dann 


Wir  beschränken  uns  auf  die  Glieder  mit  der  ersten  Potenz  nach 
t;,  dann  wird 


n 

00  2/r         2  00 


1)     Q^  =  nm  (-^\   \dS\d(0  [dd'  \dre-'^^     (f.  nächste  Seite) 
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vr 

\l  -\-  2  6^sIvq  -\-  •-  rcos^  ^\sind'cos(o\ve     ^  S^sin^&cosd'cosco. 

Eine  Gleichung  genau  derselben  Form  bestellt  für  diejenige  Bewegungs- 

grösse  ^2»  welche  von  der  anderen  Seite  in  die  erste  Gasschicht  zurück 

d  V  .  .  .       '. 

transportirt  wird,  nur  hat  - —   das    negative    Zeichen.      Die    Differenz 

Qi  —  Q2  giebt  den  Verlust  der  ersten  Schicht  an  Bewegungsgrösse 
und  dieser  Verlust  beträgt  also,  wenn  die  beiden  Gasschichten  gleicher 
Art  sind  und  die  Bewegung  aus  der  einen  Schicht  in  die  andere  stetig 
übergeht: 


TT 

2Jt       T 


2i)     öl  --  Q^  =  nm  C^^  [ds[d(o[d^\  rdr  e^'^  gsg-*««« 

'0000 

\2B^Ssin^ cos %" cos (o  ^r—  I  ^ sin^ d' cos d' cos co. 

Da  die  Reibung  nur  eine  Folge  von  Bewegungsunterschieden  ist, 
so  hätten  wir  eigentlich  nunmehr  noch  S  als  Function  von  r,  <0',  o 
darzustellen.  Dann  wäre  auch  v  eine  Function  der  gleichen  Variabein. 
Indessen  darf  davon  abgesehen  werden,  denn  alle  Molekeln,  welche 
überhaupt  durch  eine  bestimmte  Stelle  gehen  können,  müssen  dieser 
sehr  nahe  sein;  in  dem  Gebiete,  in  welchem  alle  diese  Molekeln  ent- 
halten sind,  werden  hiemach  alle  Aenderungen  der  Bewegung  nur  ge- 
ring sein,  und  ihre  Berücksichtigung  würde  nur  Glieder  zweiter  Ord- 
nung in  die  Formeln  einführen. 

Unter  diesen  Umständen  können  wir  zunächst  die  Integration 
nach  r  ausführen  und  erhalten 

rt 

22)     Q,-Q,  =  '2e^nm(^j=y^^jdsjda>^d»^ 

'  0  0  0 

c-**  ^  sin^  d'  cos^  d'  cos^  co. 

Die  Integration  nach  o  giebt  den  Factor  2  n,  die  nach  d"  führt 

2 
den  Factor  — -  ein.     Ferner  hatten  wir 
15 


V 


somit  wird 


00 


d  V 


0 

Der  in  Klammem  gesetzte  Factor  ist  der  erste  Reibungscoefficient,  be- 
zeichnen wir  ihn  wieder  mit  Q,  so  wird  also 
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3')  ,^^-Ee^n„.(^J\lS^e---äS. 

^  0 

Die  weitere  Rechnung  hängt  von  dem  Werthe  ab,  den  wir  der 

Weglänge  l  der  Molekeln  zuschreiben.  Wählen  wir  hierfür  denjenigen 
Betrag,  der  allen  Molekeln  und  im  Ruhezustande  des  Gases  im  Durch- 
schnitt zukäme  und  bezeichnen  diesen  Werth  mit  L^  so  haben  wir 

OD 

p  =  ^  e^nm  ('-^Y  L  \  S»e— '^  dS. 


15         vy; 


0 


Das  giebt  nach  den  Formeln  auf  Seite  139 

Q  =  -——  s^nm  ( -=. )  L  ^ ,  .„-  =  ■--  nmL 


15         vy^y    2(£-^)3      15        ^fit 

oder  weil 


ist 


4  _  — 

o  =  --.  mnLt^  =  0,26667mnL^. 
15 


Will  man  genauere  Werthe  erhalten,  so  muss  man  für  l  diejenige 
Beziehung  ansetzen,  welche  für  eine  bestimmte  Molekel  gilt.  So  hätten 
wir  z.  B.,  wenn  zufolge  der  Gleichungen  11)  und  12)  in  Abschnitt  27 


BS 


ilc  S 


e-**  dx 


J 

0 


— 1 

2S 


und  X  zufolge  Ts)  des  gleichen  Abschnittes 

y27tnö^ 
gesetzt  wird,  nach  0.  E.  Mayer 

3)  Q  =  0,30967  mwX^. 

Es  werden  noch  andere  Formeln  für  Q  angegeben,  sie  unterscheiden 
sich  sämmtlich  nur  durch  den  Zahlenfactor  von  einander.  Da  es  im  gegen- 
wärtigen Stande  der  Wissenschaft  auf  diesen  Factor  nicht  sehr  an- 
kommt, setzen  wir  ihn  beliebig  gleich  £i  an,  indem  wir  nur  behalten, 
dass  z  ungefähr  0,3  ist,  und  bekommen 

4)  Q  =  zmnL'^^ 

mn  ist  nichts  anderes  als  die  Dichtigkeit  des  Gases,  also  wird  auch 

5)  0  =  jzfiLi^. 
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Der  Reibungscoefficient  wäre  hiernach  etwa  ein  Drittel  vom  Product 
der  mittleren  Dichte ,  Weglänge  und  Greschwindigkeit.  Ist  r  die  mitt- 
lere Bewegungsdauer,  so  haben  wir  -=-  =  ^,  also  auch 

X 

6)  9  =  2^7  1^2, 

80  dass  der  Reibungscoef&cient  auch  proportional  ist  der  mittleren  Be- 
wegungsdauer und  der  lebendigen  Kraft  der  mittleren  Bewegung  inner- 
halb der  Volumeneinheit. 
Nach  13)  in  Art.  25  ist 

8^ 


^2 

also  auch 

7) 

9 

Z 

8 
3  3r 

nmi>^ 

r. 

Bei  idealen  Gasen 

nun  ist 

also 

^2 

3^ 

8) 

9  — 

8^ 

7C 

P     - 

—  tu. 

Diese  Formel  hat  grosse  Aehnlichkeit  mit  der  unter  XIIi)  des  Ab- 
schnittes 39  gegebenen,  sie  fällt  mit  dieser  zusammen,  wenn  man  die 
dort  unbestimmt  gelassene  Grösse  b  aus  der  Gleichung  berechnet 

o^  1  8  ;ef  - 

so  dass  1/b  proportional  der  mittleren  Bewegungsdauer  und  der  Dichte 
und  hiernach  keine  absolute  Constante  wäre,  wenn  die  mittlere  Be- 
wegungsdauer nicht  umgekehrt  proportional  der  Dichte  yariirte. 

Andere  Beziehungen  erhalten  wir,  wenn  die  Gleichung  für  L  ein- 
geführt wird.  Nehmen  wir  zunächst  den  aus  der  gewöhnlichen  Theorie 
für  Molekeln  mit  endlicher  Wirkungssphäre  folgenden,  so  haben  wir 

10)  Q  =  -j= ^. 

y27tö^ 

Da  wir 

und 

iJ^  =  3?-=  SBd' 

setzen  können,  so  ergäbe  sich 
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11)  Q  =  -^  (^)'  V»- 

Mit  dem  Zustande  möglicher  Weise  yariabel  ist  noch  <5,  n  dagegen 
ist  ganz  entfallen,  also  hängt  Q  von  der  Dichtigkeit  und  dem  Drucke 
selbst  nicht  ab,  wenn  das  bei  <5  nicht  der  Fall  ist.  Das  würde  mit 
dem  Maxwell' sehen  Gesetze,  das  auf  Seite  298  bereits  angeführt  ist, 
in  Einklang  sein,  jedoch  hier  wie  dort  werden  dabei  gewisse  Grössen 

( —  bezw.  <y  oder  r  |X )  als  constant  oder  nur  von  der  Temperatur  ab- 
hängig angesehen.  Ist  <5  überhaupt  constant,  so  müsste  Q  wie  die 
Quadratwurzel  aus  der  absoluten  Temperatur  varüren,  was  dem  Max- 
well'sehen  Gesetze  nicht  entspricht,  demzufolge  Q  proportional  der 
Temperatur  selbst  sich  ändert.  <5^  müsste  selbst  umgekehrt  pro- 
portional der  Quadratwurzel  aus  der  Temperatur  sein  oder  es  müsste 
|xr  ganz  constant  sein,  wenn  die  frühere  Angabe  nach  Maxwell  be- 
stehen bleiben  soll.  Die  Erfahrung  spricht,  wie  wir  bald  sehen  werden, 
weder  für  das  eine  noch  für  das  andere. 

Nehmen  wir  dagegen  die  hier  in  Abschnitt  32  abgeleitete  Formel 
für  die  mittlere  Weglänge,  so  haben  wir  zufolge  7)  bis  11)  des  ge- 
nannten Abschnittes 

-  ^      9fc  — 5 

l  =  {A)-=r  -O-«*  V   «*    , 

somit  nach  Gleichung  4),  indem  L  mit  l  und  nm  =::  ^n  mit  —  identi- 
ficirt  wird: 

6        3fc— 6 


12i) 

Q 

0{A)»'''v   ""    , 

12^) 

9 

6         6         1 

3fc  — 6       6— 3fc       1 

123) 

Q 

z{A)B    ^^    p    ^^    ^^ 

Hiernach  haben  wir 

für  einatomige  Gase: 

1 

13,) 

Q 

1 

132) 

Q 

111 
z{A)B     'p'v'; 

für  zweiatomige 

Gase: 

1 

14i) 

Q 

1 

14») 

Q 

e  (Ä)B    «•«  !><»'•  V  *  , 

143) 

Q 

^(/1)J?~"i)"#^; 
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für  dreiatomige  Gase: 

_  1 

15i)  Q  =  z  (Ä)  d-^^^^  V     ''\ 


1 


log)  Q    =   S!   (^)i2-0'64   p0,64   y  2   ^ 

log)  Q  =  z  (Ä)R    ^''  i?^'  d'^  u.  8.  f.; 

für  unendlich  atomige  Gase: 

A  _  ^ 
I6i)  Q=z(Ä)d-^v     ', 

162)  Q  =  ^(A)R     '  i>*  i;\ 

_  1     j^     1^ 

163)  9  =  -e  (^)i?     '  i)^  d'\ 

Unter  allen  Umständen  nimmt  hiernach   der  Reibungscoefficient 

mit  wachsender  Temperatur  und  mit   wachsendem   Drucke    zu,    mit 

wachsendem  Volumen  dagegen  in  isothermischen  Processen  ab,  in  iso- 

piestischen  zu.    Letzteres  bedeutet,  dass  die  in  solchen  Processen  durch 

Anwachsen  der  Temperatur  entstehende  Zunahme  grösser  ist  als  die 

durch   gleichzeitiges  Anwachsen  des  Volumens   eintretende  Abnahme. 

Das  ist  alles  so,  wie  man  es  erwarten  möchte.     Der  Exponent  für  die 

Temperatur  ist  in  isometrischen  Processen  grösser  als  in  isopiestischen 

1  5 

und  ist  überhaupt  —  oder  höchstens  — ,  er  nimmt  zu  mit  wachsender 

Atomzahl.  Die  Abhängigkeit  von  Druck  und  Dichte  in  iso thermischen 
Processen  nimmt  zu  mit  wachsender  Atomzahl,  sie  ist  bei  einatomigen 
Gasen  überhaupt  nicht  vorhanden  und  selbst  bei  dreiatomigen  noch  so 
geringfügig,  dass  sie  fast  ganz  vernachlässigt  werden  kann;  sogar  bei 

15  atomigen  Gasen  dürfte  sie  noch  kaum  der  — ten  Potenz  vom  Druck 

4 

oder  Volumen  proportional  gehen.  Sofern  also  überhaupt  ein  Gas 
noch  als  ideal  angesehen  werden  darf,  ist  also  auch  nach  dieser  Theorie 
der  Reibungscoefficient  von  Druck  und  Dichte  so  gut  wie  unabhängig. 
Das  steht  also  mit  der  Maxwell'schen  Behauptung  in  Einklang,  und 
ausserdem  trägt  diese  Theorie  etwa  vorhandener  geringer  Abhängig- 
keit von  Druck  und  Dichte  noch  Rechnung,  wenigstens  bei  mehratomigen 
Gasen. 

Was  die  Abhängigkeit  von  der  Temperatur  anbetrifft,  so  ent- 
sprechen auch  diese  Formeln  der  Maxwell' sehen  Behauptung  nicht, 
sie  geben  zwar  für  mehratomige  Gase  eine  grössere  Abhängigkeit  von 
der  Temperatur,  wenigstens  in  isopiestischen  Vorgängen,  als  die  üb- 
liche Formel  11),  indessen  ist  diese  Abhängigkeit  selbst  bei  unendlich 

atomigen  Gasen  noch  geringer  ( um  —  des  Exponenten  J  als  der  M  a  x  - 
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weir sehen  Behauptung  entspricht.  Wie  sich  die  Erfahrung  hierzu 
stellt  und  wie  die  Abweichungen  zu  erklären  sind,  wird  später  dar- 
gelegt werden. 

Führen  wir  in  unseren  Formeln  an  Stelle  des  specifischen  Volumens 
das  für  alle  Gase  unter  gleichen  Yerhältnissen  gleiche  Molekularvolumen 
))  ein  und  beachten  die  Beziehung  unter  15)  in  Abschnitt  32  für  (A), 
so  wird,  indem  zur  Abkürzung 


17) 

JU"  —  z(m)  **    e«  +  ^•» 

gesetzt  wird 

e       sie— 6 

18i) 

9  — jif"^«S  «*  , 

I82) 

6         6         1 

3fc— 5      5  — 8fc        1 

18s) 

Q  —  M"(B)    **    p   **    »' 

M''  bestimmt  die  Abhängigkeit  vom  Molekulargewicht.    Ein  Maximum 
oder  Minimum  kann  eintreten  für 

19)  ^  =  -  _     ^  +  ^ 


QJC  ^("    +  ß^)' 


dm 

also  wenn 

d(a  -\-  ßm) 

dm 

negativ  ist,  Q  ist  dann  ein  Maximum.  Das  kommt  vollständig  überein 
mit  dem,  was  in  Abschnitt  32  über  die  Stosszahl  gesagt  ist,  nur  dass 
bei  dieser  es  sich  um  ein  Minimum  handelt,  und  die  Grenzwerthe  sind 
dieselben.  Maximum  des  Eeibungswerthes  und  Minimum  der  Stoss- 
zahl trefiPen  zusammen,  die  Maxima  der  Weglängen  treffen,  wie  in  Ab- 
schnitt 32  abgeleitet  ist,  früher  ein.  Die  übliche  Formel  giebt  solche 
Maxima  und  Minima  nicht,  da  ihr  zufolge  der  Beibungscoefficient  viel- 
mehr ständig  mit  wachsendem  Molekulargewicht  anwachsen  muss. 

5 

Endlich,  da  k  bei  idealen  Gasen  höchstens  gleich  —  sein  kann  und 

o 

wenigstens  gleich  1  sein  muss,  erhellt,   dass  der  Exponent  von  m  in 

der  Gleichung  für  Jf "  zwischen  —  (für  einatomige  Gase)  und  1  (für  un- 

o 

endlich  atomige  Gase)  liegt.     Bereits  für  dreiatomige  Gase  ist  er  nur 

wenig  noch  von  1  verschieden.    Mit  wachsender  Atom  zahl  nimmt  also 

die  Abhängigkeit  des  Reibungscoefficienten  vom  Molekulargewicht  rasch 

ab,  Gase ,  deren  Atomzahl  fünf  oder  sechs  überschritten  hat ,  besitzen 

bei  gleichem  Molekulargewichte  fast  den  gleichen  Reibungscoefficienten. 

Von  derartigen  Verhältnissen  giebt  die  übliche  Formel  überhaupt  keine 
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Rechnung.     Wenn  man  a  und  ß   als   wirkliche  Constanten  ansehen 
darf,  sind  die  Grenzwerthe  gegeben  durch 

Ä  +  5 

fH    — -    . ! . 

6kß 

Grehen  wir  nun  zu  den  yorliegenden  Erfahrungen  über  die  Reibungs- 
yerhältnisse  über,  so  ist  zunächst  hervorzuheben,  dass  keine  von  ihnen 
eine  entscheidende  Vergleichung  mit  den  Ergebnissen  der  theoretischen 
Speculation  mit  Sicherheit  zulässt,  denn  alle  bisher  ausgeführten  Unter- 
suchungen leiden  an  dem  Mangel,  dass  die  thermodynamischen  Ver- 
hältnisse wenig  oder  gar  keine  Berücksichtigung  gefunden  haben. ' 
Man  weiss  nicht,  ob  die  Vorgänge,  welche  die  Beobachtungen  geliefert 
haben,  mehr  adiabatisch  oder  isothermisch  u.  s.  f.  gewesen  sind,  und 
die  Untersuchungen  sind  meist  auf  die  Abhängigkeit  yon  einer  der 
Variabeln,  dem  Drucke  oder  der  Temperatur  gerichtet  gewesen.  Dazu 
kommt  noch  die  Schwierigkeit,  welche  die  mathematische  Entwickelung 
der  erforderlichen  Gleichungen  —  denn  der  Reibungscoefficient  kann 
aus  den  Beobachtungen  nur  errechnet  werden  — -  zur  Berechnung 
bietet,  und  welche  zu  mehreren,  oft  nicht  beurth eilbaren  Vernach- 
lässigungen zwingt. 

Es  handelt  sich  zunächst  um  die  Voraussagung  MaxwelPs  hin- 
sichtlich der  Abhängigkeit  des  Reibungscoefficienten  allein  von  der 
Temperatur.  .  Entscheidend  hierfür  sind  die  Versuche ,  welche  bei  con- 
stanten  Drucken  oder  Dichten  ausgeführt  sind,  also  die  Beobachtungen 
an  schwingenden  Körpern  in  Gasen ,  wie  sie  von  0.  E.  M  e  y  e  r  ^) , 
Maxwell  2),  Eundt  und  Warburg  3),  Grookes*),  zuletzt  von 
War  bürg  und  Babo^)  ausgeführt  sind.  Die  anderen  Versuche  über 
den  Durchgang  der  Gase  durch  Röhren  sind  deshalb  viel  weniger  be- 
weisend, weil  bei  ihnen  der  Druck  und  die  Dichte  nothwendig  variabel 
sind,  und  der  Nachweis  sich  weniger  auf  Unabhängigkeit  von  Druck 
und  Dichte  als  vielmehr  auf  solche  von  DifiFerenzen  dieser  Grössen 
bezieht. 

In  der  ersten  Art  von  Versuchen  also  lässt  man  einen  Körper, 
eine  Kugel  oder  ein  Pendel  u.  s.  f.  in  einem  Gase  unter  verschiedenen 
Drucken  schwingen.  Man  nimmt  an,  dass  der  Körper  allmälig  das 
Gas  in  seine  Bewegung  mit  einbezieht,  also  auch  im  Gase  schwingende 
Bewegungen  entstehen ;  diese  sind  an  verschiedenen  Stellen  verschieden 
stark,  wodurch  Reibung  der  einzelnen  Gastheile  an  einander  bewirkt 
wird.  Diese  Reibung  beeinfiusst  die  Mitbewegung  des  Gases,  und  in- 
dem  die  Mitbewegung   des   Gases    ihrerseits    auf   die   Bewegung    des 


^)  Pogg-  Ann.,  Bd.  125,  S.  177. 

*)  Proceedings  of  the  Eoyal  Society  1866,  Vol.  15,  p.  14. 

')  I*ogg-  Ann.,  Bd.  155,  Seite  337  flf. 

*)  Philosophical  Transactions  1881,  Vol.  172,  p.  387. 

*)  Wiedemann's  Ann.,  Bd.  17,  S.  390. 
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Körpers  einwirkt,  kann  man  aus  den  Beobachtungen  über  diese  letztere 
auf  die  Mitbewegung  des  Gases  und  hierdurch  auf  die  Reibung  in  ihm 
schliessen. 

Die  betreffenden  Versuche  von  0.  E.  Meyer  und  von  Eundt  und 
War  bürg  zeigen,  dass  völlig  unabhängig  vom  Drucke  der  Reibungs- 
coefficient  nicht  ist.    In  zwei  Versuchsreihen  fand  0.  E.  M  e  y  e  r  für  Luft : 

erste  Versuchsreihe: 
beim  Druck  von  ....         757,5         500,6  251,1     mm  Quecksilber 

als  Reibungscoefficient    0,000332  0,000307  0,000236        ^ 


cm.  sec. 

zweite  Versuchsreihe: 

beim  Druck  von   ....        749,1         499,7  250,5     mm  Quecksilber 

g 


als  Reibungscoefficient    0,000388  0,000385  0,000318 


cm.  sec. 


Die  Temperatur  war  in  den  ersten  drei  Beobachtungen  22,4^  C, 
in  den  letzten  drei  20,4^  C.  Beide  Reihen  zeigen  deutlich  eine  Ab- 
nahme des  Reibungscoef fielen ten  mit  abnehmendem  Drucke,  also  auch 
abnehmender  Dichte  des  Gases.  Sind  auch  die  Zahlen  für  diesen 
Coefficienten  an  sich  vielleicht  anfechtbar,  der  Gang  derselben  dürfte 
Zweifeln  kaum  unterliegen.     Im  Mittel  hätten  wir  bei  21,4^0.: 

für  einen  Druck  von  .  .  .       750  500  250       mm  Quecksilber, 

als  Reibungscoef ficienten  0,000360  0,000346  0,000277 — 

cm.  sec. 

Die  Abnahme  ist  nicht  gross,  aber  deutlich  ausgesprochen. 

Eine  andere,  nach  derselben  Methode  ausgeführte  Anzahl  von  Ver- 
suchen rührt  von  Kundt  und  Warburg  her  und  bezieht  sich  auf 
Luft,  Kohlensäure  und  Wasserstoff.  Für  jedes  dieser  Gase  sind  drei 
Versuchsreihen  vorhanden,  die  ich,  weil  die  Zahlen  von  den  genannten 
Herren  selbst  nicht  gerechnet  sind,  sämmtlich  mittheilen  will,  indem  ich 
noch  bemerke,  dass  alle  Zahlen  sich  auf  15^  C.  beziehen  und  die  Reibungs- 

cr 

coefficienten  in  absoluten  Einheiten geben  (s.  Tabelle  a.  f.  S.). 

cm.  sec. 

Die  drei  Reihen  weichen  zwar  systematisch  von  einander  ab,  alle 
aber  lassen  eine  Abnahme  des  Reibungscoefficienten  mit  abnehmendem 
Drucke  erkennen,  zweifellos  ist  diese  Abnahme  von  etwa  400  mm  Queck- 
silberdruck ab  vorhanden,  während  sie  zwischen  400  und  750  nicht  mit 
Sicherheit  hervortritt.  Die  erste  Reihe  giebt  die  stärksten  Aenderungen, 
die  letzte  die  schwächsten,  im  ganzen  sind  die  Aenderungen  jedoch  gering 
und  namentlich  gering  bei  der  Kohlensäure.  Leider  lassen  sich  sichere 
Mittelwerthe  nicht  bilden,  erstens  weil  die  Reihen  sich  nicht  voll- 
ständig entsprechen,   zweitens  weil,    wie  schon  bemerkt,  die  Reihen 
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Erste  Versuchsreihe: 


Luft 

Wasserstoff 

Kohlensäure 

Druck 
mm  Hg 

Beibiings- 
coefficient 

Druck 
mm  Hg 

Beibungs- 
coefficient 

Druck 
mm  Hg 

BeibuDgs- 
coefficient 

380 
20 
7,7 
2,4 
1,53 
0,63 

0,0001932 
1915 
1894 
1835 
1756 
1621 

380 
20 
8,8 
2,4 
1,53 
0,63 

0,0000956 
935 

922 
881 
817 
712 

380 

0,0001567 

Zweite  Versuchsreihe: 


mm  Hg 

mm  Hg 

• 

mm  Hg 

750 

0,0001864 

750 

0,0000901 

750 

0,0001493 

380 

1862 

380 

901 

380 

1493 

20,5 

1852 

20 

894 

20,5 

1483 

2,4 

1804 

2,4 

1467 

1,53 

1763 

1,54 

1442 

0,63 

1674 

• 

0,65 

1381 

D 

ritte  Ve 

rsuchsreih 

le: 

mm  Hg 

mm  Hg 

mm  Hg 

750 

0,0001894 

750 

0,0000918 

750 

0,0001524 

380 

1894 

380 

914 

380 

1511 

20,5 

1890 

20,5 

909 

8,8 

1506 

7,3 

1867 

8,1 

909 

2,4 

1498 

2,4 

1845 

2,4 

891 

1,48 

1473 

1,53 

1805 

0,65 

825 

0,60 

1433 

0,63 

1756 

systematisch  von  einander  abweichen  und  nicht  auf  einander  reducirt 
werden  können. 

Bei  der  zweiten  Methode  lässt  man  Gase  durch  enge  Röhren 
unter  verschiedenen  Drucken  strömen.  Die  Drucke  werden  am  Ein- 
gange und  am  Ausgange  der  Röhren  variirt.  Da  hier  der  Druck 
innerhalb  der  Röhre  von  Querschnitt  zu  Querschnitt  sich  ändert,  gehen 
die  Reibungserscheinungen  unter  verschiedenen  Drucken  vor  sich,  man 
nimmt  von  vornherein  an,  dass  sie  von  diesen  Drucken  nicht  abhängen 
und  sieht  zu,  ob  die  dann  berechneten  Ausflussmengen  oder  Druck- 
veränderungen am  Eingange  oder  Ausgange  der  Röhre  mit  den  be- 
obachteten   Mengen    oder    Druckänderungen    übereinstimmen.      Diese 
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Methode  ist  theoretisch  sehr  anfechtbar,  sie  ist  aber  sehr  bequem  und 
viel  angewandt.  Sie  heisst  auch  die  Methode  der  Transspirations- 
beobachtungen.  Ich  habe  schon  bemerkt,  dass  es  sich  hier  nur  um 
eine  Abhängigkeit  des  Reibungscoefficienten  von  dem  Ueberdruck  an 
der  Eingangsstelle  in  die  Röhre  und  der  Ausgangsstelle,  nicht  vom 
absoluten  Drucke  selbst  handelt. 

Aus  den  sehr  ausgedehnten  Versuchsreihen  von  G  r  a  h  a  m  i)  hat 
0.  E.  Meyer  nachgewiesen,  dass  eine  solche  Abhängigkeit  vom  Ueber- 
druck mit  Sicherheit  nicht  geschlossen  werden  kann,  wenigstens  nicht 
wenn  es  sich  um  Drucke  zwischen  5  und  50  cm  handelt.  Dagegen 
tritt  die  Abhängigkeit  vom  Drucke  bei  höheren  Drucken  deutlich  her- 
vor. Entscheidend  hierfür  sind  die  Versuche  von  Warburg  und 
Babo.  Sie  beziehen  sich  nur  auf  ein  Gas,  auf  Kohlensäure,  dafür 
reichen  sie  bis  zu  Ueberdrucken  von  mehr  als  110  Atmosphären.  Leider 
beginnen  sie  freilich  erst  bei  Ueberdrucken  von  43  Atmosphären,  so 
dass  zwischen  1  Atmosphäre  und  43  Atmosphären  eine  breite  Lücke 
klafft.  Die  Kohlensäure  war  nicht  ganz  luftfrei,  doch  betrug  der  Luft- 
gehalt in  keinem  Falle  0,01  Volumenprocent,  so  dass  er  für  unsere 
Frage  kaum  in  Betracht  kommt.  Drei  Versuchsreihen  sind  bei  32,6^  C. 
ausgeführt,  eine  bezieht  sich  auf  40,3^0.  Da  die  Versuchsreihen  im 
übrigen  mit  einander  congruiren,  gebe  ich  sogleich  die  Mittelwerthe  für 
32,6^0.  an,  indem  ich  nur  noch  bemerke,  dass  die  Drucke  zwar  nicht 
genau  in  Einheiten  eines  normalen  Atmosphärendruckes  gegeben  sind, 
aber  doch  nahezu.  Genau  sind  die  hier  als  Drucke  bezeichneten 
Grössen  Zahlen,  welche  der  Dichtigkeit  des  Stickstoffs  entsprechen. 
Besonders  dankenswerth  ist,  dass  auch  die  Dichte  der  Kohlensäure  in 
jedem  Falle  mitbestimmt  ist: 


Druck 

Dichte 

Beibungs- 
coefficient 

43,1 

0,100 

0,000  177 

60,7 

170 

189 

70,3 

240 

212 

75,0 

310 

240 

77,1 

380 

277 

77^9 

450 

323 

78,4 

520 

370 

79,3 

590 

429 

82,3 

660 

499 

90,7 

730 

579 

111,5 

800 

683 

Der  Reibungscoefficient  steigt  mit  wachsendem  Drucke  und   mit 
wachsender  Dichte,  und  zwar  mit  letzterer  noch  regelmässiger  als  mit 

^)  London  Phil.  Trans.  1846,  p.  573  und  1849,  p.  349. 
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ersterer,  denn  an  der  Stelle  der  Drucke,  woselbst  schon  geringen 
Druckyeränderungen  starke  Dichtigkeitsänderungen  entsprechen,  steigt 
der  Reibungscoefficient  nicht  in  so  geringem  Maasse  wie  die  Drucke, 
sondern  so  stark  wie  die  Dichten.  Das  Ansteigen  vermehrt  sich  mit 
wachsender  Dichte.  Da  der  Reibungscoefficient  unter  normalen  Ver- 
hältnissen nach  den  Angaben  von  0.  E.  Meyer  etwa  0,000150  be- 
trägt, so  wächst  er  vom  Druck  1  Atmosphäre  bis  zum  Druck  43  Atmo- 
sphären um  0,000027,  dagegen  für  die  folgenden  42  Atmosphären  um 
etwa  0,0004,  das  ist  der  15  fache  Betrag. 

Vergleichen  wir  diese  Ergebnisse  der  Erfahrung  mit  den  An- 
gaben der  verschiedenen  Theorieen,  so  zeigt  sich,  dass  an  sich  gute 
Uebereinstimmung  vorhanden  ist.  Die  letztgenannte  Reihe  von  Ver- 
suchen müssen  wir  von  vornherein  ausschliessen ,  denn  bei  so  hohen 
Drucken  entspricht  der  Zustand  der  Kohlensäure  nicht  mehr  dem  eines 
idealen  Gases,  wie  auch  die  Vergleichung  der  Reihe  für  die  Drucke  mit 
der  für  die  Dichten,  die  nicht  mehr  dem  Boyle' sehen  Gesetze  ent- 
sprechen, lehrt.  Alle  anderen  aber  ergaben,  dass  zwar  eine  wirk- 
liche Unabhängigkeit  von  Druck  oder  Dichte  anscheinend  unter  keinen 
Umständen  besteht,   dass   eine   solche  jedoch  innerhalb   eines   weiten 

Intervalls  von  vielleicht  ——-  Atmosphäre  bis  zu  10  Atmosphären  mit 

hinreichender  Genauigkeit  angenommen  werden  kann. 

Mit  diesen  Ermittelungen  sind  alle  bisher  aufgestellten  Theorieen, 
auch  die  hier  neu  gegebene,  in  Einklang,  denn  auch  nach  letzterer  ist 
eine  Abhängigkeit  des  Reibungscoefficienten  vom  Druck  gar  nicht  oder 
nur  in  sehr  geringem  Maasse  vorhanden,  so  lange  das  Gas  noch  als 
ein  ideales  betrachtet  werden  darf,  d.  h.  bei  nicht  zu  hohen  und  nicht 
zu  geringen  Drucken.  Die  hier  aufgestellte  Theorie  verlangt  voll- 
ständige Unabhängigkeit  vom  Druck  innerhalb  der  bezeichneten  Grenzen 
nur  für  einatomige  Gase.  Versuchsreihen  mit  wechselnden  Drucken 
für  solche  Gase  scheinen  jedoch  nicht  vorzuliegen,  nur  Angaben  für 
bestimmte  Drucke  sind  mir  bekannt.  Diese  Behauptung  lässt  sich  also 
nicht  prüfen.  Für  andere  Gase  geben  die  Formeln  eine  gewisse  Ab- 
hängigkeit und  ist  die  Prüfung  möglich.  Nehmen  wir  beispielsweise 
das  Mittel  der  Versuchsergebnisse  von  0.  E.  Meyer  für  Luft,  welches 
zwar  kein  einfaches  Gas  ist,  aber  sich  wesentlich  wie  ein  solches  ver- 
hält,  so  käme,  weil  Sauerstoff  und  Stickstoff  beide  zweiatomig  sind,  die 
Formel  unter  I43)  in  Betracht.  Die  Abhängigkeit  vom  Druck  ent- 
spräche der  T^ten  Potenz  des  Druckes,  und  es  wäre 

i_ 

woselbst  c  aus  den  Versuchen  zu  ermitteln  ist.  Man  findet  aus  den 
angeführten  Zahlen  c  =  0,0002241,  und  hiermit  berechnet  sich  wieder 
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Q  für  die  drei  angegebenen  Drucke  zu  0,000345,  0,000331,  0,000309, 
so  dass  gegen  die  Beobachtungen  Abweichungen  bleiben  von  —  0,000015, 
—  0,000015,  +  0,000032,  also  durchschnittlich  von  etwa  6  Procent, 
was  an  sich  nicht  viel  ist.  Es  wäre  aber  aus  dieser  Beobachtungs- 
reihe zu  schliessen,  dass  die  Formel  eine  zu  geringe  Abhängigkeit 
des  Beibungscoefficienten  vom  Druck  angiebt.  Dagegen  folgt  beispiels- 
weise aus  der  dritten  Versuchsreihe  von  Eundt  und  War  bürg,  dass 
die  Formel  eine  zu  grosse  solche  Abhängigkeit  feststellt. 

Aus  den  bis  jetzt  vorliegenden  Beobachtungen  lässt  sich  eine  Ent- 
scheidung nicht  entnehmen;  die  ausserordentliche  Schwierigkeit,  mit 
der  ihre  Ausfuhrung  verknüpft  ist,  macht  die  Ergebnisse  sehr  un- 
sicher; ist  doQh  beispielsweise  die  Veränderlichkeit  des  Reibungscoeffi- 
cienten  mit  dem  Drucke  nach  der  ersten  Versuchsreihe  von  Kundt 
und  War  bürg  fast  dreimal  so  gross  wie  nach  den  beiden  folgenden, 
und  nach  diesen  beiden  kaum  ein  Zehntel  so  gross  wie  nach  der  Ver- 
suchsreihe von  0.  E.  Meyer.  Zu  dieser  Schwierigkeit  kommt  noch 
ein  Umstand,  auf  den  hingewiesen  werden  muss. 

In  der  Formel  für  Q  bedeutet  nämlich  p  den  Druck,  der  an  der 
Stelle,  woselbst  die  Beibung  herrschte,  vorhanden  war.  Dieser  Druck 
nun  hängt  von  der  Bewegung  ab  und  ist  an  verschiedenen  Stellen  des 
Gases  während  der  Bewegung  verschieden.  In  Folge  der  Bewegung 
wird  er  kleiner  sein  als  wenn  Euhe  herrscht,  und  zwar  um  so  kleiner 
im  Verhältniss  zum  Drucke,  wenn  Ruhe  herrschen  würde,  je  dichter 
das  Gas  ist.  Was  aber  in  den  Beobachtungen  angegeben  wird,  ist 
lediglich  der  statische  Druck  im  Ruhezustande,  nicht  dieser  dyna- 
misch modificirte.  Auch  die  Dichte  variirt  während  der  Bewegung, 
was  gleichfalls  nicht  berücksichtigt  werden  kann.  Welche  Correction 
in  Folge  dessen  an  den  Druckangaben  anzubringen  ist,  lässt  sich 
nicht  sagen. 

Auf  einen  anderen  Mangel  der  vorliegenden  Beobachtungen  wird 
bald  aufmerksam  zu  machen  sein. 

Für  grössere  Dichten  ist,  wie  die  Versuche  von  War  bürg  und 
Babo  erkennen  lassen,  selbst  die  von  unserer  Formel  gegebene  Ab- 
hängigkeit vom  Volumen  unzureichend.  Es  ist  jedoch  zu  beachten, 
dass  für  die  wirklichen  Gase  h  selbst  mit  wachsender  Dichte  zunimmt 
(Abschnitt  53),  dadurch  nimmt  auch  die  Abhängigkeit  des  Reibungs- 
coefficienten  vom  Volumen  mit  abnehmendem  Volumen  zu,  also  com- 
pliciren    sich    die   Verhältnisse    sehr,    denn    dann   variiren   auch    alle 

_5_  fc  +  6 

anderen  Factoren,  so  O*       selbst  bei  constantem  O",  und  (m)  bei 

constantem  m.  Sicheres  lässt  sich  darüber  nicht  aussagen,  weil  man 
die  Function,  nach  der  Je  von  V  abhängig  ist,  nicht  kennt.  Nach 
einigen  kann  Je  bis  zu  oo  ansteigen. 

Gehen  wir  jetzt  über  zu  der  Abhängigkeit  von  der  Temperatur, 
so  liegen  hierfür  ebenfalls  nicht  wenige  Versuche  vor.     Alle  ergeben. 
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dass  der  Reibungscoefficient  mit  wachsender  Temperatur  ansteigt.  Das 
entspricht  auch  allen  bisher  abgeleiteten  Theorieen  und  nicht  minder 
der  hier  dargelegten. 

Nach  den  Angaben  der  verschiedenen  Beobachter  soll  der  Reibungs- 
coefficient unter  den  bei  ihren  Versuchen  herrschenden  Umständen 
einer  Potenz  der  absoluten  Temperatur   proportional  sein,    die   etwa 

2 
zwischen  —  und  1  liegen  und  mit  der  Atomzahl  wachsen  soll. 

Die  Hauptbeobachtungen  sind  an  Transspirationsvorgängen  ge- 
macht und  zwar  in  der  eingehendsten  Weise  von  Obermeyer  i). 
Folgende  Formeln  gelten  nach  ihm: 


Gas 

Atoiri- 
zahl 

Molekular- 
gewicht 

Reibungscoefficient 

1 

Wasserstoff 

Sauerstoff 

Stickstoff 

Luft 

Eohlenoxyd 

Stickoxydul 

Kohlensäure 

Aethylen 

Aethylchlorid 

2 
2 
2 
2 

2 
3 
3 
6 

2 
32 
28 
29 
30 
44 
44 
28 
28 

0,0000861  (1  +  0,003665  t)0,70 
0,0001878  (1  +  0,003665  t)0.80 
0,0001559  (1  -f  0,003665  t)0,74 
0,0001678  (1  -f- 0,003665  t)0»76 
0,0001625  (1  +  0,003665  t)0,74 
0,0001353  (1  -1-  0,003719  t)0,93 
0,0001383  (1  +  0,003701 1)0,94 
0,0000922  (1  -j-  0,003665  t)«.»« 
0,0000889  (1  -f  0,003900  t)0»98 

t  ist  die  Temperatur  in  der  Celsiusscala  gemessen.  Das  Anwachsen 
des  Exponenten  der  Temperatur  mit  wachsender  Atomzahl  ist  deutlich 
ausgesprochen.  Nur  die  hier  dargelegte  Theorie  sagt  dieses  Anwachsen 
wenigstens  in  isometrischen  Versuchen  unzweideutig  voraus,  alle  an- 
deren Theorieen  ergaben  für  alle  Gase  unter  allen  Umständen  nur 
die  gleiche  Abhängigkeit. 

Was  aber  die  Stärke  dieser  Abhängigkeit  von  der  Temperatur  an- 
betrifft, so  scheint  die  von  Maxwell  angegebene  der  Erfahrung  noch 
am  besten  zu  entsprechen.  Nach  ihr  soll  der  Reibungscoefficient  der 
Temperatur  proportional  ansteigen.  Die  übliche  Formel  unter  11) 
setzt  ein  Ansteigen  proportional  der  Quadratwurzel  aus  der  Tempe- 
ratur fest,  wenn  man  sie  nicht  durch  Wahl  einer  geeigneten  Function 
für  den  Wirkungsradius  ö  der  Erfahrung  noch  anpassen  will.  Die 
hier  abgeleiteten  Formeln  sind  für  mehratomige  Gase  und  isometrische 
Versuche  günstiger  gestellt,  jedoch  immer  noch  nicht  so,  wie  es 
wünschenswerth  wäre,  der  Exponent  der  Temperatur  läge  zwischen  0,6 
für  zweiatomige  Gase  und  0,833  für  unendlich  atomige,  während  er 
der  Erfahrung  zufolge  zwischen  etwa  0,75  für  zweiatomige  und   1,00 
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für  unendlich  atomige  liegt,  es  bleibt  eine  Differenz  von  gegen  0,16 
nach  dieser  Theorie  und  von  0,25  bis  0,50  nach  der  Formel  unter  11). 

Nun  ist  aber  Folgendes  zu  beachten.  Erstens  ist  h  thatsächlich 
keine  Constante,  sondern  selbst  von  der  Temperatur  abhängig.  Da  es 
mit  wachsender  Temperatur  abnimmt,  so  nimmt  die  Abhängigkeit  des 
Reibungscoefficienten  von  der  Temperatur  nach  den  gegebenen  Formeln 
rascher  zu,  als  es  nach  diesen  Formeln  den  Anschein  hat.  So  wurde 
beispielsweise  in  isometrischen  Vorgängen  der  Exponent  von  ^  mit 
wachsender  Temperatur  selbst  anwachsen. 

Zweitens  hängt  der  Reibungscoefficient  nicht  bloss  von  der  Tempe- 
ratur ab,  sondern  auch,  wie  die  Erfahrung  lehrt  und  der  hier  dar- 
gelegten Theorie  entspricht,  auch  von  Druck  und  Dichte.  Also  muss  die 
Abhängigkeit  von  der  Temperatur  verschieden  ausfallen,  je  nachdem 
bei  den  betreffenden  Versuchen  ein  Wärmeaustausch  mit  der  Um- 
gebung stattfindet  oder  nicht.  Adiabatische  Vorgänge  müssen  eine 
andere  Function  der  Temperatur  ergeben  .  als  diabatische.  Hierauf 
hat  schon  0.  E.  M  e  y  e  r  ^)  hingewiesen  und  diesem  Umstände  dadurch 
Rechnung  zu  tragen  versucht,  dass  er  die  betreffenden  Vorgänge,  näm- 
lich bei  den  Transspirationsbeobachtungen  von  Graham,  halb  als 
adiabatische,  halb  als  diabatische  behandelte.  Das  letztere  besagt, 
er  nahm  an,  dass  zwar  ein  Wärmeaustausch  mit  der  Umgebung  statt- 
fand, aber  nicht  in  dem  Maasse,  wie  er  hätte  stattfinden  sollen  und 
hätte  stattfinden  können,  wenn  die  Vorgänge  sich  hinlänglich  langsam 
abgespielt  hätten.  Angesichts  der  Unmöglichkeit,  zu  entscheiden,  wie 
bei  den  vorliegenden  Beobachtungen  der  Wärmeaustausch  mit  der  Um- 
gebung genau  stattgefunden  hat  und  angesichts  des  Umstandes,  dass 
in  der  That  die  Leitungsfähigkeit  der  Gase  zu  gering  ist,  um  bei  den 
Geschwindigkeiten,  mit  welchen  in  den  Versuchen  die  Vorgänge  sich 
abgespielt  haben,  einen  wirklichen,  den  Verhältnissen  entsprechenden 
Wärmeaustausch  zuzulassen,  scheint  mir  diese  Annahme  von  0.  E.  Meyer 
durchaus  zulässig,  fast  geboten.  Die  Vorgänge  sind  zum  Theil 
adiabatisch. 

Wir  haben  aber  für  adiabatische  Vorgänge 

somit  wird  für  solche  Vorgänge 


Q  =  Qi^ 


3(fc  — 1) 


Der  Exponent  von  d'  ist  also  für  einatomige  Gase  — ,  für  zweiatomige 

0,83,  für  dreiatomige  1,11   u.  s.  f.     Darf  man  die  Vorgänge  bei  den 
Beobachtungen  als  zum  Theil  adiabatisch  ansehen,  so  würde  hiernach 


*)  Pogg.  Ann.,  Bd.  5,  S.  127. 
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für  sie  d'  in  den  Potenzen  —,  0,72,  0,88  u.  ß.  f.    erscheinen   und  das 

entspräche  den  Angaben  v.  Obermayer*s  sehr  gut.  Wir  können 
hiemach  wohl  sagen,  dass  aus  den  Beobachtungen  ein  Grund,  die 
Richtigkeit  der  Formeln  zu  bezweifeln,  nicht  entnommen  werden  kann, 
dass  im  Gegentheil  die  Formeln  in  ihnen  eine  gewisse  Stütze  finden, 
denn  den  Verhältnissen  entsprechend  interpretirt,  geben  die  Beob- 
achtungen keine  andere  Abhängigkeit  von  der  Temperatur  als  die 
Formeln  auch.  Das  gilt  jedoch  nur  für  die  hier  abgeleiteten  Gleichungen 
und  für  mehratomige  Gase.  Für  einatomige  Gase  soll  der  Theorie  zu- 
folge 9  immer  proportional  y  ^  sein.  Von  Koch  liegt  eine  Angabe 
über  den  Exponenten  von  0*  für  Quecksilberdampf  bei  hohen  Tempe- 
raturen (370^0.)  vor.  Danach  soll  dieser  Exponent  1,6  betragen;  das 
stimmt  mit  der  Theorie  absolut  nicht  und  weicht  auch  von  allen  an- 
deren Angaben,  wonach  der  Exponent  bei  einatomigen  Gasen  am 
kleinsten  sein  sollte,  ab.  Eine  Erklärung  weiss  ich  nicht  zu  geben, 
vielleicht  gelten  die  Formeln  für  Dämpfe  überhaupt  nicht. 

Wir  haben  nun  noch  die  Ergebnisse  der  Erfahrung  hinsichtlich 
der  Abhängigkeit  des  Reibungscoefficienten  vom  Molekulargewicht  und 
von  der  Atomzahl  mit  denen  der  Theorie  zu  vergleichen. 

Die  Hauptformel  der  üblichen  Theorie  unter  11)  besagt,  dass, 
wenn  6  als  constant  betrachtet  werden  darf,  der  Reibungscoefficient 
proportional  der  Quadratwurzel  aus  dem  Molekulargewicht  anwächst, 
und  zwar  unabhängig  von  der  Atomzahl.  Nach  den  Angaben,  die 
ich  hierüber  dem  schon  mehrfach  erwähnten  schönen  Werke  von  0.  E. 
Meyer  entnehme,  ist  dieses  allgemein  sicher  nicht  der  Fall.  Vielmehr 
steigt  der  Reibungscoöfficient  mit  wachsendem  Molekulargewicht  erst 
an,  um  dann  wieder  abzunehmen,  er  ist  eine  periodische  Function  des 
Molekulargewichtes.  Folgende  Zusammenstellungen  (s.  Tab.  a.  f.  S.) 
mögen  das  versinnbildlichen. 

Die  Zahlen  sind  sämmtlich  auf  0^  C.  bezogen.  Auf  die  Zahlen  der 
beiden  letzten  Spalten  kommen  wir  später  zu  sprechen.  Die  Tabelle 
beweist  die  obige  Behauptung  ohne  Weiteres.  Zunächst  hängt  hier- 
nach zweifellos  der  Reibungscoefficient  von  der  Atomzahl  ab,  und  zwar 
vermindert  er  sich  mit  steigender  Atomzähl.  So  kommt  dem  sieben- 
atomigen  Methyläther  weniger  als  die  Hälfte  des  Betrages  des  Reibungs- 
coefficienten zu,  welchen  das  an  Molekulargewicht  noch  ein  wenig 
geringere  Argon  aufweist.  Der  15  atomige  Aether  hat  einen  Reibungs- 
coefficienten ,  der  nur  halb  so  gross  ist  wie  der  der  gleich  schweren 
schwefligen  Säure  u.  s.  f.  Ferner  ist  in  den  ausgedehnteren  Reihen  für 
ein-,  zwei-,  drei-  und  fünfatomige  Gase  das  Anwachsen  und  die  darauf 
folgende  Abnahme  des  Reibungscoefficienten  mit  wachsendem  Mole- 
kulargewichte deutlich  genug  ausgesprochen.  Wie  die  Grösse  des 
Reibungscoefficienten  mit  wachsender  Atomzahl  abnimmt,  so  ver- 
ringert sich  auch  deren  Veränderlichkeit  mit  dem  Molekulargewicht. 
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Gas 


Molekular- 
gewicht 


Keibungs- 
coefficient 


cm-sec 


Mittlere 
Weglänge 


cm 


Stosszahl 


Millionen 


Helium 

Argon 

Quecksilberdampf . 


Wasserstoff  .  . 
Kohlenoxyd  .  . 
Stickstoff  .  .  . 
Stickoxyd  .  .  . 
Sauerstoff  .  .  . 
Chlorwasserstoff 
Chlor 


Wasserdampf .    .    . 
Schwefel  wass  erstoff 
Kohlensäure    .    .    . 
Stickoxydul     .    .    . 
Schweflige  Säure  . 


Ammoniak 
Cyan     .    . 


Grubengas  .  . 
Chlormethyl  . 
Methylchlorid 
Chloroform .    . 


Aethylen 


Einatomige  Gase: 


4V 

0,000  165 

40 

0,000  208 

198,9 

0,000  162 

0,0000240 
0,0000099 
0,0000034 


Zweiatomige   Gase: 


2 
27,8 
27,9 
29,8 
31,8 
36,2 
70,4 


0,000  084 
0,000  167 
0,000  167 
0,000  168 
0,000  191 
0,000  141 
0,000  128 


Dreiatomige  Gase: 


17,9 

0,000  097 

0,0000071 

7980 

33,8 

0,000  118 

0,0000060 

6780 

43,7 

0,000  145 

0,0000065 

5530 

43,8 

0,000  144 

0,0000065 

5550 

63,6 

0,000  125 

.0,0000047 

6390 

Vieratomig 

'e  Gase: 

16,9 

0,000  098 

0,0000071 

8160 

51,7 

0,000  097 

0,0000040 

8250 

Fünfatomige  Gase: 


15,9 
50,1 
50 
119 


0,000  106 
0,000  105 
0,000  103 
0,000  096 


0,0000080 
0,0000044 


Sechsatomige   Gase: 


28 


0,000  099  0,0000042 


Methyläther 
Aethylchlorid 
Alkohol  .  . 
Aceton  .  . 
Benzol  .  .  . 
Aether .    .    . 


Sieben-  bis  fünfzehnatomige  Gase: 

0,000  0041 


46 

0,000  092 

64 

0,000  094 

46 

0,000  083 

58 

0,000  073 

78 

0,000  071 

64 

0,000  069 

0,0000178 

9520 

0,0000095 

4800 

0,0000095 

4780 

0,0000094 

4750 

0,0000102 

4180 

0,0000071 

5670 

0,0000046 

6270 

4840 
3840 
7540 


7530 
7630 


8090 


8650 


Vergleichung  mit  der  Erfahrung  über  die  Reibung.  333 

Von  allen  diesen  auffallenden  Verhältnissen  giebt  die  gewöhnliche 
Formel  unter  11)  keine  Rechenschaft,  doch  kann  sie  freilich  denselben 
angepasst  werden,  da  für  die  Grösse  ö  nichts  vorausbestimmt  und 
nichts  bekannt  ist. 

Was  dagegen  die  Formeln  anbetrifft,  die  hier  abgeleitet  sind,  so 
ist  schon  auf  Seite  322  dargelegt,  wie  sie  genau  das  Nämliche  voraus- 
sagen, was  der  Anblick  der  Zahlen  in  der  Tabelle  lehrt.  Qualitativ 
entsprechen  sie  jedenfalls  der  Erfahrung,  und  zwar  sowohl  hinsicht- 
lich der  Abhängigkeit  vom  Molekulargewicht  als  auch  in  Bezug  auf 
die  Abhängigkeit  von  der  Atomzahl.  Die  quantitative  Prüfung  ist 
mit  grossen  Schwierigkeiten  verknüpft,  weil  das  vorliegende  Material 
doch  sehr  unvollständig  und  unsicher  ist.  In  der  Gruppe  der  ein- 
atomigen Gase  ist  fast  alles  ungewiss ,  für  Helium  und  Argon  stehen 
die  Molekulargewichte  nicht  fest,  für  Quecksilberdampf  ist  der  Reibungs- 
coefficient  für  0^  mit  einem  unsicheren  Temperaturcoefficienten  durch 
ein  so  weites  Intervall  wie  370*^,  wodurch  er  auf  74  des  beobachteten 
Werthes  reducirt  wird,  errechnet.  In  der  Reihe  für  zweiatomige  Gase 
dürften  noch  die  sichersten  Zahlen  stehen,  doch  fällt  hier  die  An- 
gabe für  Sauerstoff  stark  heraus ,  sie  ist  grösser  als  für  Stickstoff  und, 
wie  hinzugefügt  werden  kann,  für  Luft  (q  =  0,000172).  Ueber  die 
Zahlen  in  der  Reihe  der  dreiatomigen  Gase  habe  ich  kein  Urtheil,  für 
Kohlensäure  jedoch  wird  oft  eine  viel  grössere  Zahl  für  den  Reibungs- 
coefficienten  angegeben.  Die  Zahlen  der  übrigen  Reihen  kommen  für 
eine  quantitative  Prüfung  überhaupt  nicht  in  Betracht. 

Das  Maximum  des Reibungscoefffcienten  scheint  bei  zweiatomigen 
Gasen  bei  einem  geringeren  Molekulargewicht  einzutreten  (etwa  bei 
32)  wie  bei  dreiatomigen  (etwa  bei  40).  Das  würde  mit  unserer 
Theorie  stimmen,  wenn,  was  ja  sehr  nahe  liegt,  oe  und  ß  als  constant 
angesehen  werden  dürfen,  denn  es  ist  dann  der  Grenzwerth  für  das 

Molekulargewicht  bei  zweiatomigen  Gasen ^-^,  bei  dreiatomigen 

0  81 
'-Ö—,  also  bei  letzteren  jedenfalls  grösser  als  bei  ersteren.      Den 

Werth  von  ß  kann  man  hieraus  leider  nicht  mit  einiger  Sicherheit  be- 
rechnen, weil  sich  die  Grenzwerthe  für  m  aus  den  Beobachtungsdaten 
nur  ungenau  vermuthen  lassen.  Nur  die  Grössen  Ordnung  wäre  zu 
ermitteln.  Aus  den  Angaben  für  zweiatomige  Gase  erhielte  man  mit 
w  =  32  als  Grenzwerth  etwa  ß  =  —  0,024,  aus  denjenigen  für  drei- 
atomige mit  w  =  40  etwa  ß  =  —  0,020.  Trotz  der  nahen  Ueber- 
einstimmung  kann  man  diese  Zahlen  doch  nur  als  erste  rohe  Näherun gs- 
werthe  ansehen. 

Zur  genaueren  Ermittelung  müssen  die  Werthe  des  Reibungs- 
coefficienten  selbst  herangezogen  werden.  Die  hier  anzuwendende 
Formel  I83)  in  Verbindung  mit  Formel  17)  ergiebt  in  gewöhnlichen 
Logarithmen 
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Je  A-  6 

logQ  =  logz  H —: —  logm  +  (a  -|-  ßm)loge 

6  fc 

5 3  ^  1 

H ^ —  Qogp  —  logB)  +  -  log%; 

also 

(a  +  ßm) log e  =  logg  —  logz  —  ■-  logd' -^—  log m 

g-^ —  Qogp  —  logE). 

Indem  wir  alles  auf  absolute  Einheiten  bezieben  und  für  p  den 
Normaldruck  1013217  und  für  -9-  die  Temperatur  O^C,  also  273  an- 
setzen, wird,  weil  B  =  82889500  und  z  nach  0.  E.  Meyer  gleich 
0,30967  ist, 

(«  +  ßm)loge  =  logg  —  0,70898  +  ^-^—  1,91280 

6  Je 

Ich  führe  die  Rechnung  für  einatomige,  zweiatomige  und  dreiatomige 

5 
Gase  aus  und  setze  für  diese  Gase  A;  =  — ;  1,4;  1,3,  somit 

3 

5j-_3Ä  _  1  M 

QJc       ~    '     10,5'     7,8' 

fc  ■+  5  _  2        8  2a 

6Ä;      ~  3'     10,5'     2,6' 

wonach  wir  erhalten  für  einatomige  Gase 

2 

(a  -\-  ßm) log e  =  log q  —  0,70898  —  —  log m, 

3 

für  zweiatomige  Gase 

(a  -|-  ßm)loge  =  logQ  —  0,52681 — —  logm, 

A\/,0 

für  dreiatomige  Gase 

2  1 

(«  +  ßm)loge  =  log  Q  —  0,43923  —  -^  logm. 

Da  es  nicht  ohne  Interesse  ist,  die  Werthe  von  (a  +  ß^)  löge 
selbst  kennen  zu  lernen,  lasse  ich  sie,  abgesehen  von  den  in  den 
Formeln  stehenden  Constanten,  folgen.    Sie  sind  sämmtlich  negativ. 


VergleichuDg  mit  der  Erfahrung  über  die  Eeibung. 
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4,1838 

4,3043 

5,0252 

4,7499 

4,8775 

5,1590 

5,3232 

4,8790 

5,1636 

• 

4,8977 

5,1718 

4,8634! 

5,3593 

5,0836 

5,3008  1) 

Abgesehen  von  der  mit  einem  Ansrufungszeichen  versehenen  Zahl 
für  Sauerstoff  wachsen  alle  mit  wachsendem  Molekulargewicht.  Man 
erhält  nun  folgende  Werthe  durch  Ausgleichung  nach  der  Methode  der 
kleinsten  Quadrate: 


für  einatomige  Gase 

a  =  — 11,61,       ß 


—  0,01190, 


für  zweiatomige  Gase  ^) 

«=—11,41,       /5  ==— 0,03226, 

für  dreiatomige  Gase 

«  =  —  12,28,       ß  =  —  0,01267. 

Die  Werthe  für  «  und  ß  sind  also  wohl  sicher  als  durchaus  real  zu 
bezeichnen,  wenn  auch  die  Erfahrungen  nicht  hinreichen,  sie  absolut 
mit  hinreichender  Genauigkeit  abzuleiten.  Der  Gang  der  hiemach  zu 
berechnenden  Reibungscoefficienten  entspricht  in  jeder  Reihe  genau 
dem  der  beobachteten  Zahlen,  die  Abweichungen  zwischen  Beobachtung 
und  Rechnung  sind  aber  nicht  unerheblich.  Am  grössten  sind  sie  für 
die  einatomigen  Gase,  wiewohl  hier  nur  eine  Gleichung  überschüssig 
ist.  Angesichts  dessen,  was  früher  über  die  Unsicherheit  der  Mole- 
kulargewichte zweier  Gase  und  die  Unsicherheit  des  Reibungscoeffi- 
cienten  für  das  dritte  Gas  gesagt  ist  und  der  Anwendbarkeit  der  Formeln 
für  das  letztere  (weil  die  Bestimmung  des  Reibungscoefficienten  sich 
auf  den  Körper  im  dampfförmigen,  nicht  ideal  gasförmigen  Zu- 
stande bezieht)  wird  dieses  nicht  Wunder  nehmen.  Für  die  anderen 
beiden  Reihen,  von  denen  die  erste  fünf,  die  zweite  drei  überschüssige 
Gleichungen  bietet,  ist  die  Ueberein Stimmung  zwischen  Rechnung  und 
Beobachtung  eine  viel  bessere  und  ausserdem  —  und  das  ist  von 
Wichtigkeit  und  spricht  weiter  zu  Gunsten  der  Theorie  —  ist  das 
Verhalten  der  Formel  zu  den  Zahlenreihen  bei  den  zweiatomigen  Gasen 
entgegengesetzt  wie  bei  den  dreiatomigen,  für  jene  giebt  die  Formel 


*)  Für  Chlor  ist  k  =  1,34  abweichend  von  dem  für  zweiatomige  Gase 
sonst  geltenden  Werth  1,40. 

*)  Abgesehen  von  Chlor,  wofür  die  Constante  «  einen  etwas  anderen 
Werth  haben  muss. 
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eine  stärkere  Veränderlichkeit  mit  dem  Atomgewicht,  als  den  Beob- 
achtungen entspricht,  für  diese  eine  schwächere.  Es  betragen  nämlich 
diese  Abweichungen: 

bei  den  zweiatomigen  Gasen  10""^  mal 

-24,  +24,   4-24,  +21,  —5,  +37,  —16; 
bei  den  dreiatomigen  Gasen  10~~~^mal 

+  1,  —18,  —11,  —10,  +7. 
Ohne  Eücksicht  auf  das  Zeichen  ist  die  mittlere  Abweichung 

0,0000165. 
Mit  Berücksichtigung  des  Zeichens  erhielte  man  nur 

+  0,0000025. 

Es  ist  möglich,  dass  vielleicht  /3  selbst  noch  von  m  abhängt,  darauf 
aber  noch  weiter  zu  rechnen,  hat  keine  Bedeutung. 

Den  Formeln  selbst  wird  man,  glaube  ich,  auch  hiernach  schon 
einen  nicht  unerheblichen  Werth  nicht  absprechen  können. 

Bildet  man  aus  den  Werthen  für  /3,  weil  die  obigen  Differenzen  eine 
Abhängigkeit  von  der  Atomzahl  nicht  erkennen  lassen,  einen  Mittel- 
werth,  so  erhält  man 

/3  =  — 0,02166. 

Es  ist  nicht  ohne  Interesse,  zu  sehen,  wie  genau  dieser  aus  15  Be- 
obachtungen abgeleitete  Werth  für  /3  mit  dem  vorhin  allein  aus  den 
Grenzwerthen  für  die  Maxima  des  Eeibungscoefficienten  ermittelten 
(im  Mittel  —  0,022)  übereinstimmt.  Indessen  kann  /3  zufolge  seiner 
Definition  durch  Gleichung  14)  in  Art.  32  noch  selbst  von  m  abhängen, 
denn  mcp  ist  nur  für  alle  Gase  nahezu  gleich. 

Die  kinetische  Theorie  des  sogenannten  zweiten  Reibungscoeffi- 
cienten  und  des  Coefficienten  der  äusseren  Reibung  übergehe  ich,  hier 
ist  alles  noch  ungewiss,  zumal  die  besondere  Existenz  dieser  Coeffi- 
cienten selbst,  nach  dem,  was  am  Ende  des  Abschnittes  40  gesagt  ist. 

42.    Mittlere  Weglänge  und  StosszaM  der  Molekeln. 

Da  die  Erfahrung  die  Werthe  für  die  Reibungscoefficienten  un- 
mittelbar giebt,  kann  aus  der  Formel  5)  im  vorauf  gehen  den  Abschnitte 
die  mittlere  Weglänge  und  dann,  indem  man  diese  in  die  mittlere  Ge- 
schwindigkeit dividirt,  die  mittlere  Stosszahl  berechnet  werden.  Man 
hat  zunächst  die  mittlere  Weglänge 


•-*  '^{m  '"(if) 


also 


1)  1  = 


und  die  Stosszahl 
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(i  ")• 


2)  V  ^  -^  =  —  n    ^, 

l  ^        Q 

p  ist  der  Druck,  (i  die  Dichte  des  Gases. 

Mit  diesen  Formeln  sind  die  in  der  Tabelle  auf  S.  332  zusammen- 
gestellten Zahlen  für  die  mittlere  Weglänge  und  die  Stosszahl  von 
0.  E.  Meyer  gerechnet.  Sie  gelten  sämmtlich  für  0^  C.  und  nor* 
malen  Druck. 

Die  mittleren  Weglängen  der  Molekel  sind  hiemach  recht  klein^ 
die  grösste  in  der  Tabelle  verzeichnete  mittlere  Weglänge  (für  Helium) 

ist  nur  wenig  grösser  als  Millimeter. 

Die  mittleren  Weglängen  nehmen  ab  mit  wachsender  Atom  zahl, 
sie  nehmen  auch  ab  mit  wachsendem  Atomgewichte.  Das  Erstere 
stimmt  vollständig  mit  der  hier  dargelegten  Theorie  (s.  Abschnitt  32), 
das  zweite  scheint  ihr  zu  widersprechen,  weil  diese  Theorie  in  jeder 
Gruppe  von  Gasen  erst  ein  Ansteigen,  dann  ein  Abnehmen  der  mitt- 
leren Weglänge  voraussetzt.  Doch  ist  der  Widerspruch  nur  ein  schein- 
barer. Er  klärt  sich  auf  durch  den  Anblick  der  Reihe  für  die  Stoss- 
zahlen.  Diese  haben  für  jede  Gruppe  von  Gasen  ein  zweifelloses 
Minimum,  weil  ja  in  jeder  Gruppe  Q  ein  zweifelloses  Maximum  besitzt. 
Nun  liegt  beispielsweise  das  Minimum  für  die  Stosszahl  bei  den  zwei- 
atomigen Gasen  etwa  bei  einem  Molekulargewichte  von  30  (oder  32). 
Da  nun  zufolge  der  Angaben  in  Abschnitt  32  auf  Seite  209  für  zwei- 
atomige Gase  das  Yerhältniss  des  Grenzwerthes  des  Molekulargewichtes 
für  das  Maximum  der  mittleren  Weglänge  zu  dem  für  das  Minimum 
der  Stosszahl  sich  wie  1  :  3  verhält,  so  wäre  das  Maximum  der  mitt- 
leren Weglänge  bei  m  =  10  oder  11  zu  suchen.  Die  Tabelle  enthält 
ein  solches  Gas  nicht,  sie  beginnt  bei  m  =  2  und  geht  sogleich  zu 
m  =  27,8  über.  Ich  weiss  auch  kein  zweiatomiges  Gala,  welchem  das 
Molekulargewicht  10  oder  11  zukäme.  Aehnlich  verhält  es  sich  mit 
den  Zahlen  in  der  Reihe  der  dreiatomigen  Gase.  Das  Minimum  der 
Stosszahl  fällt  etwa  bei  1»  =  40  oder  43,  nach  den  Angaben  an  der 
genannten  Stelle  sollte  hiemach  das  Maximum  der  mittleren  Weglänge 

40  43 

bei  -— r  oder  ---,  das  heisst  bei  w=  16  oder  m=  18  fallen.  Mit  einem 
2,5  2,5 

ähnlichen  Molekulargewichte  beginnt  diese  Reihe  und  diesem  entspricht 
jedenfalls  die  grösste  mittlere  Weglänge  innerhalb  der  Reihe,  ob  es  die 
absolut  grösste  ist,  lässt  sich  nicht  sagen,  weil  keine  voraufgeht.  Hier- 
nach ist  ein  Widersprach  gegen  die  hier  dargelegte  Theorie  der  mitt- 
leren  Weglänge  jedenfalls  nicht  vorhanden,    eine  Bestätigung   kann 

Weinstein,  Thermodynamik.  22 
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nicht  aus  den  angegebenen  Gründen  beigebracht  werden.  Dass  man 
auf  die  Schwankungen ,  welche  die  Werthe  für  die  mittlere  Weglänge 
innerhalb  jeder  Beihe  aufweisen,  gar  kein  Gewicht  zu  legen  hat,  braucht 
wohl  nicht  erst  begründet  zu  werden. 

Eine  Folge  der  so  geringeii  mittleren  Weglänge  und  der,  wie  wir 
früher  Abschn.  23  gesehen  haben,  so  grossen  molekularen  Geschwindig- 
keit ist  die  ausserordentliche  Grösse  der  Stosszahl,  sie  beträgt  bei  allen 
aufgeführten  Gasen  mehr  als  4000  Millionen  in  der  Secunde,  steigt 
aber  zu  fast  10  000  Millionen.    Die  Gasmolekel  bewegen  sich  also  kaum 

— —  milliontel  Secunde  ungehindert,  so  dass  es  sich  bei  ihnen  eigent- 
lich mehr  um  ein  ausserordentlich  rasches  Zittern  nach  allen  möglichen 
Richtungen  wie  um  wirkliche  Fortbewegung  handelt;  dass  eine  Gas- 
molekel in  endlicher  Zeit  ihre  Lage  um  irgend  eine  messbare  Strecke 
yerändern  kann,  wird  man  hiemach  kaum  annehmen  wollen,  wenig- 
stens würde  man  das  für  einen  merkwürdigen  Zufall  betrachten,  wenn 
das  ja  geschehen  sollte.  Indessen  darf  man  nicht  vergessen,  dass  es 
sich  hier  nur  um  mittlere  Verhältnisse  handelt,  einzelne  Molekeln 
werden  endliche  Strecken  ungehindert  durchmessen.  Ihre  Zahl  liesse 
sich  auch  an  der  Hand  des  MaxwelP  sehen  Gesetzes  über  die  Ver- 
theilung  der  Geschwindigkeiten  berechnen.  Doch  hat  das  keinen  Werth. 
Im  Allgemeinen  gehören  besondere  Vorgänge  dazu,  wenn  Gasmolekeln 
sich  um  endliche  Strecken  von  Ort  zu  Ort  fortbewegen  sollen.  Dahin 
zählt  die  nicht  weiter  interessirende  Strömung  und  dann  die  DiflFusion, 
zu  deren  Besprechung  wir  übergehen. 

43.     Kinetische  Theorie  der  Diffusion  der  G-ase,  Theorie   von 

Maxwell. 

Die  thermodynamischen  Verhältnisse  der  Diffusion  sind  schon  in 
Abschnitt  35  behandelt.  Hier  kommt  es  auf  den  eigentlichen  kineti- 
schen Vorgang  an.  Ich  erinnere  daran,  dass  bei  der  Diffusion  die  drei 
Gleichungen  bestehen: 

p  =  IJjpje  =  const, 
1)  n  =  Unje  =  cpnsty 

d'  =  const. 

p  ist  der  Gesammtdruck  des  Gemisches,  n  ist  die  Gesammtzahl  aller 
Molekeln  des  Gemisches  in  einer  Volumen einheit,  d'  ist  die  Temperatur, 
alle  diese  Grössen  sollen  an  allen  Stellen  des  Gemisches  immer  den 
nämlichen  Werth  haben,  wie  auch  die  Partialdrucke  p^  und  die  Partial- 
zahlen  w^  variiren  mögen.  Wenn  nun  trotzdem  die  Gase  sich  durch 
einander  bewegen,  so  kann  das  nur  dadurch  stattfinden,  dass  eben 
ihre  Partialdrucke  nicht  überall  gleich  sind. 
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Wir  betrachten  den  Fall  zweier  Gase.  Sie  sollen  sich  in  einer 
cylindrischen  horizontalen  Röhre  befinden  und  ihre  Bewegung  gehe 
parallel  der  Axe  der  Röhre,  die  wir  mit  x  bezeichnen.  Jedes  der  Gase 
geht  von  Orten  höheren  zu  Orten  niedrigeren  Partialdruckes,  und  zwar 
so  lange,  bis  jedes  von  ihnen  die  Rohre  überall  mit  gleicher  Dichte 
erfüllt  und  sein  Partialdruck  überall  der  nämliche  ist.  Ist  der  Partial- 
druck  des  einen  Gases  an  einem  Querschnitte  Pi  und  an  dem  davon 
nur  ib  2  ^ic  abstehenden  pi,  so  haben  wir 

Analog  ist 

z    ax 
für  das  zweite  Gas.     Ferner  ist  auch 

3,)  n,=n,±-  —  dx, 

Sjj)  n^  =  ^2  ±  -  -j-^  d  X. 

2   ax 

Multiplicirt  man  die  letzten  Gleichungen  mit  Bd"  und  beachtet,  dass 
allgemein  _ 

Ed-njc  =  Ptc 
ist,  so  findet  sich  hiernach 

dx  dx  dx  dx 

Nun  haben  wir,  ganz  ähnlich  wie  früher  (S.  315  ff.),  für  die  Anzahl 
(ni)_  der  von  Seite  der  abnehmenden  x  in  Richtung  der  wachsenden  x 
durch  den  Querschnitt  q  bei  x  in  der  Zeiteinheit  gehenden  Molekeln  des 
ersten  Gases 

n 

00         27r       T  00 


(ni)-  =  q.  (^y  |<i^|<^ßjfd-9'fd[ 


r 

0  0  0 


( Wi  —  -  — ^  cos  O- )  Vi  ^2e     y  e-^i^y'^sind'  cosd' 
\  2    dx  J 

und  analog  die  Zahl  (wj)-}.  der  von  Seite  der  zunehmenden  x  in  Rich- 
tung der  abnehmenden  x  durch  den  Querschnitt  q  gehenden  Molekeln 
des  gleichen  Gases 


n 
00         2;r       T  00 


(wi)+  =  g  ^-^ j    j(?i^  jd[09  jd-e-j  6Zr 


0 

Vi  r 


(%  +  ^  -p-  cos%\  Vi  1^2  e     "P  e-'i^'P^ sind' cosd: 
\  2    ax  / 


22* 
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Die  Differenz  (fh)^  —  (^i)—  giebt  den  Ueberschuss,  welcher  sich 
in  Richtung  der  wachsenden  x  durch  den  Querschnitt  bei  x  bewegt, 
nämlich: 

7t 

OD  2  ;r         2  0  ^^  ^ 

/    P.    X'*    C  C  C  r  d  VI..  — 

'  0  0  0 


-,{:^)'\ät\ä«\äo\är,.r'-^*U-' 


Für  Vi^  welches  streng  genommen  yon  r  abhängig  ist,  denken  wir  uns 
einen  mittleren  Werth  eingeführt,  wir  können  dann  alle  Integrationen 
bis  auf  diejenige  nach  ^  ausfuhren.    Die  Integration  nach  Gl  giebt  den 

Factor  2  JT,  die  nach  -ö"  den  Factor  — ,  die  nach  r  endlich  den  Factor 

o 

— 7 ,  somit  wird 

'  0 

Für  das  zweite  Gas  haben  wir  genau  ebenso  für  die  Zahl  der  im 
Ueberschuss  nach  der  Seite  der  abnehmenden  x  sich  bewegenden  Molekel 

'  0 

In  der  ersten  Gleichung  ist  v^  die  Anzahl  Stösse,  die  eine  Molekel 
des  ersten  Gases,  der  die  Geschwindigkeit  Hj  zukommt,  in  der  Zeitein- 
heit erfährt  und  als  solche  von  ^,  gemäss  der  Formel  11)  in  Ab- 
schnitt 27,  abhängig.  Setzen  wir  jedoch  an  Stelle  dieses  v-^  den  für 
alle  Molekeln  im  Durchschnitt  geltenden  Werth,  so  haben  wir  (S.  139) 

]    v^  ^        Vi   J   ^  ^        B^  2\2^   i/i         8i/i  B^ 

0  0 

Somit 

Andererseits  haben  wir 

1  2  —  %  -, 

£2  3     ^  4 


und 


V 


also  ergiebt  sich 

(%)+  -  (ni)_  =  -—^,l,  -^--,  {n,U-{n,)^  =  +  T6  *^  ^'  Jx ' 
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Bezeichnen  wir  allgemein  (w)+  —  (n)_  durch  z/  n,  so  ist  hiernach 
4)  ^«,  =__*,,,_,     ^n,  =  --i>,h—. 

Den  Ausdruck 

5)  ^„  =  __(^^,?,_4.^,z,__j 

können  wir  hiernach  als  die  Menge  Gemisch  der  beiden  Gase  bezeichnen, 
welche  in  der  Zeiteinheit  durch  den  Querschnitt  ^  nach  Richtung  der 
wachsenden  x  wandert.     In   diesem  Gemische   als  Ganzes    aufgefasst 

müssen  -^  z/n  Molekeln  des  Gases  erster  Art  und  — ^n  Molekelndes 
w  n 

Gases  zweiter  Art  vorhanden  sein.     Denken  wir  uns,  während  die  Zahl 

An^  der  Molekeln  des  ersten  Gases  durch  g  geht,  das   Gemisch  ^n 

entgegengesetzt  wandern,  so  gehen  mit  ihm  —  ^n  Molekeln  des  ersten 

Gases  zurück  nach  der  Seite  der  abnehmenden  x,  Insgesammt  ver- 
bleiben also  an  Molekeln  des  ersten  Gases  im  Ueberschuss  auf  der 
Seite  von  g,  welche  nach  den  wachsenden  x  gerichtet  ist: 

n 
Diese  überschiessende  Zahl  nennen  wir  dn^  und  erhalten  hiernach 

und  ähnlich 

Beachtet  man  noch,  dass,  weil  n  =  ni  -\-  n2  eine  Gonstante  ist, 

dfii  d  n^ 

dx  dx 

sein  muss,  so  folgt 

^^)  *ni  =  -  ^  (^,  ^  ^  +  n,  ^  Z,)  ^, 

Ta)  *  wa  =  —  Yg|  {^2  ti  h  +  Wi  ^2  lA  -^ . 

Den  in  beiden  Gleichungen  gleichen  Factor  bezogen  auf  Flächen- 
einheit 

8i)  ^  ^  if^  (^2  ^  ^1  +  **1  *2  ^2 j 

nennt  man  den  Diffusion  sc  oefficienten. 

Von  den  Molekeln  d^i,  welche  in  der  Zeiteinheit  im  Ueberschuss 
durch  q_  nach  der  Seite  wachsender  x  wandern,  verbleibt  in  dem  Räume 
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zwischen  dem  Querschnitt  q  und  einem  von  diesem  um  dx  abstehenden 
Querschnitte  die  Anzahl 

Nun  ist  aber  die  Aenderung,  welche  die  Anzahl  rii  der  Molekeln  des 
ersten  Gases  in  einer  Yolumeneinheit  innerhalb  der  Zeiteinheit  erfahrt, 

--7—,  also  die   entsprechende  Aenderung  der  Anzahl  im  Volumen  qdx 

d  Vi 
zwischen  den  betrachteten  Querscbnitten|  — r-^  qdx.    Somit  erhalten  wir 

^'^  dt    -^~d^' 

dnt  _  T^d'Wa 

^'^  ~dT  -  ^  1^' 

Das  sind  zwei  partielle  Differentialgleichungen  für  die  Grössen  rii  und 
^2.  Sie  rühren  von  v.  Stephan  her.  Sie  entsprechen  vollständig 
den  Gleichungen  für  die  Wärmebewegung  längs  einer  Richtung  und 
die  Diffusionsconstante  spielt  dieselbe  Rolle  wie  die  Leitungsfahigkeit 
für  Wärme.     Da  übrigens 

p^  =  Bn^%',     i?2  =  ^  ^2  '^ 
ist,  so  haben  wir  auch 

^^^'  dt    ~  ^  dx^' 

10.)  ^  =  ^^" 

^^  dt  dx^ 

Gleichungen  für  die  Partialdrucke  in  ihren  Aenderungen  nach  Zeit 
und  Raum.     Endlich  ist  auch 

^^^^  dt    —  -^  dx^  ' 

dt  dx^ 

Es  ist  überall  angenommen,  dass  D  von  x  nicht  abhängt.  Trifft 
dieses  nicht  zu,  so  hat  man  allgemein 

da        d^{J)a) 
12)  Ti  ~      dx^    '     ^  ~  ^^'  ^'  ^'  ^''  ^^'  ^^' 

Von  besonderem  Interesse  für  uns  ist  zunächst  der  Dififusionscoeffi- 
cient  D,  Wir  können  dem  Ausdrucke  für  ihn  mit  Hülfe  früherer  Ent- 
wickelungen  sehr  verschiedene  Formen  geben.     Ersetzen  wir  die  mitt- 

leren  Weglängen  l  durch  — ,  so  wird  auch 


I 
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8.)  B  =  ^L^  +  n,^. 

16w  \  '  Vi     '       '  1/3/ 

Die  1^1,  1^2  sind  die  Stosszahlen  der  Molekeln  in  einem  Gemische  zweier 
Gase  und  nach  15),  16)  in  Abschnitt  27  gleich 

13i)  Vi  =  f2^ni  ö/^i  +  Ä  wa  02  V  ^ 2  _j_  ^2^ 

Beachtet  man,  dass 


ist,  so  wird 


^f  =  ^  ^?  =  -  ^  =  -•  -Ri  ^ 


%       ,  ni 


Hiernach  häni?en  die  Grössen  —  und  — ,  ausser  von  der  Quadratwurzel 

1/1  1/2 

der  Temperatur,  nur  noch  von  dem  Mischungsverhältniss  —  der  beiden 
Gase  ab.     Da  ferner 

n  =— 


so  folgt: 

Der  Diffusionscoefficient  D  ist:  1.  umgekehrt  propor- 
tional dem  Gesammtdrucke;  2.  proportional  der  |-Potenz  der 
absoluten  Temperatur  und  3.  im  Uebrigen  nur  noch  abhängig 
von  dem  Mischungsverhältniss  der  Gase,  alles  dieses  vor- 
ausgesetzt, dass  die  Wirkungssphären  der  Molekeln  von  Druck  und 
Temperatur  nicht  abhängen.  Das  Erstere  haben  Loschmidt's  und 
anderer  Forscher  Versuche  bestätigt.  Das  Zweite  steht  mit  der  Er- 
fahrung nicht  ganz  in  Einklang,  denn  nach  Loschmidt  soll  der  Dif- 
fusionscoefficient mit  wachsender  Temperatur  rascher  zunehmen,  als  der 
gten-Potenz  der  Temperatur  entspricht,  und  zwar  soll  er  proportional  dem 
Quadrate  der  Temperatur  wachsen.  Die  hier  dargelegte  Theorie  der 
mittleren  Weglängen  würde  etwas  günstigere  Ergebnisse,  wenigstens 
für  isometrische  Verhältnisse  liefern,  und  zwar  in  demselben  Maasse 
günstigere,  als  sie  es  für  den  Reibungscoefficienten  thut. 

Einen  anderen  Ausdruck  für  D  gewinnen  wir  durch  Einführung 
dieses  Reibungscoefficienten.  Sind  Qij  ^2*  9  ^i®  Reibungscoefficienten 
der  beiden  Gase  und  ihres  Gemisches,  so  haben  wir,  wenn  wie  früher 
(Art.  27) 

^i  +  ^2 

6  =  — — 

2 
gesetzt  werden  darf,  zufolge  10)  im  Abschnitt  41 
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Aus  diesen  Gleichungen  sind  mit  den  bekannten  Werthen  für  die 
9,  m  und  ^  die  Wirkungsradien  6^ ,  6^  abzuleiten ,  woraus  sich  der 
Betrag  für 

2 

ergiebt,  so  dass  also  v^  und  v^  numerisch  bestimmbar  sind.     Indem 
dann  in  der  Gleichung  für  D  das  n  aus  der  Beziehung 


n 


'9 


Bd' 


ermittelt  wird,  erhält  man  nur  numerische  Daten  zur  Vorausberechnung 

des  Diffusion scoefQcienten,  wenn  noch  das  Mischungsverhältniss  —  der 

beiden  Gase  bekannt  ist.  0.  E.  Meyer  hat  eine  solche  Rechnung  für 
diejenigen  Paare  von  Gasen  angestellt,  für  welche  Loschmidt  den 
Diffusionscoefficienten  unmittelbar  experimentell  ermittelt  hat.  Seinem 
oft  citirten  Werke  entnehme  ich  die  folgende  Gegenüberstellung  der 
berechneten  Beträge  für  D  und  der  beobachteten  : 


Gase 


Diflfusionscoefficient 


berechnet 


beobachtet 


Wasserstofif-Sauerstofif  .  .  . 
Wasserstoff-Kohlenoxyd  .  . 
Wasserstoff-Kohlensäure  .  . 
Wasserstoff-schweflige  Säure 
Kohlenoxyd-Sauerstoff  .  . 
Sauerstoff-Kohlensäure  .  . 
Kohlenoxyd-Kohlensäure  . 
Grubengas-Kohlensäure    .    . 

Luft-Kohlensäure 

Stickoxydul- Kohlensäure 


0,688 
0,665 
0,575 
0,499 
0,174 
0,173 
0,133 
0,139 
0,133 
0,097 


0,722 
0,642 
0,556 
0,480 
0,180 
0,161 
0,160 
0,159 
0,142 
0,089 


Die  Zahlen  sind  in  absoluten  Einheiten  ausgedrückt.  Die  Ueber- 
einstimmung  zwischen  Theorie  und  Erfahrung  ist  eigentlich  eine  ganz 
befriedigende,  zumal  die  Theorie  eine  nicht  unerhebliche  Zahl  von 
Vernachlässigungen  einführen  muss,  um  ihre  Formeln  numerischen 
Rechnungen  zugängig  zu  machen. 

Maxwell  hat  auf  Grund  seiner  Annahme  über  die  Wirkung  der  Gas- 
molekeln auf  einander  eine  andere  Theorie  der  Diffusionserscheinungen 
gegeben.  Was  hiernach  in  seiner  Theorie  als  hypothetisch  zu  be- 
zeichnen ist,  kann  in  folgender  Weise  angegeben  werden :    Wenn  zwei 
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Gase  gemischt  sind  und  beide  ausser  der  molekularen  Bewegung  auch 
Bewegungen  als  Massen  haben,  so  ist  die  Aenderung,  welche  eine 
mittlere  Geschwindigkeitscomponente  eines  Gases  in  Folge  der  Zu- 
sammenstösse .  mit  Molekeln  gleicher  Art  erleidet,  zwar  wie  früher 
gleich  Null,  aber  in  Folge  yon  Zusammenstössen  mit  Molekeln  un- 
gleicher Art  nicht  Null,  sondern  der  Geschwindigkeitsdifferenz  der 
Gase  in  ihrer  Bewegung  als  Ganzes  gleich  zu  setzen.     Bezeichnet  man 

diese  Aenderung  analog  wie  in  Abschnitt  39  mit  -=: — ^,  wenn   es    sich 

Ihcit 

um  Zusammenstösse  von  Molekeln  der  Art  k  mit  solchen  der  Art  i 

handelt,  so  soll  also  sein 

14)  ^' =  5i  ^1  (..,  -  t.,), 

hl  ist  eine  Grösse  ganz  derselben  Art,  wie  die  in  Art.  39  mit  h  be- 
zeichnete. Hiernach  ist  die  weitere  Rechnung  folgende.  Wir  wenden 
die  Maxwell' sehe  Grundgleichung  Ii)  in  Abschnitt  39  auf  ein  Ge- 
misch zweier  Gase  1  und  2  für  eines  derselben,  1,  an.  Indem  wir  yon 
derselben  die  Gontinuitätsgleichung 

8^1^        8»!  17)        8»!^)        d  (11,17) 
dt  dx  dy  dz 

zum  Abzug  bringen  und  beachten,  dass  die  durch  -=r-  angezeigte 
Aenderung  in  die  beiden  Theile 

Ai      .      A2 


+ 


Ai*        A2* 

zerfallt,  erhalten  wir 

-Du« 

t 


^^  Bnt  "^  dx  ^  dy  ^  dz  ' 

Setzt  man  hierin 

ö  =  li'  =  li  +  %> 

SO  wird  §  =  Wj ,  weil  ^^  =  0  ist,       ^  ,  =  1 ,  und  es  kommt  wegen 
der  Gleichungen  unter  14) 
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15)       fAaZ  =  ^i  -J^  — bi^i^2(%-%)  +  l^ ^ 


Die  Mittelwerthe 


dl'  —  ^1)  (^1'  —  -^i)  und  (1/  —  %)  (g/  —  m;i) 

dürfen  wir  wieder  als  sehr  klein  ansehen,  setzen  wir  nach  früherem 
analog 

/f^idi' —  wi)2  =  Pi, 
so  wird 

■I  /3\  V  <^i  %         t  /  x    ,    8  Pi 

16)  ^iX   ==    fAi   -^  —  bifAifA2(^2    —   %)    +    -g^- 

Die  Grösse  j9i  entspricht  dem  Partialdrucke.  Die  Gleichung  bestimmt 
die  Bewegung  des  Gases  1  in  dem  Gasgemische.  Sehen  wir  von  der 
Existenz  äusserer  Kräfte  ab,  so  haben  wir  es  mit  freier  Diffusion  zweier 
Gase  in  einander  zu  thun,  und  es  ist,  wenn  wir  jetzt  die  Indices  1,  2 
an  den  Differentialzeichen  als  unnöthig  weglassen : 

17i)  0  =  11^  —^ bi  /(ii  iUa  («*2  —  %)  +  -^, 

173)  0  =  fAa  -^  —  bi  /[i2  ^1  (%  —  u^)  +  ^. 

Entsprechende  Gleichungen  gelten  für  die  anderen  Richtungen.  Im 
Allgemeinen  sind  die  Geschwindigkeiten  bei  allen  freien  Dififusions- 
erscheinungen  sehr  klein,  namentlich  aber  darf  man  von  ihren  Ver- 
änderungen ganz  abstrahiren.     Dann  haben  wir 

Pi  =  f*i  li^    P2  =  H I2 
und 

I81)  -^  =  bi  fAi  fA2  (%    —   «*lX 

182)  "ä^  ~  ^'  ^'  ^^  ^^  ~  ^^^* 

Diese  Gleichungen  besagen  das  Nämliche,  wie  die  von  v.  Stephan 
in  seiner  Theorie  der  Diffusion serscheinungen  gemachte  Hypothese, 
dass  nämlich  der  Diffusionsbewegung  eines  Gases  in  einem  Gemische 
stets  ein  Widerstand  entgegenwirkt,  welcher  der  relativen  Geschwindig- 
keit der  durch  einander  diffundirenden  Gase  proportional  ist.  Von 
diesen  Gleichungen  gelangen  wir  zu  den  früher  angegebenen  Gleichungen 
für  die  Diffusionserscheinungen  in  folgender  Weise:  Neben  denselben 
bestehen  die  Continuitätsbedingungen 

^  dt  öx     '     dt  dx~'' 
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Ist  nun,  wie  früher,  angenommen  ist,  die  Temperatur  überall  in 

dem  Gemische  die  nämliche,  so  muss  —  und  —  von  x  und  t  unabhänffiff 

sein,  also  bekommen  wir,  indem  wir  uns  in  den  obigen  Continuitäts- 

gleichungen  fti  durch  pi  ^—  und  1X2  durch  j?2        ersetzt  denken, 

Pi  P2 

20^  ^  —  —  ^  (^^1  ^)      ^Jl  —  __  8  (P2  ^a) 

^  dt   ~  dx     '     dt  ~  dx     ' 

Addirt  man  diese  Gleichungen,  so  resultirt 

8 (i?i  +  ff 2)  _  __  8(j>i^  +.P2%) 

dt  dx 

Pi  +  1^2  *^6r  ist  der  Gesammtdruck  und  soll  als  solcher  bei  Diffusions- 
erscheinungen auch  nicht  variiren,  demnach  muss  sein 

21X  8  (i>i  %  +  i>2  ^2)   _  (j 

Die  Diffusion  soll  in  einer  beiderseitig  geschlossenen  Röhre  vor 
sich  gehen  —  wie  das  bei  den  Versuchen  von  Loschmidt  der  Fall 
gewesen  ist,  an  den  Enden  ist  alsdann  jedenfalls  %  z=  U2  =  0-,  daraus 
und  aus  der  Gleichung  21)  folgt,  dass  überhaupt 

22)  •  i>i  %  +  ^2  %  =  ö 
ist.     Hiernach  bekommen  wir 

P 

Un  —  Ui  =  —  Ui  — , 

P2 

23)  -^  =  —  bi  OJH  pp^  ui, 

dx  P1P2 

somit  weil  constant  ist,  zufolge  der  Gleichungen  20) 

P1P2 

^Pi  _  1  P1P2  1  8^ffi 
dt         bi  /Lti  /Lta  ff    dx^  ' 

8ff2  1     fflff2     1     8^  ff 2 

8^         bi  /[ii  /[i2  ff    8a?2 

Diese   Gleichungen  fallen   mit   den  •  unter   10)  gegebenen    zusammen, 
wenn  der  Diffusionscoefficient  D  gleich  gesetzt  wird 

24)  j)  =  l.^l^l.. 

bi  fAi  ^2  ff 

Diese  aus  Maxwell's  Theorie  folgende  Gleichung  stimmt  mit  der 
ursprünglich  von  y.  Stephan  angenommenen  überein.     Da 

(^1  (^2 
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ist,  so  besagt  sie,  dass  der  Diffasionscoefficient  1)  umgekehrt  propor- 
tional dem  Gesammtdrucke,  2)  proportional  dem  Quadrate  der  Tempe- 
ratur variirt.  Das  Erstere  gab  auch  die  kinetische  Theorie,  das  zweite 
aber  nicht,  gerade  das  fordert  aber  die  Erfahrung.  Offenbar  ist  die 
MaxwelPsche  Theorie  sehr  viel  allgemeiner  wie  die  kinetische,  was 
ja  überall  zutrifft.  Bedenken  erregt  nur  die  an  sie  gebundene  be- 
sondere Hypothese  über  die  Wirkungsweise  der  Molekeln. 

Schliesslich  ist  noch  hervorzuheben,  dass  nur  die  Maxwell' sehe 
und  die  ihr  ähnlichen  Theorieen  von  einem  Diffusionscoefficienten  im  All- 
gemeinen zu  sprechen  zulassen,  in  der  kinetischen  Theorie  giebt  es 
eigentlich  nur  locale  und  momentane  Diffusionscoefficienten,  denn  dieser 
zufolge  ist  D  von  x  wie  von  t  abhängig,  da  es  von  n^  ^^^  ^2  abhängt. 
Ob  das  ein  Vorzug  jener  Theorieen  ist,  muss  aber  dahingestellt  bleiben. 


44.     Wärmeleitung  der  Gase. 

0.  E.  Meyer,  dem  ich  in  den  folgenden  Entwickelungen  mit 
einigen  Abweichungen  zunächst  folge,  stellt  die  Parallelen  auf:  bei  der 
Diffusion  handelt  es  sich  um  Uebertragung  von  Substanz  von  Ort 
zu  Ort,  bei  der  Reibung  um  Uebertragung  von  Bewegung,  bei  der 
Wärmeleitung  um  Uebertragung  von  lebendiger  Kraft.  Letzteres  ent- 
spricht den  üblichen  Anschauungen  und  ist  auch  von  allen  anderen 
Forschem  angenommen.  Man  kann  jedoch  einstweilen  nur  die  Ueber- 
tragung der  fortschreitenden  Bewegung  der  Molekeln  berechnen,  wäh- 
rend die  Uebertragung  der  Wärme  überhaupt  wahrscheinlich  auch  die 
der  lebendigen  Kraft  der  Atome  einschliesst. 

Wir  haben  hiernach  ganz  entsprechend  der  Gleichung  für  Qi  in 
Art.  41  auf  Seite  316  für  die  durch  eine  Flächeneinheit  nach  einer 
Richtung  übertragene  lebendige  Kraft 

n 

0         0        0        ü  ' 

m  ist  die  Masse  einer  Molekel,  n  die  in  der  Yolumeneinheit  enthaltene 
Zahl  von  Molekeln.  Da  Wärmebewegung  stattfindet,  wenn  Tempe- 
raturdifferenzen zwischen  verschiedenen  Stellen  vorhanden  sind,  und 
mit  solchen  Temperaturdifferenzen  Dichtedifferenzen  verbunden  sein 
müssen,  werden  n  und  v  und  nicht  minder  B  an  verschiedenen  Stellen 
verschieden,  also  Functionen  der  Goordinaten  sein.  Betrachten  wir  die 
Bewegung  nur  nach  einer  Richtung  hin,  nach  der  zur  a;-Axe  parallelen, 
so  haben  wir,  wie  fräher  in  ähnlichen  Fällen,  n  zu  ersetzen  durch 


_L_   ^^  Q. 

n  ±  -T—  rcos^ 
d  X 


und  £  durch 
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€  -\-  -r-  rcosd". 
—  dx 

Das  V  behalten  wir  mit  0.  E.  Meyer  noch  als  unveränderlich  bei,  in- 
dem wir  hierfür  später  einen  Mittelwerth  einsetzen.  Nun  ist  bis  auf 
unendlich  kleine  Grössen  zweiter  Ordnung  ns^  zu  ersetzen  durch 

a^n  +  [s^ h  3«2n  — -)  rcosd' 

—  \      dx  dx/ 

und  e-«*V«  durch 

e' 
Also  wird 


*«V«  (l  ^2  6^^^  rcosd). 
\  d  X  / 


n 


dT=i  mnL^  [d'f^idGiidd  [drve     "^  e-'^'^^ip*  F  cos  d' sind-, 


0  0  0  0 

woselbst 


F  =  1  +  \—  -z hl 2£^2\-^    rcosd' 

-^  L**  dx         \6  J  dx\ 

ist.  Das  +  oder  —  Zeichen  ist  in  F  zu  wählen,  je  nachdem  der 
Wärmetransport  nach  Richtung  der  abnehmenden  oder  zunehmenden 
X  stattfindet.  Die  Integration  nach  Gl  giebt  2  st,  die  nach  d  im  ersten 
Theile  von  F  giebt  ^,  im  zweiten  Theile  |,  die  nach  r  giebt  im  ersten 

Theile  den  Factor  — ,  im  zweiten  Theile  den  -rr*      Nach  alledem   wird 

y  1/2 


'  0  '  0 

ri   (iw    ,     /3         ^     ,  A  dB~\  ^  , 
Lw  (ia;        \£  /  dx\ 

2! 
Das  erste  Integral  ist  gleich  — ^,  so  dass 

'  '  0 

L>i  dx        \B  )  dx\ 

wird. 

Nun  hat  Glausius  den  Grundsatz  aufgestellt,  dass  die  Wärme- 
übertragung an  sich  nicht  durch  Massenübertragung  stattfinden  soll, 
sondern  lediglich  eine  Uebertragung  lebendiger  Kraft  zu  bedeuten 
hat.  Man  sieht  die  Richtigkeit  dieses  Grundsatzes  am  leichtesten  bei 
stationären  Wärmebewegungen  ein,  denn  dann  findet  zwar  eine  Wärme- 
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Übertragung  statt,  aber  die  Dichte  bleibt  an  jeder  Stelle  stets  die 
nämliche.  Für  die  Uebertragang  an  Masse  nach  einer  Richtung 
haben  wir  aber  gemäss  einer  der  Gleichungen  im  vorauf  gehen  den  Ab- 
schnitte 

0  0  0  0  ^ 

vr 

e    '^  e-**V^  sind' cos d'. 
Hierin  haben  wir  nunmehr  noch  6  zu  ersetzen,  durch 

s  4-  -rr—  rcosv; 
—  dx 

wonach  wir  bekommen 

TT 

'  0  0  0  0 

Naph  Clausius  soll  nun  (w)^.  —  (w)—  Null  sein,  das  heisst 


Tt 

00  2/r        2  00  VT 


0         0  6 


0  =  |(?i^j(^o  [(i'O'jdrr 

0  0  0  0 

n  dx        \B  J  dx  J 

woraus   nach  Ausführung  der  Integrationen  in   der   oben    schon   an- 
gegebenen Weise  folgt 


0  =  f,^*le-.«ri^  +  (l_2a^A§il. 

0 

Das    ist    eine    Bedingungsgleichung    zwischen  -7—  und   - — ;   ihre 

explicite  Darstellung  hängt  von  der  Ausführung  der  Integration  nach 

^    ab,  diese  wieder  ist  bestimmt  durch  die  Annahme  über  v.     Für 

dieses  v  ist  eine  genaue  Formel  nicht  angebbar,  die  am  meisten  in 

Betracht  kommende  ist  die  unter   11)    in  Art.   27    enthaltene.      Mit 

dieser  Formel  ist  das  obige  Integral  durch  Quadraturen  von  W.  Conrau 

d  n 
gerechnet.     0.  £.  Meyer  giebt  hiernach  als  Beziehung  zwischen   -7 

d  s    ,  , 

und  -7—  die  Gleichung 

Cv  X 

n  dx  €         d  X 


X 


O.  E.  Meyer'a  Theorie  der  Wärmeleitung.  351 

Hiernach  finden  wir 


m«    1         4    m«   ^     r>  ^..^.(2  21066  -  e^4>^)  d^ 


d  £ 
dx 

0 

Für  die  Differenz  der  üebertragung  von  lebendiger  Kraft,  also  für 
die  resultirende  Wärmeströmung  ^  T  in  Richtung  wachsender  x  folgt 
hieraus 

_     ._  _  dpi 


3  2^71       dx]    V  ^  '  ^  J     ^ 


0 

Wir  haben  nun 

3     1  3      1 


B 


2  _ 


2    ^2         2       ü         2  EO-' 

somit 

Af!  —  _       ^      (^'9'  _        £^  dd' 
dx  ~        2E'9'2  dx~  '^  d^  dx' 

Andererseits  haben  wir  femer,  wenigstens  für  einatomige  Gase, 

2  Cv  4  6»  Cv' 

wodurch 

da;  3      da; 

wird,  und  man 

^r=  J  ?^  c.£5  ^  f>  ,-.«v^^  (2,21066 -£2*2)  d^l; 
9  \jt  dx  J    V 

'  0 

erhält.    Nun  ergiebt  aber  die  Theorie  der  Wärmebewegung  von  Fourier 

0  X 

woselbst  Je  den  Goefficienten   der  Wärmeleitung  bedeutet,   somit    be- 
kommen wir  für  diesen  Goefficienten  die  Gleichung 

00 

-  _  8  wn  f  !(!:!  (£2 ^2  _  2,21066)6-*''^'  d*. 

'  0 

Darin  ist  zufolge  11)  in  Abschnitt  27 

/  4  li;2    -j f/;2 

2       \  \jrtl;         J 

0 

Führen  wir  also  9  =  6*  als  Variabele  ein,  so  ist 
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0 

also  wegen  f^  =  ^-—  ^ 

n%6^  — 

V  = 


e— *   dx  L 


^Q-^+'Vf^"^^) 


2 

0 


Den  Klammerausdruck,  der  nur  eine  Zahl  sein  kann,  nennen  wir 
v\  80  wird 


2i)     ik  =  I  -^  CvS^  _2in^  1    f  5P^  ^    2  _  2,21066)  e-'f^  dtp. 

'  0 

Das  Integral,  welches  ebenfalls  nur  eine  Zahl  bedeuten  kann,  nennen 
wir  /  und  haben 


Vergleichen  wir  dieses  mit   dem  Werthe  für  Q  in    10)  Art.  41, 
so  folgt 

-  4  Vsä/ 

das   heisst    der  Leitungscoefficient    ist    proportional    der    specifi sehen 
Wärme  bei  constantem  Volumen  und  dem  Reibungscoefficienten.     Für 

4  V2n^ 

die  Zahl — — giebt  0.  E.  Meyer  nach  Rechnungen  von  W.  Conrau 

«7  Z 

und  Honigbauer  1,6027,  so  dass 

22)  Ä  =  1,6027  Ct,  Q 

wird.     Glausius  hatte  gefunden 


2,) 

5 

Maxwell 

2.) 

z      5 

Die  obige  Formel  liegt  zwischen  beiden,  jedoch  näher  der  Max  w  eil 'sehen. 
Man  kann  diese  elegante  Ableitung  von  0.  £.  Meyer  ein  wenig 
verschärfen,  indem  man  auch  der  Veränderlichkeit  von  1/ mit  o;  Rechnung 
trägt.  Da  v  proportional  n  ist,  darf  diese  Veränderlichkeit  eigentlich 
nicht  vernachlässigt  werden,  wenn  derjenigen  für  n  Rechnung  getragen 

wird.    Ausserdem  ist  v  abhängig  von  1^,  also  von  £.    Als  Function  von 
n  und  €  ist  nun  dem  Obigen  zufolge 
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**  ^/—    .    (       ,«2     ,     2  0p2  -f   1  f 


e-^^dx    . 


Bezeichnen  wir  den  von  n  und  £  unabhängigen,  überhaupt  con- 
stauten  Factor  von  —  mit  v",  so  ist  also 

und  es  wird  daher  zunächst  gleich  die  erste  Gleichung  für  ^  T 


n 

«  27r  T  OD 


z/T  =  ^  [d^[(io[(i'9'[dri^"*i2  (-^ 


n  +  T".  rcosd" 


Indem  wir  nunmehr  wie  früher  n  durch 

dn 
-^  dx 

und  £  durch 

d  £  ^ 

6  -\-  ^—  rcosv- 
—  dx 

ersetzen,  ist  für  n^  6^  zu  nehmen 

n»  «2  ^  2  n  £  (  w  -T 1-  £  -—  )  r  cos  O", 

—  \    a  a?  a  ic/ 

*^ 
ferner  für  — 

£ 

n  ( ^     .     \  dn  \  /     —  i  de  \ 

£\     —  n  dx  /  \  s  dx  / 


1  dn         n  d  £' 
SO  dasB 


n     ,    /  1  dn         n  d  £\  ^ 

s  -^  \  6  dx         h^  dx) 


hiemach  zu  ersetzen  wäre  durch 

vr 


L*^       \e  dx         £^  dxj  ^J 


Die  letzte  Grösse  können  wir  schreiben 


vr 


L  \n  dx         e  dx/       ^     j 


e 

Weinstein,   Thermodynamik.  23 
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V  ist  zwar  sebr  gross,  dafür  ist  dann  ^  relativ  klein,  ausserdem  haben 
wir  überall  Glieder,  die  r^  zum  Factor  baben,  fortgelassen,  also  bätten 

vr 

wir  e         beizubehalten.    Dagegen  baben  wir  an  Stelle  von  e— **V^  wie 
früher  zu  setzen 


Nunmehr  wird 


'"^'0-^^*^f^) 


00  2  TT  2  00  y  ^ 


'  A  A  n  A 


woselbst 


-^      in  dx        \£  /  dxj 

ist.     In  ähnlicher  Weise  geht  die  Bedingungsgleichung  über  in 

0  0  0  0 

Hieraus  würde  sich  ergeben 

1   dn        1,21066  dB 

^  n  dx  e        dx 

was  von  der  früher  angegebenen  Gleichung  abweicht.  Für  ^  T 
hätten  wir 

7t 

00  2  TT        2  00  yr 

'  0  0  0  0 

r,     ,     ^/ 2,21066  —  «2 1^2\  d£  J         ^    .    ^ 

Das  ist  aber  die  nämliche  Gleichung,  wie  wir  sie  früher  erhalten  hatten. 
Es  ändert  sich  also  durch  diese  etwas  strengere  Rechnung  zwar  die  Be- 
ziehung zwischen  — 7—  und  — r— ,    nicht    aber    die   Formel    für    den 

n  dx  s  dx 

Leitungscoefficienten.  Uebrigens  ist  es  nicht  schwer,  auch  die  quadrati- 
schen Glieder  zu  berücksichtigen. 

Wir  ziehen  nun   aus  den  Formeln   für  k  einige  Schlüsse.     All- 
gemein ist 

4)  Je  =  aCyQ, 
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wo  a  eine  Zabl  bedeutet.    Nach  Fourier  haben  wir  nun  als  Gleichung 
für  die  Wärmebewegung  in  Gasen 


K^  I!)  ,  K^  It)  ,  <*  r.) 


'"^'dt—      ä^+      d^'^      dz 

Da  wir  h  als  von  den  Coordinaten  unabhängig  betrachten,  wäre 

hiernach  die  Gleichung  auch,  indem  k  =  —=^  gesetzt  wird 

k 

Darin  nun  ist 
5)  l=±-. 

A  wäre  also  proportional  der  Dichte  und  umgekehrt  proportional  dem 
Reibungscoefficienten.     Ersetzen  wir  noch  Q  durch  seinen  Werth 

so  geht  X  über  in 

5.)  X=M5£4i. 

a 

—  ist  aber  als  Molekulardichte  nach  dem  Avogadro' sehen  Gesetze  für 

alle  Gase  gleich,  also  hätten  wir 

53)  k  =  ß  -=, 

wo  ß  eine  für  alle  Gase  gleiche  Constante  ist. 

Die  Wärmebewegung  der  Gase  ist  hiernach  ausser  von  den  räum- 
lichen und  zeitlichen  Verhältnissen  bestimmt  durch  den  Querschnitt 
einer  Wirkungssphäre  und  die  molekulare  Geschwindigkeit.  Da  letztere 
proportional  ist  der  Quadratwurzel  aus  der  Temperatur  und  erstere, 
wie  die  Erfahrung  über  Eeibung  lehrt,  bei  gewöhnlichen  Versuchen 
nahezu  umgekehrt  proportional  dieser  Quadratwurzel  ist,  so  würde 
X  nahezu  umgekehrt  proportional  der  Temperatur  sein,  im  Uebrigen 
aber  nur  noch  vom  Molekulargewicht  und  der  Wirkungssphäre  in 
irgend  einem  Zustande  abhängen.  Namentlich  wäre  X  unabhängig  von 
Druck  und  Dichte  des  Gases.  Nach  der  hier  dargelegten  Theorie  des 
Reibungscoefficienten  finden  solche  einfache  Beziehungen  nicht  statt, 
ebensowenig  nach  der  Erfahrung. 

Eines  findet  unter  allen  Umständen  statt.  Der  Coefficient  der 
Wärmeleitung  variirt  mit  Druck,  Dichte  und  Temperatur  genau  so  wie 

23* 
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das  Product  aus  specifischer  Wärme  bei  constantem  Volumen  und  dem 
Reibungscoefficienten.  Die  specifische  Wärme  bei  constantem  Volumen 
kann  bei  idealen  Gasen  höchstens  von  der  Temperatur  abhängen.  Da 
ferner  der  Erfahrung  nach  und  auch  nach  allen  Theorieen  der  Reibungs- 
coefficient,  extreme  Verhältnisse  ausgeschlossen,  auch  nur  von  der 
Temperatur  abhängt,  so  muss  also  der  Wärmeleitungscoefficient  Yon 
Druck  und  Dichte  unabhängig  sein  und  darf  nur  von  der  Temperatur 
abhängen. 

Das  hat  die  Erfahrung  bis  zu  einem  gewissen  Grade  bestätigt. 
V.  Stefan,  Kundt  und  Warburg  und  Winkelmann  haben  experi- 
mentell dargethan,  dass  in  der  That  die  Wärmeleitung  von  Druck  und 
Dichte  als  unabhängig  angesehen  werden  darf.  So  ist  nach  Stefan 
h  für  750  mm  Druck  0,0000555  und  für  428  mm  Druck  fast  genau  so 
gross,  nämlich  0,0000552,  und  aus  den  Angaben  Winkelmann's 
kann  man  schliessen,  dass  auch  bei  Drucken,  die.  bis  1mm  Hg  herab- 
gehen, k  noch  fast  so  gross  ist  wie  bei  750  mm.  Indessen  ist  hier  in 
Folge  der  Schwierigkeit  der  Experimente  der  Nachweis  lange  nicht  so 
strict,  wie  bei  dem  Reibungscoefficienten.  Was  die  Abhängigkeit  von 
der  Temperatur  anbetrifft,  so  liegen  hierfür  recht  vollständige  Be- 
obachtungen von  Winkelmann  vor.  Es  ergiebt  sich  aus  diesen  Be- 
obachtungen, dass  die  Wärmeleitung,  wie  die  Theorie  verlangt,  jeden- 
falls mit  wachsender  Temperatur  zunimmt.  Winkelmann  hat  die 
Veränderlichkeit  durch  eine  lineare  Function  nach  der  Temperatur  aus- 
geglichen.    Setzt  man 

Ä  =  Äo(l  +  ßtl 

wo  t  die  Temperatur  in  Graden  der  Celsiusscala  ist,  so  findet  Winkel- 

mann 

ß  = 

für  Luft 0,00277 

„    Wasserstoff 0,00277 

„    Stickoxydul 0,00415 

^    Wasserdampf 0,00439 

„    Kohlensäure 0,00497 

„    Schwefelkohlenstoff  .     .     .  0,00572 

„    Ammoniak 0,00513 

„    Aethylen 0,00575 

„    Alkohol 0,00615 

„    Aether 0,00701. 

Die  Zahlen  sind  nach  wachsender  Atomzahl  geordnet  und  nehmen 
ständig  zu,  ganz,  wie  das  bei  dem  Reibungscoefficienten  der  Fall  ist.  Zu- 
erst sind  sie  kleiner  als  0,003665,  der  Ausdehnungscoefficient  der  Gase, 
woraus  folgt,  dass  der  Leitungscoefficient  sich  weniger  ändert,  als  der 
ersten  Potenz  der  absoluten  Temperatur  entsprechen  würde.  Später 
sind  die  Zahlen  grösser  (zum  Theil  sehr  erheblich  grösser)  als  0,003665, 
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der  Leitungscoefficient  würde  dann  stärker  variireu,  als  der  ersten 
Potenz  der  Temperatur  entspricht.  Da  er  dann  auch,  wie  aus  einer 
Vergleichung  mit  den  S.  329  gegebenen  Formeln  von  v.  Obermeyer 
folgt,  stärker  yariiren  würde  wie  der  Reibungscoefficient ,  muss  ein 
Theil  der  Veränderlichkeit  an  der  Veränderlichkeit  der  specifischen 
Wärme  mit  der  Temperatur  liegen.  In  der  That  wächst  diese  Wärme 
auch  mit  wachsender  Temperatur  an,  und  zwar  um  so  stärker,  je 
mehratomig  das  Gas  ist.     So  ist  nach  Wüllner 


bei  Luft  .     .     . 
„    Eohlenoxyd 
„    Kohlensäure 
„    Stickoxydul 
„    Aethylen     . 


c^  bei  0<»: 

c^  bei  100®: 

0,16902 

0,16930 

0,17289 

0,17395 

0,14886 

0,16730 

0,15130 

0,17384 

0,27007 

0,35336. 

Die  letztgenannten  Zahlen  in  Verbindung  mit  den  früher  an- 
gegebenen für  den  Reibungscoefficienten  gewähren  auch  die  Möglich- 
keit, die  Formeln  für  den  Leitungscoefficienten  selbst  zu  prüfen. 
Wüllner  1)  findet  gemäss  der  von  0.  E.  Meyer  nach  seiner  jetzigen 
unter  2i)  gegebenen  Formel  vorgenommenen  Umrechnung 


"100 


für  Luft    .     .     . 
„    Kohlenoxyd . 


beobachtet:    berechnet:  beobachtet:  berechnet: 

0,0000513   0,0000455  0,0000653  0,0000579 

499               450  —  571 

305               330  466  .           498 

350               328  506  506 

395               399  636  707. 


Kohlensäure 
Stickoxydul . 
Aethylen .     . 

Die  Ueberein Stimmung  ist  zum  Theil  eine  ausgezeichnete. 

Da  m  Cv  eine  für  alle  idealen  Gase  fast  gleiche  Grösse  ist,  so  muss, 
zufolge  der  Formel  4) 

%  -=  (amcv)  — 

m 

sein,  woselbst  a  eine  Zahl  bedeutet.  Der  Leitungscoefficient  soll  also  fast  so 

variiren  wie  —  •    Wäre  nun,  wie  es  die  übliche  Theorie  für  den  Reibungs- 
m 

coefficienten  verlangt,  Q  proportional  dem  Molekulargewicht,  so  würde 
hieraus  folgen,  dass  der  Leitungscoefficient  vom  Molekulargewicht  über- 
haupt fast  unabhängig  ist.  Das  ist  nun  zweifellos  nicht  der  Fall. 
Nach  den  Beobachtungen  von  Winkelmann  haben  wir  z.  B.  für 
zweiatomige  Gase^): 


^)  Wiedem.  Ann.  1878,  Bd.  4,  S.  321. 

■)  Bühlmann,  Mechanische  Wärmetheorie,  Bd.  1,  S.  207. 


358  Siebentes  Capitel. 

Molekular-      Leitungsooefficient 
^^^'  gewicht:  bei  0°: 

Wasserstoff 2  0,0003324 

Kohlenoxyd 27,8  0,0000512 

Stickstoff 27,9  0,0000024 

Stickoxyd 29,8  0,0000460 

Sauerstoff      .....'..  31,8  0,0000563. 

Man  sieht  sofort,  wie  k  mit   wachsendem  Molekulargewicht   ab- 
nimmt.     Dieses  Verhalten  widerspricht  der  ühlichen  Reibungsformel. 

Nach  der  hier  abgeleiteten  müsste  k  mit  m  sich  so  verändern,  wie  die 
Function 

6(l-fc) 

Da  k  ^  1  ist  und  a  und  ß  beide  negativ  sind,  besagt  die  Formel, 

dass  k  mit  wachsendem  Molekulargewicht  ständig  abnimmt.  Das  be- 
stätigen die  obigen  Zahlen  zunächst  jedenfalls.  Die  Formel  giebt  aber 
kein  Minimum  an;  ob  auch  dieses  von  den  Beobachtungen  bestätigt 
wird,  scheint  zweifelhaft,  da  für  Sauerstoff  der  Leitungsooefficient  wieder 
grösser  angegeben  ist  wie  für  die  voraufgehenden  Gase.  Leider  ge- 
stattet das  vorliegende  Material  nicht,  in  eine  genauere  Prüfung  ein- 
zugehen, die  Zahlen  sind  gar  zu  unsicher. 
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Die  wirklichen  Oase, 


45.    Abweichungen  vom  idealen  Zustande. 

Die  Eigenschaften  der  wirklichen  Gase,  wie  die  Natur  sie  uns 
bietet,  kommen  denen  der  idealen  Gase  in  vieler  Hinsicht  sehr  nahe. 
Manche  dieser  Gase  schliessen  sich  in  ihrem  Verhalten  den  idealen 
Gasen  so  sehr  an,  dass  man  sie  ohne  weiteres  wie  solche  ideale  Gase 
behandeln  darf,  ohne  selbst  gegen  strengere  Anforderungen  allzu  sehr 
zu  Verstössen.  Bei  anderen  Gasen  wieder  treten  die  Abweichungen 
gegen  die  idealen  Gase  scharf  hervor  und  nöthigen  bei  genaueren 
Forschungen,  von  anderen  Gesetzen  Gebrauch  zu  machen.  Vieles  in- 
dessen hängt  von  dem  Zustande,  in  welchem  das  Gas  sich  befindet,  ab 
und  von  den  Aenderungen,  die  es  durchmachen  soll.  Zu  einem  all- 
gemeinen Ausspruche  in  dieser  Hinsicht  kann  man  auf  Grund  der 
Thatsache  gelangen,  dass  alle  Gase  unter  gewissen  Verhältnissen,  die 
wir  bald  kennen  lernen  werden,  sich  verflüssigen  lassen.  Je  weiter  ein 
Gas  von  dem  Zustande  entfernt  ist,  in  welchem  es  in  eine  Flüssigkeit 
übergeführt  wird,  desto  mehr  entspricht  es  in  seinem  Verhaltem  dem 
der  idealen  Gase,  je  näher  es  diesem  Zustande  ist,  desto  weniger  ist 
das  der  Fall.  Aber  anscheinend  müssen  wir  auch  das  zweite  Extrem 
noch  berücksichtigen,  das  zu  starker  Verdünnung.  Auch  wenn  Gase 
zu  stark  verdünnt  sind,  scheinen  sie  von  den  idealen  Gasen  abzuweichen. 
Kurz,  es  giebt  für  jedes  Gas  eine  gewisse  Reihe  von  sich  an 
einander  reihenden  Zuständen,  innerhalb  deren  es  sich  dem 
Verhalten  idealer  Gase  mehr  oder  weniger  anschliesst;  zu 
beiden  Seiten  dieses  Intervalls  weicht  es  von  diesem  Ver- 
halten ab,  und  zwar  im  Allgemeinen  um  so  stärker,  je  weiter 
es  von  diesen  Zuständen  entfernt  ist.  Mehr  als  diese  allgemeine 
Regel  lässt  sich  im  gegenwärtigen  Stande  der  Wissenschaft  nicht  an- 
geben. Im  Grossen  und  Ganzen  ist  es  aber  bemerkenswerth ,  wie  um- 
fassend doch  für  die  meisten  Gase  das  bezeichnete  Intervall  ist  und 
wie  allmälig  nur  die  Abweichungen  von  den  Eigenschaften  der  idealen 
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Gase  anwachsen.  Es  hätte  sich  nicht  rechtfertigen  lassen,  der  Behand- 
lung der  idealen  Gase  den  breiteren  Raum  zu  gewähren,  wie  es  hier 
geschehen  ist  und  allgemein  geschieht,  wenn  dieses  nicht  der  Fall  wäre. 
In  der  That  aber  darf  man  alle  im  Vorstehenden  gegebenen  Regeln  in 
allen  Zuständen,  in  denen  man  Gase  überhaupt  noch  als  solche  be- 
zeichnen kann,  ohne  Furcht,  sich  allzu  merkbar  von  den  Thatsachen  zu 
entfernen,  anwenden.  Viele  dieser  Regeln  weiss  man  nicht  einmal  für 
die  wirklichen  Gase  umzugestalten,  und  eigentlich  ist  überhaupt  die 
Theorie  der  wirklichen  Gase  eine  V^^issenschaft  von  heute,  die  auch 
noch  nicht  tief  in  das  Wesen  der  Sache  eindringt. 

Zwei  Hauptmerkmale  waren  es,  welche  wir  den  idealen  Gasen  zu- 
geschrieben haben,  die  Proportionalität  des  Productes  von  Druck  und 
Volumen  mit  der  absoluten  Temperatur,  und  die  der  inneren  (poten- 
tiellen und  actuellen)  Energie  gleichfalls  mit  dieser  absoluten  Tempe- 
ratur. 

Abweichungen  der  wirklichen  Gase  von  dem  ersten  dieser  beiden 
Merkmale  sind  am  frühesten  bekannt  geworden.  Diese  treten  auch 
am  augenfälligsten  zu  Tage.  Man  fand  sehr  bald,  dass  bei  einigen 
Gasen,  wie  bei  der  Kohlensäure,  die  Regel  pv  =  Bd"  unter  Umständen 
gänzlich  versagte,  wenn  der  Druck,  unter  dem  das  Gas  sich  befand, 
eine  gewisse  Grenze  überschritt,  da  beispielsweise  ein  Gas  sich  auch 
ohne  Druckvermehrung  weiter  und  weiter  comprimiren  liess.  Die  2u- 
standsgleichung  idealer  Gase  verlor  dann  ihre  Anwendbarkeit,  und  da  die 
Uebergänge  nur  allmälig  geschehen,  so  war  das  erste  Bestreben  darauf 
gerichtet,  an  Stelle  des  Boyle-Gay-Lussac'schen  Gesetzes  eine 
andere  Gleichung  als  Zustandsgieichung  für  die  wirklichen  Gase  auf- 
zustellen. Unzählbar  fast  sind  die  Versuche,  die,  theils  von  theoreti- 
schen, theils  von  praktischen  Gesichtspunkten  ausgehend,  in  dieser 
Hinsicht  gemacht  worden  sind.  Die  wesentlichsten  Fortschritte  ver- 
dankt man  theoretischen  Speculationen.  Wie  unsicher  auch  die  Er- 
gebnisse solcher  Speculationen  sein  mögen,  weil  die  Grundlagen  un- 
sicher sind,  man  gelangt  doch  von  ihnen  aus  weiter  und  weiter  und 
kann  die  Gesetze  mehr  und  mehr  vervollkommnen,  ohne  in  uferlose 
Formeln  hinein zugerathen ,  deren  Bedeutung  man  nicht  einmal  an- 
zugeben vermag  1).  Gegenwärtig  verfügt  man  bereits  über  Ergebnisse 
solcher  Speculationen,  die  den  Erfahrungen  nach  manchen  Richtungen 
hin  ganz  gut  entsprechen  und  manches  haben  voraussehen  lassen,  was 
der  Wahrnehmung  bis  dahin  entgangen  war.    Rankine,  E.  Dühring, 


*)  Es  führt  zu  rein  gar  nichts,  wenn  man  die  Ergebnisse  der  Theorieen 
ohne  weiteres,  ich  meine  ohne  Besseres  an  deren  Stelle  zu  setzen,  einfach 
bei  Seite  schiebt.  Dass  diese  Ergebnisse  noch  Dicht  befriedigen  können,  wer 
zweifelt  daran?  Aber  rein  empirische  Formeln,  so  hoch  ihr  praktischer 
Nutzen  ist,  haben  an  sich  gar  keinen  Werth,  namentlich  nicht,  wenn  man 
mit  ihnen  irgend  welche  mathematische  Operationen  (z.  B.  selbst  nur  Dif- 
ferentiationen) vornehmen  niuss. 
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V.  d.  Waals,  Clausius  und  Andere  haben  Formeln  angegeben,  welche 
das  Verhalten  der  wirklichen  Gase  darzustellen  gestatten;  keine  dieser 
Formeln  erschöpft  die  Thatsachen  vollständig;  eine  Vorstellung  von 
diesem  Verhalten  zu  gewähren,  sind  aber  einige  von  diesen  Formeln 
gar  wohl  geeignet.  Zu  quantitativ  genügenden  Darlegungen  zu  ge- 
langen, scheint  wegen  der  grossen  Zahl  von  Naturerscheinungen  und 
wegen  des  Zusammenhanges  zwischen  allen  Naturerscheinungen  kaum 
möglich.  Man  muss  sich  begnügen ,  die  Annäherung  an  die  wahren 
Verhältnisse  weiter  und  weiter  zu  treiben;  und  schliesslich  ist  ein 
qualitatives  Ergebniss  gleichfalls  ein  Ergebniss,  und  ein  sehr  wichtiges, 
da  es  uns  zu  bildlichen  Vorstellungen  über  die  Verhältnisse  in  der 
Natur  verhilft.  Gerade  qualitativ  aber  genügen  schon  mehrere  der 
bekannt  gewordenen  Zustandsgieichungen.  Die  hier  in  Abschnitt  15 
dargelegte  Theorie  sollte  eine  Verallgemeinerung  und  Verschärfung  der 
Speculationen  der  genannten  Forscher  bieten. 

üebler  steht  es  um  Anpassung  des  zweiten  Merkmales  für  die 
idealen  Gase  auf  die  wirklichen  Gase.  Für  die  innere  Energie  der  Gase 
einen  Ausdruck  zu  gewinnen,  ist  von  v.  d.  Waals  und  dem  Verfasser 
zuerst  versucht,  wenigstens  sind  andere  Versuche  nicht  bekannt,  und 
doch  ist  jede  Theorie  unvollständig,  wenn  sie  nicht  auch  diese  innere 
Energie  umfasst.  Um  einen  Ueberblick  über  das  Verhalten  der  Gase 
gleich  hier  zu  gewähren,  will  ich  einige  der  hierüber  gewonnenen  Ver- 
suchsergebnisse mittheilen. 

üeber  die  Eigenschaften  der  Gase  bei  niederen  Drucken  gehen 
die  Angaben  der  Physiker  weit  aus  einander.  Nach  Mendel ejeff  und 
Kiripitscheff  soll  das  Productj^t;  auch  bei  gleichbleibender  Tempe- 
ratur mit  abnehmendem  Drucke  stetig  abnehmen^),  so  dass,  wenn  es 
beispielsweise  bei  646  mm  gleich  1  angesetzt  wird,  es  beträgt 

bei     51,6  16,4  14,55  mm  Hg 

0,9931  0,9711  0,9655 

Amagat  dagegen  findet,  dass  wenigstens  Lufb  bei  niedrigen  Drucken 
fast  genau    dem   Boyle-Gay-Lussac' sehen  Gesetze    folgt.     Andere* 
Beobachter  wieder  kommen  zu  anderen  Ergebnissen.    Kurz,  wir  wissen 
nichts    Sicheres,    wahrscheinlich  entspricht   es  dem  Verhalten  idealer 
Gase  nicht. 

Sehr  viel  besser  sind  wir  über  dieses  Verhalten  bei  höheren  und 
hohen  Drucken  unterrichtet.  Hierüber  hat  sich  allmälig  ein  massen- 
haftes Material  angesammelt,  von  dem  man  nur  bedauern  kann,  dass 
es  meist  einer  ernsten  Bearbeitung  unzugänglich  ist,  weil  die  Forscher, 
und  zumal  die  neueren  Beobachter,  mit  wenigen  Ausnahmen,  nicht  die 
Originalzahlen  veröffentlicht  haben,  sondern  interpolirte  und  aus- 
geglichene Werthe,  über  deren  Genauigkeit  man  im  Dunkeln  bleibt. 
Folgende  Hauptergebnisse  sind  demnach  zu  verzeichnen: 

0  Wallner,  1.  c.  I,  S.  534. 
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1.  Das  Prodactj)t;  ist  bei  keinem  Gase  bei  constanter 
Temperatur  constant  und  es  ändert  sich  mit  wachsendem 
Drucke  auch  nicht  ständig  in  gleichem  Sinne.  Gehen  wir 
Yom  gewöhnlichen  Atmosphärendrucke  aus,  so  nimmt  dieses  Product, 
abgesehen  von  Wasserstoff  (das  Verhalten  von  Argon  und  Helium  und 
der  hoch  siedenden  Dämpfe  kennt  man  noch  nicht)  erst  stetig  ab,  um 
später  stetig  wieder  anzuwachsen.  Die  Compressibilität  wächst 
also  erst  an  und  nimmt  dann  ab.  Die  Aenderungen  sowohl  wie 
die  Umkehrstellen  sind  abhängig  von  der  Natur  des  Gases  und  ausser- 
dem von  seiner  Temperatur.  Das  erstere,  die  Abhängigkeit  von  der 
Natur  des  Gases,  erkennt  man  leicht  an  den  folgenden  Angaben  von 
Amagat  für  Eohlenoxyd  und  Aethylen. 


p 

P 

V 

P 
mHg 

pv 

mHg 

Kohlenoxyd 

Aethylen 

Kohlenoxyd 

Aethylen 

24,1 

27  147 

21473 

101,5 

27  420 

12  210 

34,9 

27  102 

18  352 

133,9 

28  092 

15  116 

45,2 

27  007 

12  263 

177,6 

29  217 

18  962 

55,5 

27  025 

9  772 

214,5 

30  467 

22  115 

64,0 

27  060 

9  370 

250,2 

31722 

25  065 

72,2 

27  071 

9  703 

303,0 

— 

29  333 

84,2 

27  158 

10  675 

304,0 

33  919 

— ^ 

In  beiden  Reihen^ sieht  man  das  Product  pv  erst  fallen,  daun 
wieder  ansteigen.  Aber  wie  verschieden  sind  die  Zahlenreihen!  Dem 
langsamen  Fallen  und  langsamen  Ansteigen  bei  Eohlenoxyd  steht  das 
rapide  Stürzen  und  in  die  Höhe  gehen  bei  dem  Aethylen  gegenüber. 
Der  Wendepunkt  findet  sich  bei  Kohlenoxyd  etwa  in  der  Nähe  des 
•Druckes  45  m  Hg,  bei  Aethylen  gegen  20  m  Hg  höher.  In  der 
Nähe  vom  Druck  200  m  Hg  ist  Aethylen,  in  der  von  84  Kohlen- 
,oxyd  wieder  ebenso  compressibel  wie  bei  24  m  Hg.  Die  Punkte 
gleicher  Compressibilität  liegen  aber  nicht  symmetrisch  zum  Wende- 
punkte. Wasserstoff  nimmt  bei  nicht  zu  tiefen  Temperaturen  eine 
Ausnahmestellung  insofern  ein ,  als  bei  ihm  das  Product  p  v  stetig 
wächst,  seine  Compressibilität  nimmt  mit  wachsendem  Drucke  fort- 
dauernd zu,  ein  Umkehrpunkt  scheint  nicht  vorhanden.  Dieses  merk- 
würdige Verhalten  des  Wasserstoffs  hat  schon  Regnault  entdeckt. 
Allmälig  aber  wird  Wasserstoff  von  den  anderen  Gasen  überholt,  so  ist 
pv  bei  0^  für  Wasserstoff  bei  2800  Atmosphärendruck  nur  so  gross 
(etwa  2,9)  wie  für  Sauerstoff  bei  2100,  für  Stickstoff  bei  1650  Atmo- 
sphären, wiewohl  für  diese  das  Ansteigen  dieses  Productes  erst  bei  etwa 
200  bezw.  150  Atmosphären  beginnt. 

Was  die  Abhängigkeit  von  der  Temperatur  anbetrifft,  so  rückt 
der  Wendepunkt  im  Allgemeinen   zu  um   so  höheren  Drucken   vor,  je 


Yerhalten  der  wirklichen  Gase. 


363 


wärmer  das  Gas  ist.  Hat  die  Temperatur  jedoch  eine  bestimmte  Höhe 
überschritten,  so  geht  dieser  Wendepunkt  nach  Amagat  wieder  zu 
fallenden  Drucken.     So  liegt  er  nach  Amagat  für  Kohlensäure 

unter  der  Temperatur     0^    30<>    600    90»    140«  200»  2600  C. 
bei  etwa  dem  Drucke   34,5    76    143    196    246    255    220  Atm. 

Doch  scheint  ein  solcher  Wendepunkt  nur  vorhanden  zu  sein, 
wenn  das  Gas  bei  ständiger  Zunahme  des  Druckes  sich  nicht  ver- 
flüssigt (s.  Abschnitt  50),  anderenfalls  nimmt  p  V  bis  zur  Verflüssigung 
ständig  ab,  um  dann  erst  wieder  anzuwachsen.  Ich  verweise  auf  die 
Versuche  Battelli^s  über  Schwefelkohlenstoff i). 

2.  Die  relativen  Spannungscoefficienten  ( — "^j  Qoh 

mit  wachsender  Dichte  bis  zu  einem  Maximum  zu  und  dann 
ab,  mit  wachsender  Temperatur  (Anfangs-  oder  Endtempe- 
ratur) unter  gleichen  Verhältnissen  (bei  gleicher  Anfangs- 
dichte) ab. 

Dieses  Gesetz  erhellt  am  besten  aus  folgender  Tabelle,  die  ich  der 
wichtigen,  unten  citirten,  Abhandlung  von  Amagat  entnehme^): 


men 


Anfangs- 

Belativer 

SpannungBCoefficient  mal  lO^  zwischen 

Volnmen 

0  bis 

20° 

20  bis 
40° 

40  bis 
60° 

60  bis 
80° 

80  bis 
100° 

100  bis 
137° 

137  bis 
198° 

198  bis 
258° 

0,02385 

645 

543 

487 

444 

419 

302 

316 

257 

1636 

698 

603 

512 

472 

408 

349 

258 

1300 

bß 

«841 

678 

583 

522 

450 

378 

277 

1000 

1083 

845 

686 

602 

507 

432 

299 

768 

OQ 

bß 

P3 

1057 

830 

722 

594 

477 

338 

578 
428 
316 

«0 

1390 
1940 
2847 

1224 
1411 
1876 

874 
1113 
1407 

709 

868 

1047 

566 
672 
778 

380 
437 

250 

7030 

3081 

iQoa 

140^ 

1069 

781 

200 

7255 

2841 

1919 

1394 

994 

— 

187 

3455 

2208 

1352 

— 

— 

Wo  in  der  obigen  Tabelle  die  Bemerkung  Verflüssigung  steht, 
bezieht  sich  dieses  auf  die  Anfangstemperatur,  dort  kann  von  einem 
Spannungscoefficienten  nicht  wohl  gesprochen  werden.  Entscheidend 
sind  also  wesentlich  alle  Coefficienten  über  40 ^  Auf  die  Erscheinung 
der  Verflüssigung  komme  ich  später  zu  sprechen  (Abschnitt  50). 

Ich  gebe  noch  des  Folgenden  wegen  die  Tabelle  der  zugehörigen 
Anfangs-  und  Enddruoke  in  ausgedehnterer  Fassung. 


0  Physikalische  Revue  H,  S.  153  flf. 

■)  Annales  de  chimie  et  de  physique,  S^rie  VT,  Tome  29,  p.  96  flf. 
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Volumen 


Temperatur  °C. 


0 


Druck   in  Atmosphären 


10 

20 

80 

40 

50 

60 


0,02385 
0,01636 
0,01300 
0,01000 
0,00768 
0,00578 
0,00428 
0,00316 
0,00250 
0,00200 
0,00187 


33,0 

35,0 

37,0 

39,0 

40,9 

41,8 

45,1 

48,3 

51,4 

54,5 

44,4 

51,1 

55,5 

59,7 

63,8 

44,4 

56,3 

62,8 

68,6 

74,5 

44,4 

56,4 

68,3 

76,6 

84,8 

44,4 

56,4 

70,7 

83,1 

94,7 

44,4 

56,4 

70,7 

87,8 

104,8 

44,4 

56,4 

71,5 

98,0 

125,3 

64,4 

109,0 

155,0 

201,0 

209,0 

300,0 

384,0 

470,5 

560,0 

404,0 

520,0 

627,5 

750,5 

856,5 

42,8 

57,6 

67,8 

80.2 

92,8 

106,2 

121,9 

153,8 

250,5 

651,0 

953,5 


Volum  en 


Temperatur   ®C. 


70 


80 


90 


100 


137 


198 


Druck   in   Atmosphären 


258 


44,7 

46,6 

48,5 

50,5 

57,0 

68,0 

60,6 

63,5 

66,5 

69,5 

80,0 

97,0 

71,8 

75,7 

79,6 

83,6 

97,5 

120,0 

85,8 

91,3 

96,7 

102,3 

121,5 

153,5 

100,6 

108,2 

116,0 

123,8 

151,0 

195,0 

117,5 

128,8 

140,2 

151,3 

191,0 

257,0 

138,9 

156,3 

173,5 

191,1 

252,5 

356,0 

183,2 

211,5 

240,5 

271,0 

376,0 

554,5 

298,5 

346,0 

394,5 

443,5 

619,0 

909,0 

745,0 

832,5 

918,0 

998,0 

— 

— 

!~ 

^— 

-~" 

0,02385 44,7       46,6       48,5       50,5       57,0       68,0       78,5 

0,01636 60,6       63,5       66,5       69,5       80,0       97,0    112,0 

0,01300  .    .    . 71,8       75,7       79,6       83,6       97,5     120,0    140,0 

0,01000 85,8      91,3       96,7     102,3     121,5     153,5    181,0 

0,00768 100,6     108,2     116,0     123,8     151,0     195,0    234,5 

0,00578 117,5    128,8     140,2     151,3     191,0     257,0    316,0 

0,00428 138,9    156,3     173,5     191,1     252,5     356,0    449,5 

0,00316 

0,00250 

0,00200 

0,00187  ........ 

Die  Maxima  der  relativen  Spannungscoefficienten  rücken  mit 
wachsender  Temperatur  zu  immer  höheren  Anfangsdrucken,  wie  man 
aus  der  Vergleichung  der  beiden  gegebenen  Tabellen  findet.  Zu  be- 
merken ist,  dass  als  relativer  Spannungscoefficient  definiirt  ist  die 
Druckdifferenz  an  den  beiden  Temperaturgrenzen ,  dividirt  durch  den 
Druck  an  der  unteren  Temperaturgrenze  und  durch  die  Temperatur- 
differenz. 

Amagat  weist  noch  darauf  hin,  dass  die  Druckdifferenzen  für 
gleiche  Temperaturdifferenzen,  also  die  absoluten  Spannungscoefficienten 

(  ^~9^ )  ♦  s^^^^^S  ansteigen  mit  wachsender  Dichte,  und  bei  gleicher  Dichte 
mit  wachsender  Temperatur  nur  wenig  variiren.  Die  obenstehende  Tabelle 
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I   I  1  I   I   1   I  I  I   I  : 


l\g  I  I  I  r  I  I 


0,00369 

0,00420 

O.0O525 
0,00565 
0,00798 
(0,00616) 
0,00570 
0,00465 
0,00386 
0,00317 
0,00278 
0,00243 
0,00223 

0,00485 

0,00601 

0,00864 
(0,00945) 
0,00934 
0,00794 
(0^0662) 
(0,00466) 
0,00364 
0,00302 
0,00261 
0,00234 
0,00216 
0,00234 

0,00464 
0,00521 
0,00595 
0,00648 
0,00696 
0,00724 
0,00785 
0,00802 
0,00808 
0,01037 

(0,01247) 
0,01228 
0,01134 

(0,00865) 

0,00426 
0,00349 
0,00293 
0,00258 
0,00233 
0,00213 
0,00204 

0,00520 
0,00580 
0,00643 
0,00698 
0,00753 
0,00811 
0,00865 
0,00928 
0,01092 
0,01304 
(0,01484) 
(Ö,Ö1374) 
0,01083 
0,00778 
0,00601 
0,00419 
0,00329 

0,00251 
0,00226 
0,00206 
0,00188 

0,00508 
0,00804 
0,00762 
0,00854 
0,00921 
0,01006 
0,01116 
0,01229 
0,0U2B 
0,01804 
(0,01835) 
0,01370 
0,01083 
0,00697 
0,00554 
0,00414 
0,00330 
0,00287 
0,00258 
0,00228 
0,00210 
0,00197 

0,00600 
0,00705 
0,00916 
0,01083 
0,01222 
0,01376 
0,01547 
0,01755 
0,02262 
(0,02608) 
(0,0'l855) 
0,01335 
0,00977 
0,00672 
0,00542 
0,00384 
0,00322 
0,00287 
0,00249 
0,00224 
0,0020« 
0.00198 

0,00695 
0,00853 
0,01258 
0,01471 
0,01813 
0,02254 
0,02784 
0,03462 
(0,04100) 
(0,02911) 
0,01575 
0,01061 
0,00850 
0,00656 
0,00495 
0,00382 
0,00323 
0,00274 
0,00241 
0,00219 
0,00210 
0,00184 

0,00823 
0,01081 
0,02048 
0,02963 
0,04965 
(0^7566} 
(0,07388) 
(0,05899) 
0,03142 
0,01781 
0,01114 
0,00842 
0,00695 
0,00511 
0,00432 
0,00346 
0,00313 
0,00255 
0,00235 
0,00223 
0,00199 
0,00181 

0,01087* 
0,01557* 
(0,18310) 
0,14270 
0,09079 
0,04450 
0,02900 
0,02128 
0,01510 
0,01666 
0,00822 
0,00728 
0,00625 
0,00458 
0,00418 
0,00352 
0.00280 
0,00261 
0,00232 
0,00218 
0,00204 
0,00183 

0,01394' 

0,02166 
0,01710 
0,01425 
0,01265 
0,01162 
0,01159 
0,00923 
0,00772 
0,00613 
0,00550 
0,00501 
0,00461 
0,0040i 
0,00311 
0,00266 

0,00238 
0,00215 
0,00200 
0,00180 

0,01259 
0,01043 
0,00951 
0,00872 
0,00827 
0,00786 
0,00728 
0,00709 
0,00630 
0,00550 
0,00493 
0,00449 
0,00408 
0,00364 
0,00314 
0,00274 
0,00247 
0,00219 
0,00216 
0,00195 
0,00184 
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zeigt  dies  für  Kohlensäure   unmittelbar.     Für  Aethylen   und   andere 

dp 
Gase    findet    dasselbe    statt,     also    wäre  -^r-^  nahezu    constant,    das 

Cv" 

heisst  j>  annähernd  eine  fast  lineare  Function  von  %"  wie  bei  idealen 

Gasen.     Genau  ist  das,  wie  auch  die  zweite  Tabelle  (a.  S.  364)  zeigt, 

nicht  der  Fall,  namentlich  nicht  bei  höheren  Drucken,  aber  das  Gesetz 

der  Abhängigkeit  des  -r-^  von  %'  scheint  kein   einfaches  zu   sein ,    da 

diese  Grösse  nicht  ständig  mit  %'  wächst,  noch  ständig  mit  %"  abnimmt. 

3.    Der   relative  Ausdehnungscoefficient   [definirt    wie 
der  relative  Spannungscoefficient,  also  durch 


wächst  wie  der  Spannungscoefficient  mit  zunehmendem 
Drucke  bis  zu  einem  Maximum  und  nimmt  dann  wieder 
ab,  ebenso  verhält  er  sich  in  Bezug  auf  die  Temperatur, 
er  nimmt  mit  wachsender  Temperatur  erst  zu,  dann  wieder 
ab.  Beide  Arten  von  Maxima  rücken  mit  wachsender 
Temperatur  zu  immer  höheren  Drucken. 

Die  Abnahme  nach  Ueberschreitung  des  Maximums  hat  Amagat 
bei  Sauerstoff,  Stickstoff,  Luft  und  Wasserstoff  bis  zu  3000  Atmosphären 
Druck  verfolgt. 

Im  Ganzen  ist  der  Gang  des  relativen  Ausdehnungscoefficienten 
ein  recht  verwickelter.  Ich  gebe  deshalb  auch  hierfür  eine  Tabelle 
(s.  V.  S.)  für  Kohlensäure  nach  Amagat. 

46.  Zustandsgleiohungen  der  wirklichen  Gase  nach  van  der 
Waals,   Clausius   und  Anderen.     Zustandsgleichungen  nach 

dem  Virialprincipe. 

Die  bisher  am  meisten  angewandte  Zustandsgieichung  nach  van 
der  Waals  ^)  kann  in  ähnlicher  Weise  abgeleitet  werden  wie  die  hier 
gegebenen.  Man  erhält  sie  aus  den  letzteren,  indem  man  in  der 
Gleichung  unter  III  a),  Seite  72  die  Flächenglieder  fortlässt  und  von 
der  Grösse  A  nur  das  erste  Glied  beibehält.     So  wird 

3                                V%^0 
li)  B,^  =  ^{pv  ^-Kv) —^ 

Van  der  Waals  sieht  das  Volumen  ®  der  Wirkungssphären  der 
Molekeln  als  unveränderlich  an,  setzt  man 

V® 


■Bi 


=  6, 


^)  Over  de  continuiteit  von  den  gas  en  vloeitstoftoestand  Leiden  1873. 
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so  wäre  hiernach 

In  dieser  Form  entspricht  die  Formel  von  van  der  Waals  noch 
dem  Virialprincip.     Nun  aber  dividirt  man  beiderseits  mit 


1  +  ^ 

V 


und  schreibt 


V 

indem  man  —  als  kleine  Grösse  ansieht,  in  der  Form 

V 

1-1. 

V 

Dadurch  wird  der  Charakter  der  Gleichung,  wie  wir  noch  sehen 
werden,  total  verändert.     Van  der  Waals  erhält  aber 

13)  Bi»  =  ^(p  +  K)(v  —  l). 

Die  Grösse  K  ist  proportional  dem  Quadrate  der  Dichte  Q  und  da 

1 

^  =  7  . 

ist,  so  wird  in  anderer  Schreibweise 

14)  Ii»  =  (p  +  ^^(v-h). 

Das  ist  die  mit  Recht  so  berühmt  gewordene  eigentliche 
Gleichung  von  van  der  Waals.  Ihre  Aufstellung  gehört  zu  den 
wichtigsten  Fortschritten,  welche  in  der  Theorie  der  Gase  und,  wie  wir 
noch  sehen  werden,  auch  in  der  der  Flüssigkeiten,  gemacht  sind. 

Da  bald  erkannt  wurde,  dass  die  Gleichung  von  van  der  Waals 
quantitativ  den  Ergebnissen  der  Erfahrung  nicht  in  jeder  Hinsicht 
entspricht,  so  hat  Clausius^)  sie  verallgemeinert  und  ihr  die  Form 
verliehen 

2^  «  =  -^  {^  -    ^^(^-^)\ 

Die  Gleichung  von  van  der  Waals  ergiebt  sich  daraus,  wenn  man 

ß  =  0  und 

, ad" 

^  ~1r 


0  Wied.  Ann.,  Bd.  9,  S.  348. 
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setzt.  Diese  Formel  von  Clausius  lässt  sich  zwar  aus  dem  Yirial- 
principe  nicht  ableiten,  kann  aber  ebenfalls  durch  Näherungsrechnungen 
daraus  erhalten  werden.  Sie  passt  sich  den  Erfahrungen  besser  an 
und  hat  umfassende  Anwendung  gefunden. 

Sie  enthält  ausser  der  Gleichung  von  van  der  Waals  noch  zwei 
andere  Formen,  welche  für  die  Zustandsgieichung  der  Gase  angegeben 
sind.     Setzt  man  nämlich  5  =  /J  =  0,  so  wird 

B^/  a!\ 

^)  '  ^  =  —  V-7¥^ 

eine  Gleichung,  welche  von  Rankine  ^)  herstammt.  Die  von  Thom- 
son und  Joule  ^)  angegebene  Zustandsgieichung  resultirt  hieraus,  in- 
dem a*  der  specifischen  Wärme  bei  constantem  Druck  proportional 
gemacht  wird,  also  für  a  =  acp.     Es  wird 

Indessen  habe  ich  in  meiner  Dissertation  nachgewiesen,  dass  diese 
Einführung  der  specifischen  Wärme  in  die  Rank  in  ersehe  Zustands- 
gleichung  keine  Verbesserung  bedeutet,  sondern  eher  eine  Verschlech- 
terung. Das  hier  auszuführen,  liegt  keine  Veranlassung  vor,  da  weder 
die  Rankin  ersehe,  noch  die  Thomson-Joule'scheZustandsgleichung 
noch  in  Frage  kommt. 

Später  hat  Clausius  seine  Zustandsgieichung  noch  weiter  ge- 
ändert^) und  sie  auf  die  Form 

'  ^        v-h\  {'0  +  ß)^  ) 

gebracht. 

Dann   ist  noch   eine   aus    der   Clausius' sehen    hervorgegangene' 
Gleichung  von  Sarrau*)  zu  verzeichnen: 

'^  ^-T=r^V (v  +  ßr     )• 

Neuerdings  verwendet  A.  Battelli  die  Clausius' sehe  Gleichung 
in  der  Form  ^) : 

^  ^        v  —  hV  Bt(v  +  ß)^  )' 

Vergleicht  man  diese  verschiedenen  Formeln  mit  einander,  so  ent- 
hält ausser  der  allgemeinen Gasconstante  J?,  die  Rankine-Thomson- 
Joule'sche  Gleichung  eine,  die  van  der  Waals'sche  zwei,  die  erste 


0  Phil.  Trans.  1854,  S.  337. 

*)  Ehend.  1863,  S.  589. 

^)  Wied.  Ann.,  Bd.  14,  S.  279  und  692. 

*)  Comptes  Rendus,  Vol.  CI,  p.  1145. 

*)  Physikalische  Revue  1892,  1,  S.  303. 
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Clausius'sche  drei,  die  zweite  Clausias^sche  und  die  Sarrau'sche 
vier,  die  Claus ius-Battelli'sche  sechs  Constanten. 

Die  Grundlage  aller  ist  wohl  die  van  der  Wa  als 'sehe;  dass  man 
aber  die  Zahl  der  Constanten  in  so  hohem  Maasse  ständig  zu  ver- 
mehren gezwungen  worden  ist,  beweist,  wie  unbefriedigend  eigentlich 
noch  der  Zustand  auf  diesem  Gebiete  unserer  Forschungen  ist 

Nach  der  hier  dargelegten  Theorie  wird  man  zu  anscheinend  noch 
complicirteren  Gleichungen  geführt,  denn  die  Zahl  der  Constanten  kann 
im  allgemeinsten  Falle  bis  zu  zehn  und  noch  mehr  steigen.  Indessen 
ist  es  nicht  möglich,  auf  Grrund  des  Yirialprincips  zu  anderen  ein- 
facheren Gleichungen  zu  gelangen,  wenn  man  nicht  etwa,  wie  vorhin 
bei  Ableitung  der  Gleichung  von  van  der  Waals,  Yernachlässigungen 
einführt.  Ein  hoher  Vorzug  aber  ist,  dass  alle  diese  Gleichungen 
rationell  sind;  für  jedes  der  Glieder  lässt  sich  die  physikalische  Be- 
deutung angeben;  alle  mathematischen  Operationen  sind  zulässig,  wenn 
man  überhaupt  das  Yirialprincip  gelten  lassen  will.  Sachlich  aber 
habe  ich  zu  diesen  Gleichungen  Folgendes  zu  bemerken.  Wir  dis- 
cutiren  die  Gleichungen  in  derjenigen  Form,  in  welcher  ein  besonderes 
Virial  der  Stosskräft'e  berücksichtigt  wird,  und  bezeiahnen  dieses  Yirial 
der  Stosskräfte  mit  F. 

Alsdann  war  bei  Annahme  continuirlicher  Vertheilung  der  Sub- 
stanz 

8)  b^»  =  ^{$v-^Kv-\hS-\-\e'S'\-F, 

bei  Annahme  von  Molekeln  und  Atomen 

-\- \  h' [Siij  -  F. 

Die  Bedeutung  der  einzelnen  Grössen  ist  auf  Seite  69  zusammen- 
gestellt und  wird  von  Fall  zu  Fall  noch  wiederholt. 

1.  Das  Glied  |  jpt;  ist  das  äussere  Druckvirial.  In  allen  Gleichungen 
ist  dieses  so  berechnet,  als  ob  der  Körper  aus  continuirlicher  Substanz 
bestände.  Dieses  ist  nach  dem  Vorgänge  von  Glausius  geschehen 
und  rechtfertigt  sich  dadurch ,  dass  wir  jp  nur  in  dieser  Weise  zu  be- 
obachten in  der  Lage  sind.  Wir  haben  gar  kein  Mittel,  die  Wirkung 
auf  einzelne  Molekeln  zu  messen;  was  wir  als  „Druck^  bestimmen,  ist 
die  Durchschpittswirkung  auf  die  Molekeln,  diese  durch  die  ganze 
Masse  continuirlich  vertheilt  gedacht.  Ueberhaupt  ist  es  auffallend, 
wie  schwierig  die  Conception  einer  Druckwirkung  auf  einzelne  sich  be- 
wegende Theile  ist,  da  doch  die  Druckwirkung  auf  continuirliche  Massen 
80  leicht  vorstellbar  erscheint.  Die  früher  Seite  129  ff.  gegebenen  Ent- 
wickelungen    von    Clausius    nach    dem   Vorgange    von    BernouUi» 

Weinstein,  Thermodynamik.  24 
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Joule  und  E  r  ö  n  i  g  führen  alles  auf  lebendige  Kräfte  zurück.  Uebrigens 
ist  der  äussere  Druck  in  allen  bisher  entwickelten  Zustandsgleichungen 
in  gleicher  Weise  berücksichtigt. 

2.  Sodann  folgt  in  der  ersten  Gleichung  die  Grösse  Kv.  Diese 
Grösse  ist  in  die  Zustandsgleichungen  zuerst  von  van  der  Waals  ein- 
geführt worden.  Aber  weder  die  Ableitung  noch  die  Definition  stimmt 
mit  der  hier  gegebenen  überein.  Was  zunächst  die  Ableitung  an- 
betrifft, so  resultirt  hier  die  Grösse  Kv  aus  der  Wirkung  der  ganzen 
Masse  auf  sich  selbst,  yan  der  Waals  hat  geglaubt,  diese  Wirkung, 
so  weit  es  das  Innere  des  Körpers  anbetrifft,  fortlassen  zu  dürfen.  Der 
Grund  dafür  scheint  mir  aber  nicht  stichhaltig  zu  sein.  Er  meint  die 
Wirkungen  der  Theilchen  auf  einander  höben  sich  gegenseitig  auf. 
Allein  erstens  handelt  es  sich  auch  um  die  Wirkung  jedes  Theilchens 
auf  sich  selbst.  Zweitens  hat  man  im  mittleren  Yirial  nicht  das 
Product  der  Mittel  der  Coordinaten  und  Kräfte,  sondern  das  Mittel  des 
Productes  dieser  Grössen  zu  bilden;  wenn  sich  also  auch  in  jenem  Pro- 
ducte  der  Mittel  die  Kräfte  im  Mittel  aufheben  mögen,  so  brauchen 
sie  es  im  Mittel  des  Productes  nicht  zu  thun,  und  thun  dieses  auch 
thatsächlich  nicht.  Die  yon  yan  der  Waals  aus  den  Wirkungen  an 
der  Oberfläche,  woselbst  die  Kräfte  sich  gegenseitig  nicht  aufheben, 
gegebene  Ableitung  der  Grösse  Kv  ist  also  nicht  recht  befriedigend. 

3.  Geht  man  yon  der  Annahme  einer  molekularen  Constitution 
der  Körper  aus,  so  findet  man,  wie  aus  der  zweiten  Gleichung  zu  er- 
sehen, ein  der  Grösse  Kv  entsprechendes  Glied  h®.  Diese  beiden 
Grössen  aber  unterscheiden  sich  grundsätzlich  yon  einander,  jene  ist 
proportional  dem  Volumen  des  ganzen  Körpers,  diese  dagegen  dem 
Volumen  der  Molekeln  allein.  Nun  mögen  sie  zwar  in  der  Grössen- 
ordnung  einander  entsprechen,  in  ihrem  Verhalten  werden  sie  aber  wohl 
yerschieden  yon  einander  sein,  da  V  wahrscheinlich  mit  Aenderung  der 
Verhältnisse  stärker  yariiren  wird,  als  ®.  Von  k®  wäre  zu  erwarten, 
dass  es  sich  bei  constanter  Temperatur  fast  constant  yerhalten  wird, 
von  Kv  dagegen  nicht.  Nur  wenn  der  Körper  stark  comprimirt  ist, 
wird  man  Kv  und  Je®  als  einander  gleich werthig  ansehen  können. 
Gleichungen,  welche  auf  Grund  der  zweiten  Formel  abgeleitet  sind, 
werden  also  von  der  van  der  Waals^ sehen  Zustandsgieichung  wohl 
yerschieden  sein  und  mit  ihr  höchstens  für  starke  Verdichtung  und 
starke  Verdünnung  übereinstimmen.  Die  van  derWaals'  sehe 
Gleichung  beruht  auf  einem  Gompromiss  zwischen  den  Annahmen  con- 
tinuirlicher  und  molekularer  Constitution  der  Körper. 

4.  Gänzlich  neu  ist,  dass  in  allen  hier  angegebenen  Zustands- 
gleichungen auch  Glieder  enthalten  sind,  welche  Flächenstücken  pro- 
portional sind.  Derartige  Glieder  habe  ich  in  den  anderweitig  ge- 
gebenen Zustandsgleichungen  stets  vermisst,  und  die  Ueberzeugung^ 
dass  solche  Glieder  vorhanden  sein  müssen,  hat  mich  auch  veranlasst, 
die  complicirten  und  mühseligen  hier  (Abschnitt  15)  nochmals  wieder- 
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gegebenen  Rechnungen  zu  unternehmen.  Sind  sie  in  den  Ausdrücken 
für  die  potentielle  Energie  da  —  und  dort  hat  ihr  Yorhandensein 
Gauss  bewiesen  — ,  dann  können  sie  in  den  Ausdrücken  für  das  Yirial 
nicht  fehlen.  Man  kann,  sich  nicht  von  vorn  herein  darauf  berufen, 
dass  die  Coefficienten  J7,  h  gegen  die  JST,  k  sehr  klein  sind,  die  Flächen- 
glieder also  zu  vernachlässigen  sein  dürften.  Denn  erstens  giebt  es 
Zustandsänderungen  —  es  gehören  dazu  alle  mit  den  Capillaritäts- 
erscheinungen  verbundenen  — ,  bei  denen  nur  diese  Flächenglieder  in 
Betracht  kommen.  Zweitens  hat  man  gar  keinen  bestimmten  Anhalt 
dafür,  dass  nicht  die  Flächenglieder  durch  die  Grösse  der  Flächen  das 
ersetzen  können,  was  ihnen  durch  di^  Kleinheit  der  Coefficienten  ab- 
geht.    Namentlich  gilt  dieses  von  den  Gliedern 

in  welchen  ja  2J  die  Oberfläche  aller  Molekeln,  und  Sh  die  aller  Be- 
wegungsgebiete der  Molekeln  bedeutet.  Diese  Glieder  dürfen  über- 
haupt in  keinem  Falle  ausser  Acht  gelassen  werden,  denn  wenn  wir 
auch  unter  Ziffer  3  das  Glied  k  &  unmittelbar  mit  dem  Kv  verglichen 
haben,  so  ist  es  doch  allein  diesem  Gliede  nicht  äquivalent,  sondern 
erst  in  Yerbindung  mit  den  Gliedern 

Die  drei  Grössen  zusammen 

entsprechen  erst  der  Grösse  Kv  und  geben  mit  |  multiplicirt  wie 
dieses  das  Yirial  des  Körpers  auf  sich  selbst. 

Die  anderen  Flächenglieder  beziehen  sich  auf  die  Yerhältnisse  an 
der  Oberfläche  des  Körpers.  Sie  sind  in  den  meisten  Fällen  freilich 
von  minderer  Bedeutung,  so  dass  es  im  Allgemeinen  noch  nicht  viel 
schadet,  dass  man  sich  einstweilen  damit  begnügen  muss,  ihr  Yorhanden- 
sein festgestellt  zu  haben. 

Gase   sind  immer  rings  von   einschlies senden  Flächen   umgeben.' 

Wenn  innerhalb  eines  abgeschlossenen  Gefässes  nur  ein  Gas  enthalten 

ist,  haben  wir 

S  =  S' 

und  in  8)  ziehen  sich  die  Flächen glieder  zusammen  zu 

-l(H-H')S', 

80  dass  nur  die  Differenz  der  Molekularwirkung  des  Gases  und  der 
Hülle  in  Frage  kommt.  Befindet  sich  ein  Gas  in  einem  Gefasse  zu- 
sammen  mit  einer  anderen   Substanz,   so   gilt   die  obige   Zusammen- 

24* 
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fassung  nur  für  die  Berührungsfläche  S  mit  der  Hülle,  hinzu  tritt  noch 
ein  Glied 

—  i  (H  -  H,)  Si, 

WO  Hl  und  Si  sich  auf  den  das  Gas  berührenden  Tbeil  der  Substanz 
bezieht.  Dieser  kann  im  Laufe  eines  Vorganges,  den  wir  bald  kennen 
lernen  werden,  Null  werden,  weil  iT  und  Hi   einander  gleich  werden. 

Im  Uebrigen  habe  ich  zu  erwähnen,  dass  es  bekannt  genug  ist, 
wie  die  inneren  Wandungen  von  Gefässen,  in  denen  Gase  eingeschlossen 
sind,  auf  diese  anziehende  Wirkung  ausüben.  Diese  Wirkung  ist  sogar 
ziemlich  bedeutend  und  sie  äussert  sich  darin,  dass  die  Gase  sich  an 
den  inneren  Gefässwandungen  verdichten.  Dadurch  verliert  ein  Theil 
der  Gase  die  freie  Beweglichkeit  und  trägt  weniger  zum  allgemeinen 
Drucke  bei,  als  es  sonst  der  Fall  sein  würde.  Temperaturerhöhung 
wirkt  der  Erfahrung  nach  dieser  Anziehung  entgegen,  und  so  lösen 
sich  die  verdichteten  Theile  von  den  Wandungen  und  nehmen  nun  an 
dem  allgemeinen  Drucke  Theil,  so  dass  dieser  grösser  erscheint,  als  es 
sonst  der  Fall  war.  Nach  Ghappuis  ist  beispielsweise  von  schwefliger 
Säure  bei  0®  so  viel  auf  einer  Glasoberfläche  verdichtet,  dass  bei  einer 
Temperaturerhöhung  bis  180^  C.  sich  von  jedem  Quadratcentimeter 
0,000059  ccm  dieses  Gases  loslösen.  Auf  diese  Fehlerquelle  bei  der 
Bestimmung  des  Spannungscoefficienten  der  Gase  ist  man  schon  lange 
aufmerksam  gewesen,  leider  fehlen  noch  exacte  Versuche. 

Den  Gliedern 

]-HS  und   —  ^H'S' 
entsprechen  in  der  Formel  9)  erst  die  folgenden 

und  diese  sind  es  auch  wesentlich,  in  denen  die  Flächenstücke  auch  in 
gewöhnlichen  Experimenten  Veränderungen  erfahren. 

Eine  wichtige  Folgerung  ergiebt  sich  noch  aus  der  Thatsache, 
dass  die  Zustandsgieichung  auch  Flächenglieder  enthält,  nämlich  die^ 
dass  man  bei  Zustandsänderungen  auch  Aenderungen  der  Flächen  wird 
einbeziehen  müssen,  wodurch  sich  die  thermodynamischen  Gleichungen 
anscheinend  sehr  compliciren.  Allein  die  Energiegleichung,  die  hier 
abgeleitet  ist,  führt  trotzdem  erhebliche  Vereinfachungen  ein. 

5.  Die  bisher  behandelten  Grössen  beziehen  sich  in  der  Gleichung 
8)  auf  den  ganzen  Körper,  in  derjenigen  9)  auf  die  Molekeln.  Wie 
bei  dem  ganzen  Körper  Volumen  und  Oberfläche  veränderlich  sind,  so 
müssen  wir  es  auch  von  den  Molekeln  annehmen,  indem  etwa  mit 
steigender  Temperatur  und  wachsender  Verdünnung  die  Atomcomplexe, 
welche  die  Molekeln  zusammensetzen,  aus  einander  rücken,  wodurch 
Raum  und  Oberfläche  der  Molekeln  vergrössert  wird.     Wenn  man  je- 
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doch  die  Molekeln  für  sich  als  besondere  Körper  betrachtet  und  selbst 
so  behandelt,  wie  den  ganzen  Körper,  lassen  sich  alle  auf  sie  sich  be- 
ziehenden Glieder  in  solche  Glieder  auflösen,  welche  für  Atome  gelten. 
Die  Zustandsgieichung  enthält  dann  Producte,  deren  Factoren  einer- 
seits aus  Grössen  bestehen,  welche  den  k  und  h  entsprechen,  und  an- 
dererseits aus  Grössen,  die  als  Volumen  und  Oberfläche  der  Atome  zu 
bezeichnen  sind.  Da  wir  nun  die  letzteren  als  unveränderlich  ansehen, 
so  müssen  alle  Aenderungen  lediglich  in  solchen  der  Factoren  A;,  h  he* 
stehen  und  wir  gelangen  zu  dem  bemerkenswerthen  Schlüsse:  Je 
weiter  wir  die  Substanz  zerlegt  denken,  desto  mehr  werden 
solche  Grössen  constant,  die  wir  sonst  als  die  eigentlichen 
Yariabeln  betrachten,  und  dagegen  solche  variabel,  die  wir 
sonst  als  Constanten  beanspruchen.  Das  Yerhältniss  kehrt 
sich  fast  um. 

6.  Wir  kommen  nunmehr  zu  den  Factoren  in  unseren  Gleichungen 
und  schliessen  daran  sofort  die  Darstellung  der  einzelnen  Glieder  über- 
haupt an.  K  und  H  sind  die  aus  der  Capillaritätstheorie  bekannten 
Laplace'schen  Grössen,  beide  sind  proportional  dem  Quadrate  der 
Dichte,  also  umgekehrt  proportional  dem  Quadrate  des  specifischen 
Volumens;  setzen  wir 

SO  sind  also  (K)  und  (H)  jedenfalls  von  V  unabhängig.  Aber  constant, 
überhaupt  unveränderlich,  sind  diese  Grössen  nicht.  Von  (H)  weiss 
man  es  bei  Flüssigkeiten  mit  Sicherheit,  dass  es  mit  wachsender  Tempe- 
ratur abnimmt.  Man  kann  z.  B.  für  Wasser  mit  sehr  grosser  Ge- 
nauigkeit 

11)  (H)  =  (Ho){l  -  cc») 

setzen,  und  da  K  von  derselben  Function  abhängig  ist  wie  H,  so  darf 
man  das  Nämliche  auch  von  dieser  Grösse  behaupten,  van  der  Wa als 
freilich  sieht  (K)  als  Constante  an,  das  dürfte  aber  nicht  zulässig  sein. 
Leider  fällt  K  bei  allen  bisherigen  Untersuchungen  über  Capillarität 
aus  den  Gleichungen  heraus,  so  dass  man  auf  sein  Verhalten  aus 
diesen  so  leicht  studirbaren  Erscheinungen  nichts  entnehmen  kann.  Die 
Entdeckung,  dass  eine  Grösse,  welche  in  einer  von  den  rein  thermischen 
Vorgängen  anscheinend  so  ganz  abseits  liegenden  Erscheinungsciasse 
vertreten  ist,  in  der  Zustandsgieichung  der  Gase  und  Flüssigkeiten 
eine  bedeutende  EoUe  spielt,  ist  eine  der  schönsten  Errungenschaften 
von  van  der  Waals. 

Die  Grösse  H'  ist  proportional  der  Dichte  des  Gases  und  der- 
jenigen des  angrenzenden  Körpers.  So  lange  letztere  als  constant  an- 
gesehen werden  darf,  und  dieses  wird  stets  zulässig  sein,  wenn  der  an- 
grenzende Körper  nur  die  Wandung  eines  starren  Gefasses  ist,  hat 
man  hiernach 
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12)  H'  =  ^-^- 

Auch  (H')  kann  von  der  Temperatur  abhängen.  Grenzt  das  Gas  an 
eine  Flüssigkeit,  so  können  Zustände  eintreten,  in  denen  die  Dichte 
der  Flüssigkeit  sich  ebenso  ändert,  wie  die  des  Gases,  alsdann 
hätten  wir 

13)  H'  =  ^^. 

Indessen  fallen  gerade  dann  diese  H  und  H\  wie  früher  bemerkt,  heraus. 
In  der  van  der  Wa  als 'sehen  Gleichung  unter  1^)  bedeutet  a  die 
nämliche  Grösse  wie  hier  (K).  Nach  Erfahrungen  i)  über  die  von  der 
gleichen  Function  abhängende  Grösse  (H)  hätten  wir  hiemach  a  zu 
ersetzen  durch  eine  lineare  Function  von  d".  Dann  geht  die  van  der 
Wa  als 'sehe  Gleichung  über  in 

I5)  B»  =  (p  +  "^  +/» ^)  {V  -  h), 

eine  Formel,  von  der  man  glauben  darf,  dass  sie  der  Erfahrung  besser 
entsprechen  muss,  als  die  ursprüngliche  von  van  der  Waals,  auch 
abgesehen  davon,  dass  sie  eine  Oonstante  mehr  enthält  als  diese,  also 
den  Erfahrungen  besser  angepasst  werden  kann. 

Indessen  scheint  es  Flüssigkeiten  zu  geben,  für  welche  (ET)  auch 
als  Functioji  der  Dichte  dargestellt  werden  kann,  z.  6.  ist  bei  Glycerin 

(H)  =  (H)o  Q^'''^. 
wobei  freilich  die  Darstellung  als  Function  der  Temperatur  gleichfalls 
zulässig  ist^). 

Die  Je  und  h  entsprechen  den  Grössen  K  und  H. 

Nachdem,  wie  wir  vorhin  bemerkt  haben,  je  weiter  die  Zertheilung 
der  Körper  getrieben  wird,  wir  um  so  mehr  zu  constanten  Volumina 
gelangen,  kann  die  Yariabilität  der  Glieder,  die  mit  den  h  und  h  u.  s.  £. 
multiplicirt  sind,  nur  noch  in  der  Variabilität  dieser  k  und  h  gesucht 
werden,  und  da  ist  es  in  der  That  von  Bedeutung,  dass  für  eine  ent- 
sprechende Grösse  wie  H  wenigstens  eine  besondere  Variabilität  mit 
der  Temperatur  nachgewiesen  ist.  Im  Uebrigen  ist  k  proportional 
dem  Quadrate  der  Molekulardichte  d.  Da  ®  das  Volumen  aller  Molekeln 
bedeutet,  so  ist  d  ®  die  Masse  aller  Molekeln,  das  heisst  die  Masse  des 
Gases,  diese  sollte  1  sein.  Wie  daher  Kv  proportional  ist  der  Dichte 
des  Gases,  ist  k@  proportional  der  Dichte  einer  Molekel,  so  lange  wir 
letztere  als  constant  ansehen,  könnte  also  die  Veränderlichkeit  nur  in 
k  liegen.  Dieses  führt  auf  die  Idee,  ob  nicht  am  Ende  nicht  etwa  £, 
sondern  eigentlich  Kv  nur  eine  Function  der  Temperatur  ist.  Wäre 
das  aber  der  Fall  —  ich  stelle  alles  zusammen ,  was  auf  einem  so  un- 

^)  Weinstein,  Capillaritäts-Untersuchungen ,  Berlin  1889.  J.  Springer,, 
ß.  27  ff.  —  2)  ly^id.,  s.  31. 
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gewissen  Gebiete  im  Bereiche  der  Möglichkeit  liegt  — ,  dann  lautete 
die  van  der  Wa als ^ sehe  Gleichung 

le)  E»  =  (p+^-^±^)(v-l». 

Die  Grösse  h  ist  derselben  Art  wie  die  hy  doch  ist  hJS  umgekehrt  pro- 
portional dem  Quadrate  der  Molekulardichte,  so  dass  wir  haben  würden 

14)  ä2;  =  (ä')««2;  =  |li;  =  <^. 

Fassen  wir  die  beiden  Glieder  Je  @  und  —  "^  ^^  zusammen ,  so 
wird  hiernach 

(A;)®_i(Ä)®3 
I5i)  k®   —   =-h2  =  ;^- 

und  indem    wir  noch  Qc)   und  (h)  etwa  als    lineare  Functionen   der 
Temperatur  darstellen 


8 


15.)    1C&  -  i.2;  =  <^-"  +  ^»"^)  -  (A"  +  D/»)@ 

^^2  ® 

Wie  sich  das  Volumen  der  Molekeln  mit  Temperatur  und  Dichte 
ändert,  ist  leider  so  ganz  unbekannt,  dass  man  kaum  eine  begründete 
Vermuthung  hierüber  wagen  kann.  Man  wird  daher  am  besten  thun, 
zunächst  die  möglich  einfachste  Annahme  zu  machen  und  diese  dürfte 
darin  bestehen,  dass  ®  sich  ebenso  ändert  wie  v.  Eine  Stütze  findet 
diese  Annahme  durch  die  Ueberlegung,  dass,  wenn  man  die  Körper  als 
continuirliche  Substanzen  behandelt,  man  auch  zu  der. Erfahrung  an- 
passbaren Gleichungen  gelangt.  Demnach  betrachten  wir  es  als  eine 
plausible  Hypothese,  dass 


1^ 

8 


15.)      fe@-i;>2;  =  g-  +  ^-^-<^»  +  ^-^)^ 

gesetzt  werden  darf. 

Eine  zweite  Hypothese  werden  wir  unter  Ziffer  8)  kennen  lernen. 

In  der  Grösse  —  hi  Sh  ißt  nach  den  Angaben  auf  S.  373  hi  wie  K 
proportional  der  Dichte  des  Körpers  im  Ganzen,  also 

Femer  bedeutet  Sb  die  Oberfläche  aller  Bewegungsgebiete  der  Molekeln 
im  Körper.  Da  diese  Bewegungsgebiete  das  Yolumen  des  Körpers  zu- 
sammensetzen, kann  man  in  hinreichender  Annäherung  Sb  proportional 

2 

v^  annehmen.     Alsdann  wäre 
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17i)  ÄiS6  =  (A'  +  I^e^)v     *. 

In  anderer  Weise  lässt  sich  Si  wie  folgt  berechnen.  Nennen  wir 
wie  früher  L  die  mittlere  Weglänge  einer  Molekel  im  Durchschnitt  der 
mittleren  Weglängen  aller  Molekeln,  so  wäre  also  die  Oberfläche  eines 
der  Bewegungsgebiete  4  7t  Iß,  Nun  ist  es  zwar  nicht  bekannt ,  wie 
sich  die  mittlere  Weglänge  bei  den  wirklichen  Gasen  verhält,  da 
es  sich  jedoch  um  Näherungsrechnungen  handelt,  darf  man  von  den- 
jenigen Formeln  Gebrauch  machen,  welche  für  die  idealen  Gase  ab- 
geleitet sind.  Denn  es  ist  schon  hervorgehoben,  ein  wie  weites  Geltungs- 
bereich eigentlich  diese  Formeln  haben.  Auf  Grund  der  im  Abschnitt  41 
gemachten  Darlegungen  glaube  ich  von  denjenigen  Formeln  Gebrauch 
machen  zu  dürfen,  welche  für  die  mittlere  Weglänge  in  diesem  Buche 
abgeleitet  sind;  sie  haben  sich  in  der  Theorie  der  Reibung  sehr  gut 
bewährt.     Demnach  wäre  [S.  205,  Gleichung  12i)] 

6  — 8fc      9fc  — 5 

18)  So  =  J^ja-    ^*     V   ^^ 

und 

8fc  — 6 

17,)   .  iÄiSj  =  (D,  +  D,^)(^^) 

E,  D5,  Dg  sind  neue  Constanten,  Iz  ist  das  Yerhältniss  der  beiden  speci- 
fischen  Wärmen. 

Die'  Glieder,  welche  den  besonderen  Verhältnissen  an  der  Ober- 
fläche Rechnung  tragen,  können  wir  nicht  berücksichtigen  und  brauchen 
es  auch  für  die  hier  zu  behandelnden  Vorgänge  nicht  zu  thun. 

7.  Dagegen  sind  die  Stossviriale  in  Rechnung  zu  ziehen,  sei  es, 
dass  die  Molekeln  oder  Atome  wirklich  auf  einander  prallen,  sei  es,  dass 
sie  sich  nur  so  nahe  kommen,  dass  dabei  besondere  in  die  allgemeine 
und  ständige  Wirkung  nicht  einbezogene  Kräfte  zum  Vorschein 
kommen.  Wir  haben  dann  zu  den  Gliedern  rechts  der  Gleichung  8) 
die  Stossviriale  A,  B  oder  C  zu  addiren,  deren  Bedeutung  auf  S.  72 
dargelegt  ist ,  je  nachdem  es  sich  um  Zusammenstösse  von  Molekeln 
oder  von  Molekeln  und  von  Atomen  oder  nur  von  Atomen  handelt. 
Das  Nämliche  gilt  für  die  Gleichung  9). 

Welchen  von  den  drei  Grössen  Ä,  B,  C  man  Rechnung  zu  tragen 
hat,  weiss  man  nicht.  Van  der  Waals  hat  nur  die  Grösse  Ä  für  die 
Molekularstösse  und  auch  diese  ohne  die  Deformationen  der  Molekeln 
zu  beachten,  in  Rücksicht  gezogen,  wie  schon  hervorgehoben.  Dass 
diese  Grösse  dem  Virial  der  Stosskräfte  entspricht,  hat  übrigens  erst 
Lorentz  wohl  auf  Grund  einer  Bemerkung  von  Maxwell  erkannt. 
Ich  habe  diese  Stossviriale  früher  als  problematisch  bezeichnet,  es 
scheint  aber  doch,  dass  man  sie  als  real  betrachten  muss.  Wir 
haben  nun 
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h"  &       /  ^\ 


c 


B  =  Ä  +  a 

Also  Ä  ist,  wie  in  der  van  der  Wa  als 'sehen  Gleichang,  umgekehrt 
proportional  dem  specifischen  Volumen  und  proportional  dem  Volumen 
der  molekularen  Wirkungssphären,  C  hängt  vom  specifischen  Volumen 
nicht  ab.  Sieht  man  Atomyolumen  und  Volumen  der  Wirkungs- 
sphären als  constant  an,  so  ist  0  lediglich  Function  der  Temperatur, 
da  auch  (/'  constant  sein  muss.  Inwiefern  c\  welches  von  der  Elasti- 
cität  der  Molekeln  abhängt,  constant  ist,  lässt  sich  nicht  sagen. 

In  ganz  derselben  Weise,  wie  es  mit  der  Grösse  Sb  geschehen  ist, 
können  wir  in  der  Hauptgrösse  Ä  das  0  durch  Temperatur  und 
Volumen  ausdrücken.  Nämlich  es  bedeutet  dieses  ®  ein  Achtel  yon 
dem  Volumen  aller  Wirkungssphären  der  Molekeln.  Bezeichnet  also 
6  den  Radius  einer  der  Wirkungssphären,  so  haben  wir  für  das 
Volumen  dieser  Wirkungssphären 

0 
Gehen  wir  aber,  da  die  Stossyiriale -Correctionsglieder  darstellen,  von 
den  Verhältnissen  bei  idealen  Gasen,  deren  Eigenschaften  ja  bis  zu 
einem  sehr  hohen  Grade  allen  wirklichen  Gasen  zukommen,  aus,  so  ist 
zufolge  der  Theorie  der  Reibung  (Abschnitt  41),  wenn  g  den  Reibungs- 
coefficienten  darstellt  [Gleichung  10),  S.  319] 

woselbst  /sf  eine  Zahl  (0,30967  nach  0.  E.  Meyer)  bedeutet  und  m  das 

Molekulargewicht  ist.     Da  wir  \7lf) ^  proportional  d' *  setzen,  so  ist  also 

3 

TT  ^^ 

&  streng  genommen  proportional  —  •     Nach  der  gewöhnlichen  kineti- 

2 


3 
sehen  Theorie  der  Reibung  wäre  — g   constant.      Nach   Maxwell's 

Theorie  wäre  diese  Grösse  proportional  —3  •     Nach  der  hier  dargelegten 

Theorie  der  Reibung,  welche,  wie  früher  bewiesen,  bis  zu  einem  hohen 
Grade  von  der  Erfahrung  bestätigt  ist,  haben  wir  (S.  322) 

fc+6  _5_      3fc  — 6 

Q  =  z(m)  '^   e^+ß^  -^'S   ''^ 
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oder  ohne  Bezugnahme  auf  die  Natur  der  Gase 

_6^       8fc  — 6 

somit  nach  der  gewöhnlichen  Theorie  &' ^  constant,  nach  Maxwell's 
Theorie 

nach  der  hier  dargelegten 
und 

3k  — 6  7k— 6 


20) 


^  =  -^^7(7)         =-^'(7)        • 


8.  Nunmehr  können  wir  auch  die  zweite  Hypothese  für  die  Ab- 
hängigkeit der  Grösse  ®  von  Temperatur  und  Volumen  angeben.  Da 
nämlich  in  dem  Falle,  dass  die  Molekeln  thatsächlich  selbst  zusammen- 
stossen,   die  Wirkungssphäre  nichts  anderes  ist   als  eine  Kugel  vom 

doppelten  Radius  der  Molekeln  selbst,  so  ist  man  versucht,  die  für  0 
abgeleitete  Beziehung  auf  die  Volumina  der  Molekeln  auszudehnen» 
also  auf  0.    Alsdann  hätte  man 

woselbst  J(f  und  W  noch  (lineare)  Functionen  der  Temperatur  sein 
könnten. 

Auch  diese  Darstellung  gestattet  die  beiden  Glieder 

—  '2  ^  ^  +  2"  ^1  ^^ 

zu  einem  Gliede  zusammenzuziehen. 

9.  Fassen  wir  jetzt  alles  zusammen ,  so  können  wir  für  die  Zu- 
standsgleichung  die  folgenden  beiden  Formen  aufstellen: 

1  7k  — 6 


3  rt  /Q.V      4k 


oder 


I)     E^  =  pv  +  ^^ -a(-) 


8fc  — 6  8fc  — 5 


II)  B^  =  ,.  +  G.Qy  '"   +a.(^) 


8k 


7k  — 5 


- 1  *  (*)""■ 
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Die  Fl,  F2,  6ri,  G-Q  sind  Functionen  von  d",  etwa  wie  bisher  an- 
genommen lineare.     Das  Glied 

__1_  3fc  — 6 


bezw.  öj 


(?) 


V 

fasst  Grössen  zusammen,  die  entgegengesetzten  Zeichens  sind 


^nämlich  —  ^h2  +  ^hiSh^ 


und  sich  in  den  meisten  Fällen  aufheben,  so  dass  sie  zusammen  nur 
kleine  Beträge  ergeben  werden.  Eine  Entscheidung,  welche  von  den 
beiden  Gleichungen  die  zweckmässigere  ist,  wird  später  herbeigeführt 
werden. 

Yor  allem  fallt  auf,  dass  in  beiden  Gleichungen  eine  Grösse  ver- 
treten ist,  welche  als  Exponenten  eine  von  dem  Yerhältniss  der  speci- 
fischen  Wärmen  bestimmte  Zahl  enthält.  Diese  Zahl  nun  hängt,  wie 
wir  wissen,  zunächst  von  der  Natur  der  betreffenden  Substanz  ab,  so- 
dann aber  auch,  wie  die  Erfahrung  gelehrt  hat,  von  dem  Zustande 
dieser  Substanz.  So  lange  man  das  Gas  noch  als  dem  idealen  Zustande 
nahe  behandeln  darf,  wird  man  nur  die  Natur  desselben  zu  berücksichtigen 
haben.  Also  würden  z.  B.  für  alle  einatomigen  Gase  die  Exponenten 
3  fc  —  5  verschwinden.  Ferner  wären  die  mit  dem  negativen  Zeichen 
behafteten  Exponenten  für  alle  Gase  positiv,  die  mit  dem  positiven  für 
alle  Gase  negativ.  Im  Allgemeinen  aber  kann  k  anscheinend  je  nach 
der  Dichte  und  Temperatur  des  Gases  alle  möglichen  Werthe  an- 
nehmen. Hierauf  werde  ich  erst  später  eingehen  können,  an  dieser 
Stelle  muss  der  Hinweis  selbst  genügen. .  Worauf  aber  Gewicht  gelegt 
werden  sollte,  ist,  dass  .dieses  alles  Gonsequenzen  der  kinetischen 
Theorie  und  gewisser  Erfahrungsthatsachen ,  keineswegs  willkürliche 
Erweiterungen  sind.  Wenn  in  Folge  dessen  die  Gleichungen  immer 
ungefüger  werden,  so  ist  das  eben  in  der  Natur  der  Sache  begründet. 
Immer  aber  sind  die  Formeln  noch  nicht  so  verwickelt,  dass  man  mit 
ihnen  nicht  operiren  könnte.  Nur  Mangel  an  Erfahrungsthatsachen 
hindert  ihre  genauere  Anwendung. 

10.  Nun  noch  einige  Worte  über  den  Geltungsbereich  der  hier 
abgeleiteten  Zustandsgieichungen  und  implicite  also  auch  aller  anderen 
auf  das  Yirialprincip  zurückzuführenden  entsprechenden  Gleichungen. 
Da,  wie  früher  ausgeführt  (S.  44),  das  Yirialprincip  sehr  umfassend 
ist,  so  möchte  man  dazu  neigen,  auch  den  aus  ihm  abgeleiteten 
Gleichungen  weite  Geltungsbereiche  zuzuschreiben.  Das  ist  auch  für 
den  jeweiligen  Zustand  der  Fall.  Allein  die  Gleichungen  enthalten 
im  Stossvirial  und  —  bei  der  Berechnung  auf  Grund  einer  Zertheilung 
in  Molekeln  und  Atome,  wie  sie  ja  bei  kinetischen  Ableitungen  er- 
folgen muss  —  auch  in  allen  anderen  inneren  Yirialen  Grössen,  die 
die  Molekeln  selbst  betreffen.     Nun  wissen   wir    aus    der  Erfahrung 
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(S.  225),  dass  die  Constanz  der  Molekeln  nur  eine  scheinbare  ist,  dass 
in  Wahrheit  bei  jeder  Temperatur  und  unter  jedem  Drucke  Zer- 
legungen der  Molekeln  in  einfache  Atomcomplexe  und  Bindungen 
von  Atomcomplexen  zu  complicirteren  Molekeln  vor  sich  gehen.  Bleiben 
Temperatur  und  Druck  ungeändert,  so  stellt  sich  zwar  zwischen  den 
Zerlegungen  und  Bindungen  ein  Gleichgewicht  her,  wodurch  es  er- 
möglicht wird,  Yon  der  durchschnittlichen  Zusammensetzung 
einer  Molekel  zu  sprechen,  die  erhalten  bleibt.  Sowie  jedoch  Tempe- 
ratur und  Druck  variiren,  ändern  sich  die  Verhältnisse.  Wir  können 
allgemein  sagen,  jedem  Zustande  entspricht  eine  bestimmte  durch- 
schnittliche Zusammensetzung  der  Molekeln,  aber  jedem  Zustande 
immer  eine  andere  solche  Zusammensetzung.  Wie  die  Aenderungen 
in  der  chemischen  Zusammensetzung  eines  Gases  fortschreiten,  ist 
gänzlich  unbekannt.  Die  Thermodynamik,  die  uns  anscheinend  einen 
tiefen  Einblick  in  Vorgänge  der  chemischen  Umsetzungen  gewährt, 
lehrt  leider  nur  das  Anwachsen  und  Abnehmen  der  Producte  kennen, 
wie  aber  ein  Gas  beschaffen  ist,  das  anscheinend  noch  chemisch  un- 
verändert geblieben  ist,  bleibt  unerläutert. 

Es  ist  yon  vielen  Seiten  schon  vermuthet  worden,  dass  an  sich  die 
Zustandsgieichung  der  Körper  einfacher  sein  dürfte,  als  die  Erfahrung* 
zu  fordern  scheint,  dass  die  Complicationen,  die  man  in  diese  Zustands- 
gieichung nach  und  nach  hat  einführen  müssen,  wesentlich  ihren  Grund 
darin  haben,  dass  man  in  der  Erfahrung  die  chemischen  Umsetzungen 
von  den  gewöhnlichen  physikalischen  Zustandsänderungen  nicht  zu 
trennen  weiss,  man  deshalb  in  die  physikalische  Zustandsgieichung 
auch  die  chemische  einbeziehen  muss,  für  welche  noch  gar  keine  Grund- 
lagen vorhanden  sind.  Ich  glaube,  dass  die  hier  dargelegte  Theorie, 
welche  die  Abhängigkeit  von  der  Beschaffenheit  der  Molekeln  und  von 
den  Kräften  von  Molekel  zu  Molekel  und  von  Atom  zu  Atom  nackt 
zur  Darstellung  bringt,  nicht  ungeeignet  ist,  auch  in  den  chemischen 
Theil  der  Zustandsgieichung  einzudringen.  Ich  selbst  meine,  den 
Weg  dazu  zu  sehen  —  sein  Ausgangspunkt  ist  die  Abhängigkeit  von 
der  Grösse  Je,  welche  bei  Zustandsänderungen  merkwürdige  Variationen 
durchmacht  — ,  habe  jedoch  noch  nicht  vermocht,  auf  ihm  weiter  zu 
dringen. 

11.  Wir  sahen,  dass  das  Virialprincip  auch  zu  einer  Gleichung 
führt,  aus  der  man  durch  Näherangsrechnungen  die  van  der  Waals'- 
sche  Formel  ableiten  kann.  Etwas  Aehnliches  lässt  sich  auch  für  die 
Gl  aus  ius^  sehe  Gleichung  bewirken.  Es  kommt  dabei  allein  auf  das 
zweite  und  dritte  Glied  an,  welche  zusammen  die  Grösse  Kv  vertreten, 
das  andere  ist  mit  der  van  der  Wa  als 'sehen  Formel  identisch.     Für 

c' 

dieses  Glied  aber  steht  in  der  Clausius' sehen  Gleichuni?   7 — ; — 5-r, 

woselbst  c'  eine  Function  von   der  Temperatur  d"  ist.     Schreiben  wir 
das  zweite  und  dritte  Glied  in  I)  in  der  Form 


r 
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^F^-^F^v 


1 
8 


t;2 
woselbst  F^  und  F^  ebenfalls  nur  Functionen  von  %',  lineare,  wie  wir 


3 


angenommen  haben,  sind,  so  ist  F^  V        im  AUgemeinen  gegen  JP\,  wie 
schon  bemerkt,  klein,  somit  haben  wir  auch 


i_ 

8 


Fl  +  F^v    "  Fl 


t;2 


Wir  setzen  nun 


^'  +  K-Ä'0' 


F, 


2Fi 

und  beachten,  dass  ß  eine  kleine  Grösse  ist,  alsdann  können  wir  für 
diese  an  sich  variabele  Grösse  einen  Mittelwerth  eingeführt  denken. 
Indem  dann  noch  im  Nenner  ß^  als  Grösse  zweiter  Ordnung  hinzu- 
gefügt wird  und  für  Fi  v  geschrieben  wird  c\   erhält  man  das  für  die 

c' 

Clausius'sche  Gleichung  charakteristische  Glied ; — öt;:'    Doch  ist 

»  {V  +  ßy 

freilich  diese  Näherungsrechnung  sehr  anfechtbar,  wenn  v  selbst  nur 

eine  kleine  Grösse  geworden  ist.    In  der  Gl ausius' sehen  Gleichung  ist 

ß  stets  positiv  und  kleiner  als  v.      Wir  möchten   hieraus  schliessen, 

F 

dass  auch  —  :=-  positiv  sein  muss,  was  sich  als  richtig  erweisen  wird. 


47.     Die  innere  Energie  wirklicher  Gase. 

Die  merkwürdigste  und  einfachste  der  hier  abgeleiteten  Gleichungen 
ist  die  für  die  potentielle  Energie  der  Gase.  Für  die  ganze  innere 
Energie,  potentielle  und  kinetische,  hatten  wir  gefunden  (S.  73) 

1)  U=^Il*»-pv-^Ä  +  uf\ 

woselbst  Ä  das  Stossvirial  ist  ^).  Ziehen  wir  nur  die  Stösse  der  Molekeln 
in  Rechnung  und  sehen  dabei  von  etwaigen  Deformationen  dieser 
Molekeln  ab,  so  ist 


^)  Ich  habe  nun  das  in  meiner,  S.  44,  citirten  Arbeit  nicht  mitgeführte 

Glied  ÜY    hier  überall  hinzugefügt;  es  darf  nicht  fehlen,  wenn   auch  dann 

potentielle   Energie   vorhanden    sein    soll,    wenn    keine   Molekularbewegung 
besteht. 
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3h 


4fe 


also 


Ä  =  —  Dj  -  (— ) 


7fc— 5 

(0) 


2)  U=-B*^^pv  +  ^Dj(j^  +ü^! 

Herr  Tb  lesen  hat  die  Gleichung  1),  wenn  daselbst  das  Stossvirial 
Ä  fortgelassen  wird,  benutzt,  um  darzuthun,  dass  auch  die  hier  an- 
gegebene Theorie  der  Zustandsgleicbung  den  Erfahrungen  nicht  ent- 
sprechen kann  ^).  Da  die  Sache  wichtig  genug  ist,  muss  ich  mit 
einigen  Worten  darauf  eingehen.  Der  tiefdurchdachte  Einwand,  den 
er  erhebt,  trifft  eigentlich  die  Anwendbarkeit  des  Yirialprincips  znr 
Ableitung  von  Zustandsgieichungen  überhaupt,  er  richtet  sich  ebenso 
gegen  alle  anderen  Zustandsgieichungen,  die  —  wie  beispielsweise  auch 
die  van  der  Waals'sche  —  ihre  Grundlage  im  Virialprincip  haben. 
Doch  bemerkt  freilich  Herr  Thiesen  schon  selbi^t,  dass  seine  Einwände 
sich  auf  die  Darstellung  der  Energie  ohne  Berücksichtigung  des  Stoss- 
yirials  beziehen.     Die  Sache  ist  nun  folgende: 

Thiesen  geht  von  den  Gleichungen  aus: 

F 


CT  =  —  -0-2 


l  ^=-(ID*' 


die  bis  auf  das  hier  anders  gewählte  Zeichen  mit  den  Gleichungen  95) 
und  96)  in  Abschnitt  19  übereinstimmen  und  woselbst  F  das  thermo- 
dynamische  Potential  bedeutet. 

Hiernach  giebt  die  Gleichung  1)  unter  Fortlassung  von  F 

F 

oder 

F  F 

^»         5  ^» 

woraus  Thiesen  ableitet 


F  /d'\         5 


woselbst  /2  eine  beliebige  Function  ist ,  also  wenn  /2'  für  — ^  gesetzt 

V 

wird 


^)  Wied.  Ann.,  Bd.  63,  S.  334. 
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^=-(lf),=-?^.'(l)  +  l?^- 

Die  letztere  Gleicliung  würde  bedeuten,  dass  jp  nicht  eine  Function 
von  d"  und  v^  sondern  nur  von  —  ist.  Es  folgt  dann  wegen  F  =  U 
—  Jd'  S  weiter 

«=|b.+|/.'(?)-|ü.+/,(|) +  !«•%. 

Da  nun  c^  =  d"  (- — j    ist,  so  ergiebt  sich  zuletzt 

""--        v^^'  \v)  +•  3  ^    v' 
also  auch  die  specifische  Wärme  für  constantes  Volumen  sollte  dann 
nur  eine  Function  von  —  sein,  und  weil  p  auch  nur  von  diesem  Ver- 

V 

hältnisse  abhängt,  so  könnte  c«  nur  eine  Function  von  p^  vom  Druck 
sein.  Darin  sieht  Herr  Thiesen  einen  Widerspruch  gegen  die  Er- 
fahrung, da  ja  eine  Flüssigkeit  und  ihr  Dampf  bei  gleichem  Druck 
jedenfalls  verschiedene  specifische  Wärmen  haben.  Ich  könnte  mich 
darauf  berufen,  dass  eine  Flüssigkeit  und  ihr  Dampf  überhaupt  ver- 
schiedene Zustandsgieichungen  haben  können.  Denn  wenn  auch  die 
Form  der  gegebenen  Zustandsgieichung  für  beide  Aggregatzustände 
die  nämliche  sein  sollte,  so  können  und  werden  doch  die  darin  ent- 
haltenen Grössen  K,  JS,  h,  hy  @,  2  u.  s.  f.  nicht  gleich  zu  sein  brauchen, 
worauf  ich  schon  hingewiesen  habe.  Ich  könnte  mich  weiter  darauf 
berufen,  dass,  wenn  bei  Fortlassung  des  Stossvirials  ein  solches  der 
Erfahrung  widersprechendes  Ergebniss  folgt,  dieses  ein  Hinweis  sei, 
dass  eben  dieses  Yirial  nicht  entbehrt  werden  kann. 

Indessen  ist  die  Beweisführung  von  Herrn  Thiesen,  so  elegant 
ihre  Anlage  ist  und  zu  so  interessanten  Gleichungen  sie  führt,  nicht  zu 
billigen.  Herr  Thiesen  setzt  von  vornherein  voraus,  dass  das  thermo 
dynamische  Potential  J^  eine  Function  sei  nur  von  v  und  ^,  Allein 
da  weder  U  noch  jp  allein  von  v  und  %"  abhängen ,  sondern  noch  von 
verschiedenen  anderen  Grössen,  namentlich  von  den  Flächengliedem, 
so  muss  auch  J^  noch  durch  diese  anderen  Grössen  bestimmt  sein  und 
das  von  Herrn  Thiesen  für  F  gefundene  Integral  ist  gar  nicht  das 
allgemeine  Integral,  sondern  ein  specielles,  welches  sich  vielleicht 
als  ungenügend  erwiesen  hat,  indem  es  für  c^  zu  dem  der  Erfahrung 
angeblich  widersprechenden  Ergebniss  geführt  hat.  Man  muss  zum 
Thiesen'schen  Ausdruck  für 2^  noch  eine  Function  hinzufügen,  welche 
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die  Grössen  enthält,  von  denen  TI  und  j9  ausser  -O*  und  v  noch  ab- 
hängen. Denn  kann  man  auch  in  Näherungsrechnungen,  wie  dieses  im 
yoraufgehendeh  Abschnitte  geschehen  ist,  für  diese  Grössen  Ausdi'ücke 
durch  %'  und  V  suchen  und  aufstellen,  so  handelt  es  sich  doch  um 
Näherungsrechnungen,  auf  welche  auch  höchstens  ein  Näherungs- 
beweis gebaut  werden  kann,  kein  wirklicher.  Ein  anderer,  vielleicht 
noch  wichtigerer  Umstand  betrifft  die  Grösse  i2*.  Diese  setzt  Herr 
Thiesen  constant.  Das  würde  bedeuten,  dass  die  Atomenergie  zur 
Molekularenergie  immer  in  dem  nämlichen  Verhältnisse  steht.  Das 
ist  sicher  nicht  richtig.  Jß*  muss  zweifellos  eine  Function  mindestens 
der  Temperatur  sein,  wie  ja  schon  daraus  hervorgeht,  dass  i2*  bei 
idealen  Gasen  proportional  Cp  ist  und  diese  Grösse,  wenn  auch  von 
nichts  sonst,  so  doch  von  der  Temperatur  abhängt.  Ausserdem 
kann  jß*  gar  nicht  für  verschiedene  Substanzen  gleichen  Werth  haben; 
es  wäre  sehr  wunderbar,  wenn  in  einer  Flüssigkeit  dasselbe  Energie- 
verhältniss  für  Atome  und  Molekeln  herrschte,  wie  in  einem  Dampf, 
die  Yerdampfungs wärme  müsste  dann  eine  Gonstante  sein.  Hiernach 
kann  der  Thiesen^ sehe  Einwand  gegen  die  dargelegte  Theorie  als 
erledigt  angesehen  werden.  Yon  den  von  ihm  angegebenen  Formeln 
wird  man  aber  in  Näherungsrechnungen  gern  Gebrauch  machen. 

Wir  müssen  nun  zunächst  die  hier  gegebenen  Formeln  für  die 
Zustandsgieichung  der  Gase  der  Erfahrung  anpassen.  Dabei  stellt  sich 
von  vornherein  eine  eminente  Schwierigkeit  in  den  Weg,  die  bisher 
auch  noch  nicht  hinreichend  hat  überwunden  werden  können.  Näm- 
lich %"  bedeutet  die  absolute  Temperatur  thermokinetisch  definirt.  Alle 
Angaben ,  die  sich  auf  Temperaturen  beziehen ,  sind  aber  lediglich  in 
der  Conventionellen  Scala  ausgedrückt.  Besässe  nun  irgend  ein  Gas 
die  Eigenschaften,  die  einem  idealen  Gase  zukommen,  so  könnten  wir 
dieses  Gas  als  therm ometrische  Substanz  benutzen,  und  ein  Thermo- 
meter aus  demselben  angefertigt  (S.  9  ff.),  gäbe  die  absolute  Tempe- 
ratur bis  auf  eine  Gonstante  (273®  bei  Theilung  des  Thermometers 
nach  Celsius).  Das  ist  nun  nicht  der  Fall;  wir  wissen  also  eigentlich 
gar  nicht,  in  welcher  Beziehung  die  Angaben  über  Temperaturen,  ge- 
messen mit  einem  Gasthermometer,  zu  der  absoluten  Temperatur  stehen. 
Wenn  jedoch  als  thermometrische  Substanz  Luft  oder  Stickstoff  oder 
Wasserstoff  gewählt  wird,  und  zwar  in  dem  Zustande,  in  welchem  sie 
sich  unter  gewöhnlichem  Atmosphärendruck  befinden,  darf  man  Tempe- 
raturmessungen mit  ihnen  fast  ganz  wie  solche  mit  idealen  Gasen  an- 
sehen. Die  Differenzen  sind  sehr  gering  i).  Hiernach  wollen  wir  die 
Temperaturangaben  wie  solche  in  der  absoluten  Scala  annehmen,  indem 
wir  sie  lediglich/  sofern  sie  in  Graden  der  Celsiusscala  ausgedrückt  und  auf 
ein  Gas  als  thermometrische  Substanz  bezogen  sind,  um  273  vermehren. 

^)  W.  Thomson,  Phil.  Trans.  1854,  S.  355 ff.;  Jochmann,  Schlömilch's 
Zeitschr.  f.  Mathem.  I,  24  bis  39,  96  bis  131;  Weinstein,  Dissertation  1881, 
bei  J.  Springer,  Berlin. 
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48.    Die  Zustandsgleichungeii  von  van  der  Waala  unä 
Clauaius  im  Verhältmas  zur  Erfieihrung  in  Bezug  auf  Gaae. 

Die  folgende  Untersuchung  werde  ich  mit  möglichst  grosser  Ge- 
nauigkeit fuhren,  denn  eine  wirkliche  zahlenmässige  Durcharbeitung 
der  in  der  Üeberschrift  genannten  Gleichungen  fehlt  noch,  und  doch 
sind  sie  beide  von  der  grössten  Wichtigkeit.  Naturgemäss  kann  die 
Prüfung  nur  eine  negative  sein,  es  kann  sich  nur  darum  handeln,  zu 
untersuchen,  ob  und  wann  sie  der  Erfahrung  nicht  entsprechen,  also 
die  Grenzen  ihrer  Gültigkeit  festzustellen.  Das  ist  eine  etwas  unan- 
genehme Arbeit,  aber  einer  muss  sie  doch  ausführen,  schon  damit  nicht 
in  Lehrbüchern  Besultate  immer  und  immer  wieder  als  absolut  zu- 
verlässig gegeben  werden,  die  es  nicht  sind,  und  damit  andererseits 
übertriebenes  Misstrauen  auf  das  richtige  Maass  zurückgeführt  wird. 
Ausserdem  handelt  es  sich  ja  um  Gleichungen,  welche  beide  ihre  Stütze 
in  dem  hier  zur  Grundlage  gewählten  Virialprincip  haben,  also  zu  den 
Zustandsgieichungen  gehören,  die  hier  zu  untersuchen  sind. 

Wir  betrachten  zunächst  die  Gleichung  von  van  der  Waals.  In 
der  ihr  vom  Entdecker  gegebenen  Form  lautet  dieselbe 


B 


^  =  {^'r^){v^h). 


Sie  ist  von  van  der  Waals  ebenfalls  aus  dem  Clausius'schen 
Virialprincip  abgeleitet,  zunächst  in  der  Gestalt 


ii^  =  (i'  +  p)f. 


Dann  wurde  für  V  eine  Correction  wegen  der  Ausdehnung  und 
der  Bewegung  der  Molekeln  gesucht  und  diese  darin  gefunden,  dass  v 
durch  V  —  b  zu  ersetzen  sei,  woselbst  &  die  früher  angegebene  Be- 
deutung haben  sollte. 

Am  leichtesten  ist  die  Prüfung  durch  Ermittelung  des  Spannungs- 
coefficienten.     Dieser  ist  zunächst 

also  ergiebt  die  van  der  Waals'sche  Gleichung  indem  man  mit  ßi 
den  entsprechenden  Coefficienten  des  idealen  Gases  bezeichnet 


"="'('+ .Tt^) 


Der  des  wirklichen  Gases  ist  hiernach  diesem  letzteren  Coefficienten 
ßi  gleich  multiplicirt  mit 

^  Po  *0» 
Weinstein,  Thermodynamik.  25 
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Van  der  Waals  bereits  hat  seine  Formel  durch  die  Erfahrung 
geprüft.  Wir  können  das  gegenwärtig  mit  reicherem  Material  thun. 
Zunächst  ist  noch 


ß  =  ßi( 


1  + 


5^)'    ""-{ßi      V 


Po^^oV  \Pi  /     Po 

Bezieht  man  po  auf  Atmosphärendruck .  und  Vq  auf  das  Volumen 
bei  Atmosphärendruck  und  der  Temperatur  0^,  so  ergeben  sich  nach 
Begnault^)  für  Luft  folgende  zusammengehörige  Werthe: 


^0 

Po% 

ß 

2,923 
1,000 
0,422 
0,208 

1,0000 
1,0000 
0,9987 
0,9968 

0,003  654 
0,003  665 
0,003  681 
0,003  709 

Es  fragt  sich  vor  allem,  welchen  Werth  wir  für  ßi  anzusetzen 
haben.  Die  Schwierigkeit  liegt  darin,  dass  wir  kein  Gas  kennen,  dem 
die  Eigenschaften  eines  idealen  Gases  mit  Sicherheit  zugeschrieben 
werden  könnten.  Gewöhnlich  bezeichnet  man  Wasserstoff  als  dasjenige 
Gas,  das  unter  gewöhnlichen  Verhältnissen  idealen  Gasen  am  nächsten 
kommen  soll.  Für  dieses  ist  unter  Atmosphärendruck  nach  den 
Messungen  von  Jolly,  Magnus  und  Begnault  ß  =  0,003  661,  nach 
denen  von  Melander  0,003650.  Das  sind  aber  Zahlen,  die  wir  mit 
Bezug  auf  ideale  Gase  nicht  deuten  können ,  denn  Wasserstoff  weicht 
gleichfalls  vom  Mariotte' sehen  Gesetze  ab.  Die  Formel  von  van 
der  Waals  würde  jedenfalls  einen  kleineren  Werth  für  ßi  verlangen 
als  0,00366,  denn  sonst  würde  «für  t;  =  2,923  nach  Begnault's  Ver- 
suchen negativ  werden,  da  es  doch  positiv  sein  muss.  Es  ist  darum 
am  zweckmässigsten ,  ßi  als  unbekannt  anzusehen,  wie  es  denn  auch 
thatsächlich  ist,  und  es  mit  a  zusammen  zu  bestimmen.  Wir  finden 
dann  für  Luft  durch  Ausgleichung  nach  der  Methode  der  kleinsten 
Quadrate 

ßi  =  0,003  650,         a  =  0,003491. 

Berechnet  man  mit  diesen  Zahlen  nunmehr  die  Werthe  der  ß,  so 
ergiebt  die  Vergleichung  mit  den  Beobachtungen  als  Abweichungen  in 
Einheiten  der  sechsten  Decimale 

0,     -  2,     —  1,     4-  5. 

Die  Uebereinstimmung  ist  hiernach  eine  ausgezeichnete ,  denn 
immerhin  sind  zwei  überschüssige  Bedingungen  vorhanden.    Dass  van 

^)  Relations  des  exp^riences,  Tome  11^  p.  71  u.  237,  siehe  auch  meiue 
Dissertation  „Ueber  die  Reduction  der  Ad  gaben  von  Gasthermometern  auf 
absolute  Temperaturen",  S.  15  u.  16. 
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der  Waals  selbst  zu  keiner  so  guten  Uebereinstimmung  gelangt  ist, 
liegt  daran,  dass  er  für  ßi  von  vornherein  einen  Werth  annahm 
(0,00366).  Uebrigens  stimmt  der  ermittelte  Werth  für  ßi  mit  dem  von 
Melander  für  Wasserstoff  bei  Atmosphären  druck  angegebenen. 

Ich  will  dieselbe  Rechnung  auch  für  die  Versuche  von  Begnault 
an  Kohlensäure  ausführen.    Die  experimentellen  Daten  sind  folgende^): 


Po 

Po^o 

ß 

1,00 
1,19 
2,29 
4,72 

1,0000 
0,9987 
0,9899 
0,9735 

0,003  688 
0,003  694 
0,003  752 
0,003  860 

Die  Zahlen  für  jpo  ^o  beziehen  sich  auf  den  Werth  dieser  Grösse 
beim  Druck  einer  Atmosphäre  und  dem  zugehörigen  Volumen.  Die 
Temperatur,  wofür  diese  Zahlen  gelten,  ist  nicht  0^  sondern  9  bis  10^, 
doch  thut  dieses  bei  den  nicht  zu  hohen  Drucken,  die  in  Frage  kommen, 
nichts  zur  Sache. 

Man  findet,  wenn  wieder  ßi  mit  berechnet  wird: 

ßi  =  0,0036442,         a  =  0,012  404. 

Die  Differenzen  gegen  die  Beobachtungen  betragen  in  Einheiten 
der  sechsten  Decimalstelle 

0,     +2,     -  5,     +  3. 

Die  Darstellung  ist  also  eine  gute.  Der  Werth  von  ßi  ist  noch 
kleiner  als  der  für  Luft  ermittelte,  doch  ist  der  Unterschied  nicht  er- 
heblich. 

van  der  Waals  giebt  für  a  unter  Zugrundelegung  des  Werthes 
0,00366  für  ßi  den  Werth  0,00874.  Berechnet  man  mit  diesen  beiden 
Zahlen  die  Spannungscoefficienten ,  so  ergeben  sich  als  Differenzen  in 
den  gleichen  Einheiten 

+  4,     +4,     —  18,     —  41. 

Die  angenommenen  Zahlenwerthe  genügen  also  nicht,  wiewohl  sie 
aus  den  oben  mitgeth eilten  Beobachtungen  von  Eegnault  abgeleitet 
sein  sollen.  Späterer  Untersuchungen  wegen  muss  ich  auf  diese  Miss- 
stimmung hinweisen,  die  übrigens  van  der  Waals  selbst  nicht  ent- 
gangen ist. 

Für  Kohlensäure  liegen  noch  entsprechend  genaue  Versuche  von 
Andrews  vor 2).     Die  zusammengehörigen  Werthe  sind  folgende: 


^)  Relation  des  exp^riences  Tome  I,  p.    389  u.  Tome  11,  pag.  112,    123 
und  236,  sowie  meine  genannte  Dissertation,  S.  21  fif. 
*)  PhU.  Trans.,  Vol.  166,  II,  p.  436. 

25* 
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ß  zwischen 

Po 

«^0 

JPo^o 

0  U.  6,3® 

0  u.  64« 

0  u.  100*» 

16,42  . 

0,05434 

0,89226 

0,004  754 

0,004  700 

21,48 

0,03957 

0,84996 

0,00537 

0,005  237 

0,005  138 

25,87 

0,03132 

0,81025 

0,00588 

0,005  728 

0,005  610 

30,37 

0,02517 

0,76440 

0,006  357 

0,006  177 

33,57 

0,02167 

0,72658 

0,00734 

0,006  973 

0,006  741 

Die  Drucke  sind  wieder  in  Atmosphären,  die  Volumina  in  Ein- 
heiten des  Volumens  bei  Atmosphären  druck  und  der  Temperatur  0® 
gegeben.  Nur  die  letzte  Reihe  der  ß  kommt  für  eine  Vergleichung 
mit  der  aus  Begnault's  Beobachtungen  ermittelten  Formel  fär  ß  in  Be- 
tracht. Berechnet  man  also  mit  diesen  aus  Eegnault's  Beobachtungen 
ermittelten  Werthen  für  ßi  und  a  die  ß  zwischen  0  und  100^  so  zeigt 
sich,  dass  sämmtliche  Zahlen  zu  klein  und  zu  wenig  veränderlich 
sind.  Man  findet  nämlich  als  DifiPerenzen  in  Einheiten  der  sechsten 
Decimale 

151,     189,     237,     252,     308. 

Mit  van  der  Wa  als' sehen  Zahlen  werthen  für  a  und  ßi  würde 
man  gar  als  Differenzen  in  gleichem  Sinne  erhalten 

380,     527,     689,     857,     1049, 

also  mehr  als  dreimal  so  grosse  Fehler. 

Berechnet  man  nun  umgekehrt  ßi  und  a  aus  den  Versuchen  von 
Andrews  allein,  so  findet  sich 

ßi  =  0,003  728,     a  =  0,01271 

und  die  Abweichungen  betragen  in  Einheiten  der  sechsten  Decimal- 
stelle 

+  5,     —  1,     —  15,     +  13,     —  3. 

Hiernach  ist  die  Darstellung  an  sich  eine  ganz  gute,  auch  stimmt 
der  Werth  für  a  mit  dem  aus  Eegnault's  Zahlen  abgeleiteten  nicht 
schlecht  überein,  wiewohl  selbst  geringe  Abweichungen  angesichts  der 

grossen  Beträge,  welche  —  erreicht,  von  grosser  Bedeutung  sind,  worauf 

Vq 

bei  Vergleichungen  der  van  der  Wa als' sehen  Theorie  mit  der  Er- 
fahrung sonst  so  wenig  geachtet  wird.  Berechnet  man  mit  diesen 
Zahlen  die  Versuche  von  Eegnault,  so  finden  sich  alle  Zahlen  zu 
gross,  und  zwar  um  die  sehr  erheblichen  Beträge 

87,     91,     87,     104. 

Aber  überhaupt  ist  der  Werth  für  ßi  unmöglich.  Wenn  man  andererseits 
diesen  Werth  so  annehmen  wollte,  wie  er  aus  den  Versuchen  Regnault's 
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ermittelt  worden  ist,  also  zu  0,003  644,  so  fände  sich 

a  =  0,013496 

und  die  übrig  bleibenden  Abweichungen  wären 

—  42,     —  32,     —  28,     +  23,     +  27. 

Sie  sind  also  systematisch  und  die  Formel  wird  unbrauchbar. 
Endlich  kann  man  noch  ßi  und  a  aus  Regnault's  und  Andrews' 
Beobachtungen  zusammen  ermitteln.     Man  erhält  dann 

ßi  =  0,003  646,     a  =  0,01349. 

Aus  diesen  Zahlen  im  Vergleich  mit  den  früheren  ersieht  man 
schon,  dass  die  Formel  Beguault's  und  Andrews'  Beobachtungen 
gleichzeitig  darzustellen  nicht  geeignet  ist,  sie  giebt  grössere  Coeffi- 
cienten,  als  Regnault  gefanden  hat,  und  zuerst  kleinere,  dann  grössere, 
als  Andrews  ermitteln  konnte.  Von  beiden  Beobachtungsreihen  weicht 
sie  systematisch  ab.  Begnault's  Zahlen  scheinen  allerdings  etwas  zu 
klein  zu  sein,  denn  beispielsweise  findet  Magnus  für  j9o  =  1  das 
ß  =  0,003  694  (wie  Regnault  f ür  i)o  =  1,19)  und  Jolly  0,003  706. 
Melander  sogar  0,003  726.  Andererseits  aber  können  Andrews' 
Zahlen  keine  grosse  Genauigkeit  beanspruchen,  weil  für  jeden  Druck 
nur  eine  Bestimmung  vorliegt. 

Aus  den  Beobachtungen  von  Andrews  zwischen  0  und  64^ 
findet  man 

ßi  =  0,003  698,     a  =  0,013  909 

und  als  übrig  bleibende  Abweichungen  zwischen  Rechnung  und  Be- 
obachtung in  Einheiten  der  sechsten  Decimalstelle 

+  5,     —  10,     —  3,     +  14,     —  8. 

Wiederum  ist  die  Darstellung  durch  die  Formel  eine  ziemlich 
gute.    Endlich  hätten  wir  für  die  Beobachtungen  zwischen  0  und  6,3^ 

ßi  =  0,003  581,     a  =  0,016  515 

und  die  übrig  bleibenden  Abweichungen 

—  3,     +3,     0. 
Hiernach  ist 


ßi 

a 

Im  Temperaturintervall  0  bis       6,5® 

0     „      64«       

0     „    100<>      

0,003  581 
0,003  698 
0,003  728 

0,016  515 
0,013  909 
0,012  710 

Die  Zusammenstellung  ist  sehr  lehrreich,  ßi  nimmt  ab,  je  niedriger 
die  mittlere  Temperatur  ist.     Die  Grösse  sinkt    sogar  unter  die  für 
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Luft  gefundene.  Dagegen  wächst  a  mit  fallender  Temperatur.  Aus 
diesen  Versuchen  würde  man  schliessen  wollen,  dass  der  Spannungs- 
coefficient  um  so  variabeler  ist,  fdr  je  niedrigere  Temperaturen  er  er- 
mittelt wird.  Für  das  Temperaturintervall  von  64  bis  100^  liegen 
Beobachtungen  von  Andrews  in  noch  höheren  Drucken  vor.  Ihre 
Zusammenstellung  ergiebt 


i>o 

«^0 

ß        , 

21,42 

0,04968 

0,003  526 

28,65 

0,03624 

0,003  718 

35,29 

0,02869 

0,003,956 

42,74 

0,02303 

0,004  166 

48,40 

0,01986 

•  0,004  367 

67,65 

0,01288 

0,005  392 

94,27 

0,00778 

0,007  029 

und  es  findet  sich 

ßi  =  0,003 131,     a  =  0,007  193, 
wobei  die  übrig  bleibenden  Abweichungen  betragen 

+  31,     +  12,     —  50,     —  41,     +  249,     —  254,     +  49. 

Die  Wiedergabe  der  Zahlen  lässt  sehr  viel  zu  wünschen  übrig. 
Allein  das  wird  nicht  bloss  Schuld  der  Formel,  sondern,  wie  der  stetige 
Wechsel  der  Zeichen  darthut,  auch  in  Fehlern  der  Beobachtungen  be- 
gründet sein.  Was  aber  besonders  auffällt,  ist  die  ausserordentliche 
Abweichung  der  Werthe  für  ßi  und  a  von  der  früher  gefundenen. 
Wollte  man  hier  ßi  von  vornherein  gleich  0,00365  oder  gar,  wie  es 
sonst  geschieht,  0,00366  ansetzen,  so  würde  die  erste  Beobachtung  bei 
21,42  Atmosphärendruck  einen  negativen  Werth  für  a  verlangen  oder 
ganz  herausfallen.  Nur  ein  Resultat  ergiebt  sich  aus  Andrews'  Be- 
obachtungen mit  Sicherheit:  Für  je  höhere  Temperaturen  der  Spann ungs- 
coefficient  zu  berechnen  ist,  um  so  kleiner  muss  a  genommen  werden. 
Betrachtet  man  die  a  als  für  die  Mitte  der  betreffenden  Intervalle 
geltend,  so  hätte  man  nach  Andrews'  Beobachtungen 

für      3<>  320  500  ^2^ 

a  =  0,016  515     0,013  909     0,012  710     0,007193. 

Durch  eine  einfache  Formel  lassen  sich  diese  Zahlen  nicht  darstellen. 
Es  hat  auch  keinen  Werth,  darauf  einzugehen. 

Ausgedehnte  Beobachtungen  haben  wir  noch  von  A  m  a  g  a  t  ^). 
Diese  jedoch  weichen  von  denen  von  Andrews   bedeutend   ab.      So 


^)   Zusammengefasst  in   den  Annales   de   chimie    et  de    physique    1893, 
Tome  29,  S.  68flF. 
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findet  man  für  die  Drucke  43,  68,  93  Atmosphären  aus  Amagat's 
Beobachtungen  für  den  Spannungscoefficienten  im  Intervall  60  bis  100^, 
welches  von  dem  64  bis  100^  ja  nur  wenig  verschieden  ist,  die  Spannungs- 
coöfficienten  0,00450,  0,00582,  0,00835,  während  Andrews'  Zahlen 
ergeben  würden  0,00417,  0,00539,  0,00702,  also  systematisch  andere 
und  weniger  stark  veränderliche^). 

Jedenfalls  kann  irgend  ein  Zweifel  an  der  Unmöglichkeit,  die  van 
der  Waals 'sehe  Formel  mit  constantem  Factor  a  anzuwenden,  auch 
nach  Amagat's  Versuchen  nicht  bestehen.  Denn  beispielsweise  fallt 
nach  Amagat.der  Spannungscoefficient  von  der  Temperatur  0®  bis  zu 
der  225<^  im  Druckbereich  31  bis  68  Atmosphären  von  0,00645  auf 
0,00257,  also  bis  tief  unterhalb  der  Zahl,  die  wir  für  ideale  Gase  an- 
nehmen könnten. 

Ich  will  deshalb  auch  noch  die  Grösse  2),  die  in  der  van  der 

» 

Waals 'sehen  Gleichung  vertreten  ist,  ermitteln.  Da  wir  v  und  jp  bei 
0^  und  Atmosphärendruck  gleich  h  angesetzt  haben,  ist 

^      v^Bd'o  =  (i)o<  +  ä)  {Vo  —  h), 


Bd'o  =  (l  +  a)  (1  —5), 


somit  ergiebt  sich 


Vq  —PoV^  +  aivp  —  1)  _        ^o(l  —  PoVo  +  a)  —  a 
^  ^  (1  +  g)  (1  -  b) 

Für  a  setze  ich  den  aus  den  Zahlen  von  Andrews  zwischen  0  und 
64°  ermittelten  Werth  0,01391.  Die  Werthe  der  po  Vq  entnehme  ich 
der  Tabelle  auf  Seite  388.     Demnach  erhält  man  für 


Po  —  16,42, 

h  —  0,00668 

21,48, 

'    -            636 

25,87, 

613 

30,37, 

589 

33,53, 

570. 

Genau  denselben  Gang  der  Zahlen  erhält  man  aus  Regnault's 
Versuchen.  Nach  diesen  Versuchen  über  die  Compressibilität  der 
Kohlensäure  hat  man  im  Mittel  der  ersten  und  dritten  Versuchsreihe^) 


*)  In  WüUner's  Lehrbuch  der  Physik  1896,  Bd.  2  sind  diese  und  noch 
andere  Zahlen  aus  den  Versuchen  von  Amagat  durch  irgend  ein  Versehen 
leider  falsch  berechnet;  wenigstens  sind  es  keine  Spannungscoefficienten,  wie 
behauptet  wird. 

*)  Andere  Forscher  haben  aus  anderen  Beobachtungen  andere  Con- 
stanten  abgeleitet.    Der  Leser  wird  sich  darüber  nicht  mehr  wundern. 
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% 

l>ot?o 

0,38373 
0,19187 
0,09593 
0,04797 

0,9895 
0,9730 
0,9385 
0,8677 

Zahlen,  die  sich  übrigens  sehr  gut  an  die  Andre ws'schen  (S.  388)  an- 
schliessen.     Daraus  folgt  mit  a  =  0,012404  für 

:g  =  2,58,  h  =  0,00596 

5,07,  83 

9,78,  52 

18,04,  08. 

Die  Zahlen  für  h  sind  kleiner,  wie  auch  a  kleiner  ist,  aber  der 
Gang  ist  der  nämliche  wie  bei  Andrews'  Versuchen. 

Die  Ueberein Stimmung  der  Zahlen  für  b  ist  jedesmal  an  sich  keine 
schlechte,  sie  nehmen  aber  systematisch  mit  wachsendem  Druck  ab. 
Daraus  ergiebt  sich,  dass  h  auch  bei  gleicher  Temperatur  nicht  con- 
stant  ist,  sondern  mit  wachsendem  Druck  sich  stetig  verringert. 

Das  Mittel  der  h  ist  0,00616  bezw.  0,00560,  für  B  haben  wir 
beide  Male  B  =  0,003  691,  so  dass  nach  Andrews'  Versuchen  die 
van  der  Wa als' sehe  Zustandsgieichung  für  Kohlensäure  lauten  würde 

0,003  691  d'  =  (p  +  Mi^^  (^  _  0,00616) 
und  nach  Regnault 

0,003  691-9-  =  (p  +  Mi?i\  (^  _  0,00560). 

Gehen  wir  jetzt  zur  gleichen  Prüfung  der  Clausius'schen 
Gleichung  über. 

Die  ursprünglich  von  Glausius  aufgestellte  Zustandsgieichung 
hatte  die  Form 


_    Bd'     /    ___     c(v  —  h)\ 
^  ~  v  —  h  \  ^Hv  +  ß)0 


Aenderungen  hat  sie  bisher  nur  hinsichtlich  der  Abhängigkeit  von 
der  Temperatur  erfahren.  Die  Abhängigkeit  vom  Volumen  ist  immer 
als  ausreichend  erachtet  worden.  Letztere  ist  deshalb  besonders  zu 
prüfen. 

Für  Kohlensäure  ist  nach  den  Angaben  von  Glausius  selbst 

B  =  0,003  688,  h  =  0,000843,  ß  =  0,000  977,  c  =  567,65. 

Die  Einheiten  sind  die  bisher  benutzten,  also  Atmosphärendruck 
und  Volumen  bei  Atmosphärendruck  und  Temperatur  273.     Ich  prüfe 
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diese  Formel  zunächst  wieder  an  den  Beobachtungen  von  Regnault 
und  Andrews  über  den  Spannungscoefficienten.  Setzt  man  diesen 
Spannungscoefficienten  zwischen  den  Temperaturen  d'i  und  O'q  gleich 
ß^i.^Q^  SO  ist  also 

c       V  —  h      1 
^      l>i  -  l>o       ^       ^  ^  (^  +  jg)^  ^ 


P-^i,  -^0 


•»•n   — 


c      V  —  b 


Es  sei  abgekürzt 


.  c     V  —  h 


9» 


dann  ist 


^^1^0     = 


1   + 


^1 


Berechnet  man  nunmehr  mit  der  Ausgangstemperatur  -9*0  =  273 
die  Grösse  X  zufolge  der  obigen,  von  Glausius  ermittelten  Zahlen- 
werthe,  und  dann  den  Spannungscoefficienten  zwischen  0  und  100<*, 
so  erhält  man  folgende  Abweichungen  gegen  die  Beobachtungen 

H-  24,  +  27,  +  24,  +  43,  —  61,  —  88,  —  131,  —  156,  —  238. 

Die  Berechnung  liefert  zu  grosse  Zahlen  im  Verhältniss  zu  Reg- 
naul t '  s  und  viel  zu  kleine  im  Verhältniss  zu  A n  dr  e  w  s'  Beobachtungen. 
Da  die  letzteren  DifiPerenzen  sehr  viel  grösser  sind  als  die  ersteren  und 
systematisch  wachsen,  muss  man  sie  vor  allem  fortschaffen,  dazu  ge- 
nügt schon  eine  Aenderung  der  Zahl  0,  ich  setze  diese  gleich  c  =  597,77 
und  erhalte  nunmehr  folgende  Zusammenstellung: 


V 

A 

^^1,  ^ 

10« 

0 

Ab- 
weichungen 

beobachtet 

berechnet 

•• 

Beobach- 
tungen von 
Begnault 

1,00000 

0,83924 

^  0,43227 

0,20625 

2,18 

2.60 

5,03 

10,47 

3688 
3694 
3752 
3860 

3714 
3724 
3782 
3916 

+  26 
+  30 
4-  30 
-f-  56 

■ 

0,05434 

38,28 

4700 

4698 

—  2 

Beobach- 

0,03957 

51,58 

5138 

5141 

+  3 

tungen  von 

•  0,03132 

63,97 

5610 

5604 

—  6 

Andrews 

0,02517 

77,91 

6177 

6197 

+  20 

• 

0,02167 

88,91 

6741 

6727 

—  14 

Andrews'  Beobachtungen  sind  nunmehr  ausgezeichnet  wieder- 
gegeben, da  die  Differenzen  klein  sind  und  im  Zeichen  wechseln.     Die 


394  Achtes  Capitel. 

Abweichungen  gegen  Regnault's  Beobachtungen  aber  sind  noch 
grösser  geworden.  Versucht  man  nun  die  Constanten  aus  den  Spannungs- 
coefficienten  selbst  zu  bestimmen,  so  kommt  man  zu  einem  sonder- 
baren Resultate.     Zuerst  wurden  die  Werthe  der  A  aus  der  Gleichung 

C 

berechnet  und  dann  die  Constanten  ^-,  h  und  ß  aus  der  Definitions- 

gleichung  von  X,  um  über  den  Werth  dieser  Berechnungen  bessere 
Aufklärung  zu  gewinnen,  habe  ich  zunächst  nur  die  Beobachtungen 
von  Andrews  benutzt.  Man  erhält  für  die  angegebenen  Werthe  des 
Arguments  Vq 

X  =  38,35;     51,50;     64,10;     77,48;     89,18. 

Da  die  Gleichung  für  X  mit  Bezug  auf  ß  quadratisch  ist,  so  müssen 
zwei  Systeme  von  Werthen  für  die  Constanten  sich  ergeben.    Ich  finde 

erstes  System:  ^  =  1,9557;  b  =  —  0,03721;  ß  =  -\-  0,01434; 

zweites      „      :  :^  =  2,138;     ?>  =  +  0,00735;  ß  =  —  0,00309. 

Wiewohl  beide  Systeme  die  Beobachtungen  gleich  gut  darstellen, 
muss  doch  von  vornherein  das  erste  System  ausgeschieden  werden.  In 
ihm  ist  nämlich  h  negativ  und  das  ist  zufolge  der  physikalischen  Be- 
deutung, welche  dieser  Grösse  zukommt  und  die  auch  in  der  Clausius- 
schen  Gleichung  erhalten  bleiben  muss,  unzulässig.  Im  zweiten  Systeme 
ist  freilich  h  positiv,  aber  dafür  ß  negativ.  Nach  Clausius  sollte 
wohl  auch  diese  Grösse  positiv  sein.  Er  selbst  hat  in  der  That  für  h 
und  ß  positive  Werthe  abgeleitet,  und  wie  wir  gesehen  haben,  genügen 
auch  solche  Werthe  den  Andrews' sehen  Beobachtungen.  Um  noch 
grössere  Sicherheit  hierüber  zu  gewinnen,  habe  ich  h  und  ß  auch  aus 
den  Beobachtungen  von  Eegnault  und  Amagat  über  den  Spannungs- 
coefficienten  der  Kohlensäure  berechnet.  Beide  Beobachtungsreihen 
stimmen  in  dieser  Hinsicht  qualitativ  mit  der  von  Andrews  überein, 
ist  h  positiv,  so  ergiebt  sich  ß  jedesmal  negativ  und  umgekehrt.  Aus 
Eegnault's  Beobachtungen  findet  man 

1         oArri     ^  +  0,04681       ^  oA^.o  ^ —  0,034  615 

'  =  '^^''  (V  +  0,02330)^  ''''  =  ^'^^^^  (.-0,01715)^' 

Aus  Amagat' 8  für  den  Spannungscoefficienten  zwischen  40  und 
60^  und  für  die  Anfangsdrucke  39,  68,6  und  155,0  Atmosphären, 
also  den  Volumina  0,02385,  0,1000  und  0,00250  (in  Fortsetzung  der 
entsprechenden  Zahlen  von  Andrews): 
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t;  + 0,16809       ,      ,  ^^^^     -y  —  0,001862 

A  =  0,5623  ,    T'r..r..-^o  oder  X  =  1,6933 


(V  +  0,01641)2  '  (V  —  0,000  202)2 

Auf  die  Nichtübereinstimmung  der  Zahlenwerthe  selbst  ist  gar 
kein  Gewicht  zu  legen  ^).  Die  Hauptsache  ist ,  da  man  h  nicht  anders 
annehmen  darf  als  positiv,  ergeben  alle  so  verschiedenen  Beobachtungs- 
reihen ß  negativ.  Hieraus  inuss  wohl  die  Folgerung  gezogen  werden, 
dass  bei  der  Ermittelung  der  Gonstanten  grösste  Vorsicht  geboten  ist 
und  nicht  minder  bei  der  physikalischen  Deutung  ihrer  Aufgabe  in  den 
Zustandsgieichungen,  wenn  nicht  von  vornherein  die  Gleichung  auf 
Grund  solcher  Deutung  abgeleitet  ist.  Dieses  aber  betrifft  nicht  etwa 
bloss  die  ursprüngliche  Form  der  Clausius 'sehen  Zustandsgleichungf 
sondern  auch  alle  Verallgemeinerungen  derselben,  wie  sie  von  Clau- 
sius selbst,  dann  von  Sarrau  und  von  Battelli  eingeführt  worden 
sind.  Dazu  kommt  noch,  dass  es  fast  den  Anschein  hat,  als  ob  die 
Werthe  von  k  sich  besser  durch  eine  einfachere  Formel  mit  sogar  einer 
Constante  weniger  darstellen  lassen,  nämlich  durch 

^  =  ^- 

B  +v 

In  physikalischer  Beziehung  also  steht  die  Clausius 'sehe  Zu- 
standsgleichung  der  van  der  Wa  als 'sehen  eigentlich  nach.  Als  Inter- 
polationsformel gestattet  sie  Anwendung  über  weitere  Gebiete  als 
die  letztere,  was  nicht  etwa  allein  dem  Umstände  zuzuschreiben  ist, 
dass  sie  in  der  einfachsten  Form  eine  Constante  mehr  enthält  als 
diese.  Denn  geht  man  von  Andrews'  Beobachtungen  zu  denen  Beg- 
nault's  mittelst  der  Formel  von  van  der  Waäls  über,  so  kommt  man 
zu  Differenzen,  die  bis  zu  vier  Mal  so  gross  sind,  wie  die  aus  Clausius' 
Gleichung  sich  ergebenden. 

Nachdem  die  Verbindung  der  Begnault' sehen  Beobachtungen 
mit  den  für  gleiche  Temperaturen  geltenden  von  Andrews  ver- 
mittelst der  Claus  ins 'sehen  Gleichung  doch  nicht  ganz  befriedigend 
ausgefallen  ist,  bedarf  es  noch  einer  gründlicheren  Untersuchung  dieser 
Gleichung  hinsichtlich  ihrer  Abhängigkeit  vom  Volumen.  Ich  habe  zu 
diesem  Behufe  die  Amagat'schen  Beobachtungen  benutzt,  welche 
S.  363  für  Kohlensäure  zusammengestellt  sind.  Ein  Blick  auf  die 
Tabelle  zeigt  zunächst,  dass  der  Spannungscoefficient  mit  wachsender 
Dichte  nicht  fortdauernd  zunimmt,  sondern  nur  bis  zu  einem  Maximum 
anwächst  und  dann  abnimmt.  Genau  das  Nämliche  findet  nach 
Amagat's  Beobachtungen  statt  für  Aethyleu,  Sauerstoff  und  so  fort, 
wie  schon  S.  363  ff.  näher  dargelegt  ist. 

In  der  Clausius' sehen  Gleichung  hatten  wir 


^)  Auch  ist  ja  bei  den   Amagat'schen  Zahlen   die  Ausgangstemperatui* 

c 

eine  andere,  was  den  Factor  des  Bruches  beeinflussen  muss,    der  -^  ist. 
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Hiemach  ist 

8  V  Ö-i  -O-o  —  A  8  t;        ^j  (0-0  —  A)2       (v  4-  /3)3 

und  ein  Maximum  findet  statt  bei 

v  =  2})  +  ß. 

Nach  der  Clausius^ sehen  Gleichung  tritt  also  das  Maximum  des 
Spannungscoefficienten  für  alle  Temperaturen  bei  derselben  Dichte  ein. 
Dasselbe  gilt  selbstverständlich  auch  für  die  van  der  Wa als' sehe 
Gleichung,  nur  ist  bei  dieser  ß  =  0  und 

v  =  2  &. 

Dieses  Gesetz  wird  von  Amagat's  Beobachtungen  anscheinend 
gut  bestätigt)  bei  Kohlensäure  liegt  das  Maximum  des  Spannungs- 
coefficienten bei  allen  Temperaturen  zwischen  den  Dichten  0,00316 
und  0,00250,  und  näher  an  der  letzteren  Dichte  als  an  der  ersteren. 
Aehnlich  liegt  bei  Aethylen  das  Maximum  bei  allen  Temperaturen 
zwischen  den  gleichen  Dichten  0,00416  und  0,00350.  Genau  lässt 
sich  die  Yoraussagung  nicht  prüfen,  weil  die  Angaben  mangeln. 
In  dieser  Hinsicht  sind  sich  also  Glausius'  und  van  der  Waals' 
Gleichung  gleichwerthig.  Die  Stelle  des  Maximums  wird  aber  von 
Clausius'  Gleichung  genauer  getroffen  als  von  der  van  der  Waals- 
sehen.  Denn  mit  den  von  Glausius  für  Kohlensäure  angegebenen 
Werthen  für  b  und  ß  erhalten  wir 

«;  =  2  ?>  +  /J  =  0,002  663, 

was  ziemlich  genau  den  Amagat' sehen  Zahlen  entsprechen  dürfte. 
Dagegen  ist  h  für  Kohlensäure  nach  der  van  der  Wa  als' sehen  Formel, 
wie  wir  gesehen  haben,  etwa  0,006,  was 

V  =  0,012 

ergeben  würde;  und  selbst  mit  der  von  van  der  Waals  für  b  an- 
genommenen Zahl  würde  man  immer  noch  etwa  v  =  0,005  erhalten. 
Zur  weiteren  Prüfung  der  Glausius' sehen  Gleichung  habe  ich  aus 
den  S.  363  mitgetheilten  Angaben  Amagat's  erst  die  Grösse  A  für 
alle  Argumente  mit  Hülfe  der  schon  benutzten  Gleichung 

^  _  ^0  ß^^^  ^0  —  1 

P-9'ii  ■9'q     I      oT" 

berechnet  und  dann  die  Grösse 

V  —  h 


Die  Constanten  in  Clausius'  Formel. 
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Ist  die  in  der  Clausius' sehen  Gleichung  enthaltene  Abhängigkeit  von 
V  den  Thatsachen  entsprechend,  so  sollte  wenigstens  für  alle  v  im 
gleichen  Temperaturintervall  eine  und  dieselbe  Zahl  herauskommen. 
Die  nachfolgende  Zusammenstellung  enthält  alle  ermittelten  Werthe 
des  c: 


Volumen 


c   im   Temperaturintervall 


0  bis 
20® 


20  bis 
40° 


40  bis  60  bis 
60®    80® 


80  bis 
100® 


100  bis 
137® 


137  bis 

198® 


198  bis 
258® 


0,02385 
0,01636 
0,01300 
0,01000 
0,00768 
0,00578 
0,00428 
0,00316 
0,00250 
0,00200 
0,00187 


569,5 


560,5 

584,4 


613,0 
583,4 
594,4 
597,8 


570,1 
508,1 
500,1 


558,7 
595,9 
577,2 
591,8 
583,8 
574,0 
570,0 
581,3 
583,7 
540,6 
482,8 


587,1 
571,9 
581,6 
580,7 
578,5 
628,6 
584,7 
597,8 
674,6 
553,5 


659,5 
615,6 
605,1 
600,7 
605,4 
596,2 
602,1 
617,5 
693,8 
536,3 


545,5 
568,5 
586,2 
517,2 
593,3 
595,5 
603,8 
620,2 
672,3 


614,7 
624,0 
613,7 
645,9 
637,8 
643,5 
,  654,5 
669,8 
754,0 


596,5 
439,9 
495,7 
519,4 
580,9 
605,0 
641,1 


Trotz  der  bedeutenden  Unregelmässigkeit,  die  in  jeder  der  ein- 
zelnen Zahlenreihen  herrscht,  wird  man  doch  aus  ihnen  schliessen 
müissen,  dass  genau  die  in  der  Clausius'schen  Gleichung  angenom- 
mene Abhängigkeit  von  V  den  Thatsachen  nicht  entspricht.  Manches 
wird  sich  durch  andere  Wahl  der  Constanten  —  ich  habe  mit  den 
Clausius 'sehen  Constanten  gerechnet  —  ändern.  Nach  Versuchen, 
die  ich  in  dieser  Beziehung  gemacht  habe,  muss  ich  aber  sagen,  dass 
namentlich  das  starke  Ansteigen  der  Zahlen  unmittelbar  vor  der 
Dichte,  die  dem  Maximum  des  Spannungscoefficienten  entspricht  und 
das  darauffolgende  starke  Abfallen  nicht  durch  Wahl  anderer  Con- 
stanten fortgeschafft  werden  kann.  Die  wenigen  Zahlen  der  ersten 
Spalte  lassen  keinen  Schluss  zu,  die  vier  folgenden  Spalten  entsprechen 
der  obigen  Angabe,  die  weiteren  Spalten  lassen  wenigstens  das  starke, 
ziemlich  unvermittelte  Ansteigen  erkennen,  das  Abfallen  ist  in  ihnen 
nicht  enthalten,  weil  sie  zu  früh  abbrechen.  Indessen  kann  man  doch 
sagen,  dass  die  Clausius' sehe  Annahme  über  die  Abhängigkeit  der 
Zustandsgieichung  vom  Volumen  praktisch  bis  zum  Volumen  0,004 
oder  gar  0,003  ausreicht,  und  das  ist  eigentlich  eine  gewaltige  Strecke 
hinter  dem  Volumen  unter  normalen  Verhältnissen. 

Um  die  Prüfung  mit  Bezug  auf  den  Spannungscoefficienten  ab- 
zuschliessen,  haben  wir  noch  die  Abhängigkeit  von  der  Temperatur  zu 
untersuchen.  Aus  den  Zahlen  der  vorstehenden  Tabelle  kann  man 
jedenfalls  schliessen,  dass  c  bei  höheren  Dichten   eine  Function   der 


398  Achtes  Oapitel. 

Temperatur  ist,  es  wächst  mit  wachsender  Temperatur.  Bei  niederen 
Dichten  verlaufen  die  Zahlen  gar  zu  unregelmässig,  als  dass  man  einen 
bestimmten  Schlüss  wagen  dürfte  i).  Die  Abhängigkeit  des  c  von  der 
Temperatut  dürfte  nicht  allein  die  untere  Grenze  der  Temperatur  be- 
treffen, sondern  auch  die  obere.  Berechnet  man  nämlich  für  Andrews' 
Beobachtungen  des  Spannungscoefficienten  zwischen  0  und  6,3®,  0  und 
64®,  0  und  100®,  also  immer  ausgehend  von  der  nämlichen  Anfangs- 
temperatur d'o  =  273,  das  A,  welchem  das  c  proportional  ist,  so  finden 
sich  bei  correspondirenden  Dichten 


0  bis  100® 
0  ^  64® 
0    „        6,3® 


X  =  38,28  51,58  63,97  77,91  88,91 
k  =  38,57  52,37  64,84  78,87  90,90 
A  =     —       52,07     63,98       —        91,92. 


Die  Zahlen  wachsen  durchschnittlich  mit  abnehmender  Endtemperatur. 
Diesen  Mangel  der  Clausius' sehen  Gleichung  hat  man  schon  lange 
erkannt,  und  ich  habe  auch  schon  gesagt,  wie  man  ihm  abgeholfen 
hat.  Dass  die  Abhülfe  eine  ziemlich  gute  sein  muss,  erhellt  schon 
daraus,  dass  dabei  bis  zu  drei  neue  Constanten  eingeführt  worden  sind. 
Ich  werde  später  darauf  noch  ein  wenig  eingehen. 

Hier  habe  ich  weiter  noch  von  der  Abhängigkeit  des  Productes 
pv  von  Dichte  und  Temperatur  zu  sprechen.     Wir  haben 

nach  van  der  Waals: 

Bd'v  a 

pv  = , 

nach  Glausius: 

Rd'V  Bcv 

pv  = 


V 

Da  h  positiv  ist,  so  muss >  1   sein,  somit  ist  das  erste 

Glied ffrösser  als  bei  idealen  Gasen.     Das  zweite  Glied  ist  aber 

absolut  positiv,  und  da  es  vom  ersten  abzuziehen  iöt,  so  wird  hiernach 
pv  kleiner  und  grösser  als  bei  idealen  Gasen  sein  können.  Das  wird, 
wie  wir  wissen,  von  der  Erfahrung  bestätigt.  Suchen  wir  die  Grenz- 
werthe  für  constante  Temperatur.  Sie  treten  ein  nach  van  der 
Waals  bei  _  __ 

V  =  -f= \ =  -7= — ?— ==,  (a  =  Bc). 


^)  Im  üebrigen  scheint  aus  den  Zahlen  selbst  zu  folgen,  dass  in  den 
Angaben  Amagat's  nicht  Alles  in  Ordnung  ist.  Es  ist  eine  wahre  Oalamität, 
dass  man  sich  mit  errechneten  und  interpolirten  Zahlen  plagen  muss.  Das 
raubt  den  Arbeiten  der  genannten  Forscher  Dreiviertel  ihres  Werthes.  Sind 
doch  selbst  in  den  Rechnungen,  die  man  controliren  kann,  Versehen  ent- 
halten. 
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Da  c  sehr  gross  und  h  sehr  klein  ist,  so  sind  jedenfalls  positire  Werthe 
für  V  unter  allen  Umständen  möglich. 

Da  wir  ferner  allen  Wurzeln  das  nämliche  Zeichen  geben  müssen, 
so  wächst  V  mit  wachsendem  d".  Das  entspricht  der  Erfahrung,  denn 
nach  Amagat  rücken  bei  Kohlensäure  wie  bei  Aethylen  zwar  die 
Minima  der  p  v  mit  wachsender  Temperatur  nach  den  grösseren  Drucken, 
aber  ihre  Werthe  steigen  stärker,  als  den  Drucken  entspricht,  sie  ge- 
hören also  zu  stets  grösser  werdenden  v. 

Die  Clausius' sehe  Formel  führt  zu  einer  Gleichung  dritten  Grades 
für  V,  nämlich 

c(v  —  ß)    ___       d"!) 

Hiernach  muss  zunächst  v  ^  ß  sein,  sonst  ist  die  Gleichung  un- 
möglich, das  stimmt  mit  der  Erfahrung.  Bildet  man  ferner  den 
DifPerentialquotienten  nach  %"  von  diesem  i?,  so  ergiebt  sich  nach 
einigen  leichten  Eeductionen 

dv  _'b%'{v  +  /3)^ 1 

g^—    c{v  —  l)    v(2ß  +  h)  —  ß{2b  +  ß)' 

Die  Grösse  v(2ß  -\-  h)  —  ß(2h  -\-  ß)  kann  selbst  bei  sehr  hohen 
Drucken  noch  positiv  sein,  z.  B.  für  Kohlensäure  noch  bis  v  =  0,001. 
Dementsprechende  Dichten  sind  anscheinend  noch  nirgend  erreicht. 
Die  Clausius 'sehe  Gleichung  sagt  also,  soweit  Erfahrungen  vorliegen, 
dasselbe  aus  wie  die  van  der  Waals' sehe,  doch  ist  es  freilich  be- 
merkenswerth,  dass  nach  jener  für  die  Zunahme  des  v  mit  wachsender 
Temperatur,  wenigstens  theoretisch,  eine  Grenze  vorhanden  ist. 

Für  das  kleinste  pv  giebt  die  van  der  Waals'sche  Gleichung 


^==^(2^fl>i^-il). 


Setzen  wir  nach  früheren  Ermittelungen  für  Kohlensäure 

0  01S9 
B  =  0,00369,     c  =  ^^^^r^  =  3,77,     h  =  0,0062, 
'  0,00369  '     '  ' 

so  ergiebt  sich  bei 

00  1000  258» 

pv  =  0,762         1,270         1,949. 

Nach  Amagat  sollten  die  Zahlen  sein  etwa 

0,075,         0,810,         1,800. 

Die  Zahlen  sind  also  sämmtlich  zu  gross.     Sieht  man  jedoch   die 
Constanten  als  unbekannte  Grössen  an  und  setzt  hiemach 

pv  =  A  y^  —  JB, 

so  ergeben  sich  aus  den  Beobachtungen  für_pt;  bei  0^  und  258® 

Ä  =  0,26453:         ^  =  +  4,296. 
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Berechnet  man  nun  damit  das^t;  für  100^,  so  findet  man  0,81, 
genau  die  Zahl,  welche  die  Beobachtung  ergiebt.  Hiernach  wäre  die 
Formel  an  sich  ganz  gut.     Nun  ist 


^=2i?y|,     B  =  B^, 


also  sollte  sein 

JB 


=  AB. 


Man  fände  E  =  0,00408  statt  0,00369.     Für  ^  hätten  wir 


h 


c__      B^ 


Da  die  früher  mit  a  bezeichnete  Grösse  ==  Bc  ist,  so  wäre  hiernach 

a  =  4,296  b. 
Nach  den  hier  ausgeführten  Rechnungen  ist 

a  =  2,24  b. 
Nach  den  Zahlen  von  van  der  Waals  selbst 

a  =  3,8  b. 

Hiernach  wäre  die  Uebereinstimmung  mit  van  der  Waals'  An- 
nahmen bis  auf  den  Werth  von  B  ganz  gut.  Leider  können  aus 
Gründen,  die  wir  im  nächsten  Abschnitte  noch  kennen  lernen  werden, 
weder  die  hier  berechneten,  noch  die  van  der  Waals' sehen  Werthe 
für  a  und  h  als  richtig  angesehen  werden.  Das  aber  ergiebt  sich,  dass 
die  van  der  Waals 'sehe  Gleichung  geeignet  ist,  den  Gang  von  pv 
wenigstens  bis  zum  Minimum  qualitativ  und  bis  zu  einem  gewissen 
Grade  auch  quantitativ  darzustellen. 

Sehr  störend  ist  jedoch ,  dass  J)  nicht  grösser  sein  dürfte  als  das 
kleinste  beobachtete  Volumen.  Und  doch  ist  dieses  kleinste  Volumen 
bei  0^  mit  höchstens  0,0021  anzusetzen  und  beträgt  selbst  bei  100<^ 
höchstens  0,0038,  während  h  sein  sollte  0,0062,  und  selbst  nach  van 
der  Waals  noch  grösser  ist  als  0,0021.  Der  Grenzgleichung  für  v 
wird  man  deshalb  an  sich  wenig  Bedeutung  beimessen  können  und 
eigentlich  dürfte  diese  Gleichung  gar  nicht  für  die  Minima  von  j9 1;  in 
Anwendung  kommen. 

Die  Clausius'sche  Gleichung  ist  darin  günstiger  gestellt. 

Dieser  zufolge  sollte 

(v  —  ß)(v  —  h)^  _  b 
(v  +  ß)^~¥^       ~  "c 

eine  constante  Grösse  sein.     Für  die  drei  Temperaturen  0°,   100^  und 
2580  findet  man  nach  Amagat  t;  =  0,0021,  0,0038,  0,0080.    Damit  wird 
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-  =  817,  1626,  1763mal  10"-^ 
c 

Die  Zahlen  wachsen  mit  wachsender  Temperatur.  Das  kann  frei- 
lich auch  an  der  Wahl  der  Constanten  liegen.  Doch  wissen  wir  schon, 
dass  in  der  ursprünglichen  Form  die  Glausius'sche  Gleichung  hin- 
sichtlich der  Abhängigkeit  von  der  Temperatur  an  sich  nicht  recht  ge- 
nügt und  dass  deshalb  Yerbesserungen  eingeführt  sind.  Für  die 
Minima  von  pv  nach  der  Glausius* sehen  Gleichung  lässt  sich  ein  expli- 
citer  Ausdruck  nicht  aufstellen.  Man  kann  wohl  Näherungsformeln 
angeben  wie  beispielsweise 

**  —        h  +  ß        \J»^  »(jb  +  ß) 

aber  das  hat  kein  ernstes  Interesse. 

Endlich  will  ich  noch  die  Gleichungen  für  den  Ausdehnungs- 
coefficienten  aufstellen  und  untersuchen.    Es  ist  nach  van  der  Waals 

V  \d^)p  ~    ^v     _  2c(v  —  h)  ~      /     _  Ec(v  —  2h)\  '' 

v—h  v^  ^V  v^        ) 

Nun  sahen  wir,  dass  wenigstens  nach  Amagat's  Versuchen  (S.  365) 
der  relative  Ansdehnungscoeffioient  bei  gleichbleibendem  Drucke  mit 
wachsender  Temperatur  erst  zunimmt,  dann  abnimmt.  Nach  obiger 
Formel  kann  das  in  der  That  der  Fall  sein,  denn  wenn  für  constantes 

p  das  —  ^-^  mit  wachsender  Temperatur,  also  auch  mit  wachsendem 

Volumen  zunehmen  soll,  muss 

sein. 

Dieses  besagt  zunächst,  dass  v  keinesfalls  ^46  sein  darf,  ja  weil 

Ec(v  — 2h) 


P  — 


v» 


positiv  sein  muss,  darf  v  auch  nicht  grösser  sein  als  32).  Ein  An- 
wachsen des  relativen  Ausdehnungsoo@£Qcienten  mit  wachsendem  Volu- 
men (wachsender  Temperatur)  kann  also  höchstens  so  lange  stattfinden, 
als  nicht  V  den  Werth   3  b  überschritten  hat.     Das  Maximum  tritt 

ein  für 

,    Rc(v  —  ^l>) 


und  giebt 

l  /d_v\    _ 


9.r 

(3l>  —  V) 


V2 
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bei  einer  Temperatur 

^  =  i;r  (^  -  ^)- 

Die  Gleichung  für  v  ist  eine  solche  vom  dritten  Grade,  hat  also 
jedenfalls  eine  reelle  Wurzel.  Diese  Wurzel  soll  zwischen  1)  und  3  h 
liegen,  positiv  ist  sie  jedenfalls,  weil  das  letzte  Glied  der  Gleichung  f&r 
V  negativ  ist,  und  sie  ist  auch  die  einzige  reelle  Wurzel.  Ihr  Werth 
beträgt 


27i) 


3 


y  IM.«  _  \/i5^ 


_L    1/ 1/  ^^^-K^g^  _L  ^^  ^^ 


>2         •    27i)3 

Die  Beobachtungen  von  Amagat  scheinen  diese  Voraussetzungen 
zu  bestlltigen,  doch  ist  hierüber  Gewissheit  nicht  zu  erlangen,  weil 
nicht  bekannt  ist,  welcher  Werth  für  h  anzusetzen  ist.  Ist  es  der  hier 
abgeleitete,  so  findet  sich  die  obere  Grenze  für  v  (nämlich  etwa  0,02) 
eingehalten,  aber  die  untere  Grenze  wird  unterschritten.  Nimmt  man 
den  von  van  der  Waals  angegebenen,  so  werden  beide  Grenzen  nicht 
eingehalten.  Ueberhaupt  kann  auch  danach  h  keine  Gonstante  sein, 
und  wir  müssen  uns  mit  der  Einsicht  begnügen,  dass  die  van  der 
Waals 'sehe  Gleichung  ein  Anwachsen  und  darauf  folgendes  Abnehmen 
des  relativen  Ausdehnungscoefficienten  mit  wachsender  Temperatur 
unter  Umständen  zulässt. 

Auch  mit  wachsender  Dichte  soll  der  relative  Ausdehnungscoef- 
ficient  bei  constanter  Temperatur  erst  zunehmen  und  dann  abnehmen. 
Die  Bedingung  hierfür  nach  der  van  der  Waals' sehen  Gleichung  ist 

d'h  2c(t;  — 2b)  ^ 

(v—hy  v^         ^ 

Hiemach  kann  zunächst,  so  lange  v  <Ci  2h  ist,  der  relative  Aus- 
dehnungscoefficient,  wenn  man  bei  gleichbleibender  Temperatur  in 
Richtung  fallender  Drucke  fortschreitet,  nur  wachsen.  Er  wächst  auch 
noch  darüber  hinaus. 

Ein  Maximum  tritt  ein  für 

v^  + v^  — V  +  —   =  0. 

ld^—2  -^—2  --O-— 2 

c  c  c 

Da  eine  reelle  Wcurzel  sicher  vorhanden  ist  (die  beiden  anderen 
sind  imaginär),  so  wäre  dieses  Maximum  mathematisch  möglich,  damit 
es  auch  physikalisch  möglich  ist,  muss  diese  Wurzel  positiv  sein.  Hierzu 
ist  erforderlich,  dass 
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ist.      Also  besteht  ein  solches  Maximum  nicht  für  beliebige  Tempe- 

ß 

raturen,  die  Temperaturen  dürfen  vielmehr  den  Werth  2  —  nicht  über- 

0 

schreiten.  Da  c  in  der  van  der  Waals' sehen  Gleichung  zwischen  2 
und  3  liegt,  so  dürfte  für  Kohlensäure,  wenn  man  für  h  den  Werth  von 
Tan  der  Waals  annimmt,  d"  höchstens  2000,  und  wenn  man  den  hier 
benutzten  ansetzt,  ^  höchstens  etwa  600,  genauer  273  -j-  320®  G.  sein. 
Amagat's  Beobachtungen  gehen  nicht  bis  zu  so  hohen  Temperaturen, 
soweit  sie  reichen,  bestehen  Maxima  jedenfalls,  wie  solche  die  yan  der 
Waals 'sehe  Gleichung  voraussagt.  Ob  auch  die  Voraussage  einer 
Grenze  für  diese  Maxima  den  Thatsachen  entspricht,  lässt  sich  nicht 
prüfen.     Für  den  absoluten  Ausdehnungscoefficienten  haben  wir 

/d_v\    _  E 


P 


v 


Nach  Amagat  yerhält  sich  dieser  aber  hinsichtlich  der  Tempe- 
ratur fast  ganz  so  wie  der  relative  Ausdehnungscoefficient.  Der  Formel 
zufolge  würde  er  mit  wachsendem  v  bei  constautem  p  so  lange  an- 
steigen als 

ist,  wiederum  also  müsste  v  <C  Sb  sein,  wie  im  voraufgehenden  Falle. 
Die  gleiche  Hauptbedingung  gilt  also  für  beide  Goefficienten ,  eine 
weitere  Bedingung  besteht  aber  in  diesem  zweiten  Falle  nicht.  Die 
Maxima  würden  eintreten  für  v  ==  Bb^  und  sein 

dv  _  R         _2b  1 

dd'  "~  Bc   ~^  7  8c 


P  —  i^n-^.^  1  — 


27  2)2  27d'b 

Sofern  b  eine  Constante  ist,  müssen  also  die  Maxima  immer  auf 
die  nämliche  Dichte  fallen  und  zwar  auf  eine,  die,  wie  wir  noch  sehen 
werden,  auch  in  anderer  Hinsicht  von  grosser  Bedeutung  ist,  es  ist  die 
sogenannte  kritische  Dichte,  im  Falle  die  van  der  Waals 'sehe  Formel 
richtig  ist  (s.  Abschn.  51).  Dürfen  wir  spätere  Angaben  vorauf- 
nehmen, so  würde  also  die  van  der  Waals 'sehe  Zustandsgieichung 
den  Satz  ergeben: 

Die  absolute  Ausdehnung  eines  Gases  erreicht  bei 
wachsender  Temperatur  immer  für  die  nämliche  Dichte 
ein  Maximum  und  zwar  für  diejenige,  welche  das  Gas  im 
kritischen  Zustande  hat. 

Auf  diese  sehr  interessante  Gonsequenz  ist  wohl  noch  nicht  hin- 
gewiesen worden.  Aus  Experimenten  selbst  wäre  zu  schliessen  (S.  416), 
dass  dieses  V  für  Kohlensäure  gleich  0,00445  ist.  Ungefähr  stimmt 
das  auch   mit  Amagat's    Angaben,   wenngleich    diesen   zufolge  der 

26* 
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Grenzwerth  für  v  mit  waohsender  Temperatur  nicht  constant  bleibt, 
sondern  anscheinend  abnimmt.  Doch  ist  zu  beachten,  dass  diese  an- 
genäherte quantitative  Uebereinstimmung  sich  auf  die  aus  anderen 
Versuchen  entnommene  Zahl  für  h  bezieht.  Ans  van  der  Waals' 
Zustandsgieichung  selbst  würde  sogar  mit  dem  von  ihm  festgestellten 
Werth  für  h  ein  Tiel  zu  hoher  Werth  für  den  Grenzwerth  resultiren. 
Abermals  ein  Beweis,  wie  gut  die  van  der  Waals^sche  Theorie  quali- 
tative und  wie  nur  ungenau  sie  quantitative  Anwendung  zulftsst. 

Die  Glausius'sche  Gleichung  führt  zu  sehr  complicirten  Formeln. 
Zunächst  haben  wir 


JB  Bc 


\~      Rd'       _        2Ec 

(v—h)'^        d'{v  +  ßy 


Ä  Ec 


v—b    '    d-Hv  +  ßy 


(      ,  Bc        \  _1 

V^  "^  '9'(t7  +  /3)V  v—h 


2Bc 


d'(v  +  ßy 

Da  im  Zähler  alle  Grössen  positiv  sind,  so  nimmt  dieser  Zähler 
ab  mit  wachsender  Temperatur,  indem  zugleich  bei  constantem  Druck 
das  Volumen  wächst.  Im  Nenner  nehmen  beide  Glieder  mit  wachsender 
Temperatur  ab,  da  aber  eines  von  dem  anderen  abzuziehen  ist,  lässt 
sich  zunächst  nichts  über  das  Endergebniss  voraussagen.  Schreiben  wir 
aber  den  Nenner  in  der  Form 

p  Bc         2b  +  /3  —  V 


v  —  h'd'iv  +  ßy        V  —  h 

so  sieht  man,  dass  derselbe  stets  positiv  ist  und  stetig  fällt,  so  lange 
V  <C  2  b  -\-  /J  ist,  ist  t;  =  2  b  +  /J  geworden,  so  wird 

8v  _  ^  /  c         \  _  h  +  ß      ^  ^d'^h  +  ß) 

dd'~  p  \     '^  4^Hh  +  ß))  ~      %•         ___  c 

^  ""  ^d'^ih  +  ß) 

Wächst  V  über  2h  -\'  ß  hinaus,  so  wird  im  Nenner  ein  Glied 
negativ  und  nun  kann  der  Nenner  mit  wachsendem  d'  noch  rascher  ab- 
nehmen als  zuvor  und  er  kann  sogar  Null  werden,  wenn 

ist.  Wir  werden  gleich  im  nächsten  Absätze  einen  Zustand  kennen 
lernen,  für  welchen  die  obige  Gleichung  nach  Glausius'  Theorie  er- 
füllt ist,  es  ist  der  nämliche,  für  welchen  nach  van  der  Waals ^ 
Gleichung  die  Beziehung 


' 
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,     Bc  (2h  — v) 

erfüllt  ist.     In  diesem  besonderen  Zustande  ist,  weil  der  Zähler  im 

Ausdruck  für  Vs:  endlich  bleibt,  ^r^  =  oo.  Die  vorstehenden  Gleichun- 

gen  scheinen  aber,  da  sie  immer  mindestens  zwei  Yariabele  enthalten, 
eine  unendliche  Reihe  solcher  Zustände  anzuzeigen.  Es  ist  darum  von 
Interesse,  sie  näher  zu  untersuchen.  Ich  nehme  dazu  die  einfachere 
van  der  Waals'sche,  die  Glausius'sche  wird  genau  in  der  nämlichen 
Weise  behandelt  werden.     Wir  haben  geordnet 

Bc       ,    2Bch 
t;8 V  -\ =  0. 

P  P 

Als  Gleichung  dritten  Grades  giebt  sie  jedenfalls  eine  reelle  Wurzel. 
Entscheidend  ist  die  Grösse 

BHn^        B^c^         i2'c2/o         Bc\ 


j)2  27i)3 


i)2     \  27  p/ 


Bc 
Ist  p  so  gross,  dass  h^ —z —  positiven  Werth  hat 


{^>^^' 


so  besitzt  die  Gleichung  zwei  oomplexe  Wurzeln  und  eine  reelle  Wurzel, 
und  da  diese  letztere  negativ  ist,  scheidet  dieser  Fall  ganz  aus.  Es 
muss  also  schon 

Bc 

^  —  211^ 

sein,  alsdann  sind  drei  reelle  Wurzeln  vorhanden,  von  denen  zwei 
positiv  sein  müssen  und  eine  negativ  ist.  Letztere  scheidet  wieder 
aus.  Wir  hätten  dann  aber  bei  gleichem  Werthe  von  j9  zwei  Reihen 
von  Werthen  für  v^  für  welche  der  Ausdehnungsooefficient  immer  den- 
selben unendlichen  Betrag  annehmen  würde.  An  sich  unmöglich  dürfte 
ein  derartiges  Verhalten  der  Substanzen  nicht  sein,  als  unwahrschein- 
lich müsste  es  aber  von  vornherein  erklärt  werden.  Sollen  aber  beide 
Reihen  zusammenfallen,  so  müssen  die  beiden  positiven  Wurzeln  gleich 
sein,  und  das  giebt 

21p 
oder 

und  zufolge  der  Zustandsgieichung 

27  h 
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Dann  ist  überhaupt  nur  ein  Zustand  vorhanden,  in  welchem  :r-^=^oo 

ist,  eben  der  schon  früher  genannte  kritische. 

Für  die  Clausius^sche  Gleichung  haben  wir  nur  v  mit  v  -{-  ßt 

c     ' 
h  mit  h  -\-  ß  und  c  mit  -^  zu  vertauschen,   da  dann   die  Bedingungs- 

gleichung  für  ^-^  =  oo  in  die  van  der  Wa als' sehe  übergeht,  dem- 
nach ist 

Wir  werden  diesen  Gleichungen,  wie  gesagt,  im  nächsten  Abschnitte 
wieder  begegnen,  erhalten  haben  wir  sie  hier  aus  der  Bedingung, 

d  V 

dass  ^"s;  unendlich  werden  kann  in  Verbindung  mit  der,  dass 

dieses  nur  für  eine  Eeihe  von  Zuständen  geschehen  könne, 
woraus  sich  fand,  dass  dieses  überhaupt  nur  für  einen  Zu- 
stand stattfindet. 

Wenn  v  den  Werth  BJ)  -\-  2  ß  überschritten  hat ,  ist  der  Nenner 

d  V    \ 
in  dem  Ausdrucke  für  :r^  wieder  von  Null 'verschieden,  selbst  wenn 

er  für  v  =  3h  •]-  2  ß  Null  gewesen  sein  sollte.  Negativ  braucht  er 
dabei  keineswegs  geworden  zu  sein  und  ist  es  auch  nicht,  wie  man 
leicht  einsieht,  wenn  man  den  Nenner  in  der  Form 

Bc(3h  +  2ß  —  V)  _  BcQ)  +  ß) 

schreibt  und  beachtet,  dass,  während  das  dritte  Glied  mit  ws^chsendem 

&  weiter  fallt ,  das  zweite  Glied  zu  beiden  Seiten  von  t?  =  3  b  4"  2  j3 

noch  deshalb  besonders  klein  ist,  weil  eben  3 1>  +  2  /3  —  V  sehr  klein 

ist,  so  dass  es  zu  beiden  Seiten  aus  diesem  Grunde  als  unendlich  klein 

ö  V 
angesehen  werden  kann.     Der  Werth  von  yr-^  für  v  =  Bh  -jr  2  ß  wird 

1   +  -' 

dd'~  d-  _    8c 

2jW(h  -f  ß) 

Indessen  stellt  diese  Formel  ein  Maximum  nicht  etwa  allgemein 
dar,  denn  für  v  =  3  b  +  2  /J  wird 

nur  für  den  Fall,  dass  auch 
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8c      .  .      '    ■ 


-9-2  = 


27  {h  +  ß) 


ist,  also  für  den  besonderen  Zustand,  den  wir  oben  als  kritischen  be- 
zeichnet haben.      Die  allgemeine  Bedingung    für  das  Maximum  von 

^^  mit  Anwachsen  der  Temperatur,  also  auch  des  Volumens  ist  ziem- 
lich verwickelt,  man  bekommt  zunächst  nach  einigen  Reductionen 


\jd  V  \d^)X  ~ 


3??  +  2/3  — t; 


\v  — 2>  "^  ^^ (v  +  fj~y  ~"  V  "~  d^lv  +  ß))  \(v  — 1>)2 

lf-_M 

woselbst 

Vv  —  b  ^  -Ö-a  (t;  +  ß)y  \{v  —  &)2         -»-(t;  4-  ß)^y 

ist.  Der  dritte  Factor  im  ersten  Gliede  der  E^lammer  und  ebenso  der 
zweite  im  zweiten  sind  unter  allen  Umständen  positiv,  der  erste  Factor 
des  zweiten  Gliedes  kann  überhaupt  nur  positiv  sein,  und  da  auch  ^positiv 

ist,  so  kann  ( ;r-^  ]    mit  wachsendem  v  bei  constantemj)  nur  zunehmen, 

wenn  V  <  3  b  -|-  2ß  ist,  wie  schon  früher  erwähnt.  Zugleich  zeigt  sich, 
dass  V  =  Bh  -]-  2  ß  die  obere  Grenze  ist ,  über  die  v  nicht  hinaus- 
gehen darf,  ohne  dass  sofort  der  absolute  Ausdehnungscoefficient  ab- 
nimmt. Femer  ist  zu  ersehen,  dass  ein  Maximum  dieses  GoefEicienten 
für  V  =  Bh  -\-  2 ß  nur  stattfindet,  wenn  zugleich 

^ 2c         _ 

(V  —  hy        »{v  +  ß)^  ~"     ' 

der  Ausdehnungscoefficient  also  unendlich  ist.  Für  alle  anderen  Maxim a 
ist  V  kleiner  als  3 1>  4~  ^  ß  ^^^  zwar  hat  es  für  jedes  dieser  Maxima 
einen  besonderen  Werth.  Das  bedeutet  der  van  der  Waals' sehen 
Gleichung  gegenüber,  welche,  wie  wir  gesehen  haben,  für  alle  Maxima 
denselben  Werth  des  v  verlangt  hatte,  eine  Verbesserung,  denn  that- 
sächlich  treten  die  Maxima  bei  wachsender  Temperatur  zu  immer 
kleineren  v  auf  (weil  die  Drucke  stärker  wachsen).  Die  Bedingung 
für  das  Maximum  selbst  ist 

3l>  +  2ß-v  /     1  c_ Y 

-(2 '- V^ ^^— V 
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Man  kann  aas  derselben  auch  ableiten,  ob  eine  untere  Grenze  des  v 
besteht,  unterhalb  deren  Maxima  nicht  mehr  vorhanden  sind.  Nach 
einigen  Transformationen  findet  man  nämlich,  dass  die  obige  Gleichung 
auch  übergeführt  werden  kann  in 


(V  +  ß)  W  (V  +  ßY  "^  (v  —  w) 


Da  absolut  das  erste  Glied  positiv  ist  und  ebenso  der  erste  Factor 
des  zweiten  Gliedes,  so  kann  die  Gleichung  nur  erfüllt  werden,  wenn 
der  zweite  Factor  des  zweiten  Gliedes  gleichfalls  positiv  ist,  somit 
muss  sein 

Diese  Beziehung  aber  ist  immer  erfüllt,  weil  ja  t;  >  l>  sein  muss. 

Wir  untersuchen  nun  für  die  Claus ius' sehe  Gleichung  die  Ab- 
hängigkeit des  absoluten  Ausdehnungscogfficienten  vom  Volumen,  wenn 
die  Temperatur  constant  gehalten  wird,  der  Druck  also  anwächst  oder 
abnimmt. 

9  V 
Unendlich  wird  ttk  ^^^  denselben  Zustand,  für  den  es  mit  wachsen- 

dem  d"  über  alles  Maass  hinauswächst,  das  gilt  ebenso  für  die  van  der 
Wa  als 'sehe  Gleichung,  sonst  haben  wir  allgemein 


Beide  Factoren  des  zweiten  Gliedes  im  Zähler  sind  positiv,  positiv 

ist  auch  der  zweite  Factor  des  ersten  Gliedes,  somit  kann  (ö~ä;)    ^^^ 

constanter  Temperatur  mit  wachsendem  Drucke  zunehmen,  wenn  ent- 
weder 

ist,  oder  wenn  diese  Grösse  zwar  grösser  als  Null  ist,  aber  das  erste 
Glied  des  Zählers  absolut  kleiner  ist  als  das  zweite.  Nun  lässt  sich 
der  Zähler  auch  schreiben 


\{v  —  ly      0-4  (v  +  ßy)  "^ 


2c 


&{v  —  h)(v  +  ßy 

\(v  —  hy  ~"  (v  +  ßy)' 
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Das  erste  Glied  ist  positiv,  wie  leicht  einzusehen,  der  Zeichen- 
wechsel hängt  also  davon  ah,  oh 

1 3 

(V  —  h)^        {V  +  ß)^ 

positiv  oder  negativ  sein  kann.     Diese  Grösse  ist  stets  positiv,  sofern 

Va  —  1 

ist.  So  lange  also  nimmt  der  ahsolute  Ausdehnungscoefficient  hei  con- 
stanter  Temperatur  mit  ahnehmendem  Drucke  (wachsendem  Volumen) 
sicher  zu,  darüher  hinaus  wird  er  noch  weiter  zunehmen,  dann  aher 
ahnehmen.  Für  Kohlensäure  heträgt  der  Grenzwerth  von  v,  unter- 
halb dessen  man  in  Richtung  des  abnehmenden  Druckes  fort- 
schreitend jedenfalls  keine  Abnahme  des  absoluten  Ausdehnungscoeffi- 
cienten  treffen  soll,  etwa  0,0035.  Das  entspricht  auch  Amagat's 
Versuchen.  Bemerkenswerth  ist,  dass  diese  Grenze  nicht  von  der 
Temperatur  abhängt. 
Setzen  wir 

^  p(v  —  h)  _    c(v  —  h)    _ 

Ed'       ~  ^^(v  +  ßy 
so  können  wir  die  Bedingung  für  das  Maximum  schreiben 

Hieraus  folgt 


^^  (v  -f-  ßy 


Die  Wurzeln  der  Gleichung  sind  reell  und  eine  dieser  Wurzeln  ist 
auch  positiv,  also  ist  die  Bedingung  immer  erfüllbar  und  folglich  giebt 
es  stets  ein  Maximum  fär  den  absoluten  Ausdehnungscoöfficienten  bei 
constanter  Temperatur  und  variabelem  Drucke,  wie  das  auch. alle  Ver- 
suche von  Amagat  dargethan  haben.     In  dem  Grenzfalle 

V3b  +  /3 

V3  — 1 
den  wir  schon  kennen,  ist 

c(v  —  h)     _  V  +  ß  J_  _  VI 

d'^iv  +  ßy  ~  V  —  h  y2 "~  y2 

oder 

^  =  4.V3(^-±^etwa5(l.-f-^).^'=^^p-=4-cetwa^^^. 
«•«      V2   Vs  —  1  3   V3(&  +  /3)  5(l>  +  /3) 
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Aber  ein  solcher  Zustand  ist  unmöglich,  denn  dann  würde  der  Druck  also 

—  ^^   (    _    ^(^  —  ^)  \  _    ^^  (    _iA 

^ ~ v  —  iv     ^^{p  +  ß)y  ~  v  —  iy     y7 

negativ  sein,  was  für  Zustände,  wie  wir  sie  hier  betrachten  (abgesehen 
Ton  Umständen,  bei  welchen  Flächenkräfte  mitwirken),  keinen  Sinn  hat. 
Es  giebt  also  keinen  Zustand,  bei  dem  das  Maximum  des  Ausdehnungs- 
coefficienten  gerade  auf  den  hervorgehobenen  Grenzwerth  von  v  fiele. 
Amagat's  Versuchsreihen  enthalten  freilich  Angaben  in  so  tiefen 
Temperaturen,  wie  sie  durch  die  obige  Formel 


5  (5  +  /3) 

angezeigt  werden,  nicht  (die  Temperaturen  betrügen  für  Kohlensäure 
—  171^0.  und  weniger);  soweit  die  Versuche  reicl^en,  ist  das  Volumen, 
wie  die  Formeln  für  das  Maximum  des  Ausdehnungscoefficienten  es 
verlangen,  stets  grösser  als  jener  Grenzwerth. 

Ehe  ich  nun  die  Prüfung  der  van  der  Wa  als 'sehen  und  Clau- 
sius'schen  Gleichung  fortsetze,  und  zwar  für  denjenigen  Zustand  der 
Gase,  der  hier  bereits  hat  Erwähnung  finden  müssen,  sind  noch  einige 
Bemerkungen  zu  machen,  die  zunächst  sich  allein  auf  die  van  der 
Wa  als 'sehe  Gleichung  beziehen,  dann  aber  auf  die  Clausius'sche 
übergehen  und  die  Betrachtungen  eben  jenes  kritischen  Zustandes  vor- 
bereiten. 

Wie  schon  dargethan,  hat  van  der  Waals  seine  Gleichung  aus 
dem  Virialprincip  abgeleitet.  Nun  giebt  aber  dieses  Princip  thatsäch- 
lieh  die  van  der  Waals' sehe  Gleichung  gar  nicht  in  der  von  ihrem 
Erforscher  gewählten  Form,  sondern,  wie  schon  Lor>entz  gefunden 
hat,  in  der  S.  367  unter  I2)  angeführten: 

«*('  + i)  =  !(-  +  .-.)  - 

Nur  indem  man  rechts  und  links  durch  \   A dividirt  und  dabei 

V 

h 
höhere  Potenzen  von  —  als  die  erste  vernachlässigt,  kommt  man  zu  der 

van  der  Waals 'sehen  Gleichung.  Letztere  ist  also  eine  Näherungs- 
gleichung auch  in  dem  Sinne,  als  bei  ihrer  Aufstellung  Glieder  fort- 
gelassen sind,  die  dem  Ausgangsprincip  zufolge  vorhanden  sein  müssen. 

Das  ist  aber  aus  zwei  Gründen  von  Bedeutung.    Erstens  ist  —  nur  für 

grosse  V,  also  bei  geringen  Drucken  eine  kleine  Grösse.  Wird  das 
Gas  mehr  und  mehr  comprimirt,  so  nimmt  v  mehr  und  mehr  ab  und 

—  nimmt  mehr  und  mehr  zu,  die  Fehler,  welche  die  Vernachlässigung 
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der  höheren  Potenzen  dieser  Grösse  bewirkt,  wachsen  stetig.  Sonder- 
bar muss.  es  nun  berühren,  zu  sehen,  dass  die  Näherungsgleichnng  der 
Erfahrung  viel  besser  entspricht  als  die  dem  Princip  zufolge  strengere. 
£s  genügt  allein  schon,  wenn  darauf  hingewiesen  wird,  dass  der  obigen 
dem  Yirialprinoip  eigentlich  entsprechenden  v&n  der  Waals^ sehen 
Gleichung  zufolge  pv  bei  constanter  Temperatur  sieb  immer  nur  in 
einem  Sinne  ändern  könnte,  was  der  Erfahrung  unmittelbar  wider- 
spricht. Man  muss  hieraus  schliessen,  dass  durch  die  Vernachlässi- 
gungen der  Einfluss  von  anderen  Gliedern,  die  das  Virialprincip  in  ge« 
nauerer  Anwendung  noch  ausserdem  fordern  würde,  zum  Theil  neu- 
tralisirt  ist.  An  der  Sache  selbst  wird  dadurch  aber  nichts  geändert. 
Darauf  muss  auch  des  Folgenden  wegen  hingewiesen  werden. 

N&mlich  die  van  der  Wa  als 'sehe  Gleichung  ist  nach  i;  vom 
dritten  Grade.  Dazu  ist  sie  aber  nur  durch  die  oben  erwähnte  Ver- 
nachlässigung geworden.  Die  Gleichung  von  van  der  Waals,  wie  sie 
eigentlich  dem  Virialprincip  entspricht,  ist  gar  nicht  vom  dritten  Grade, 
sondern  vom  zweiten  Grade  nach  v.  Die  Gleichung  dritten  Grades  ist 
also  wie  durch  einen  Zufall  zum  Vorschein  gekommen.  Claus  ins  hat 
in  seiner  Abänderung  der  van  der  Waals* sehen  Gleichung  den  dritten 
Grad  fürt?  beibehalten.  Das  Obige  lehrt  aber,  dass  diesem  Umstände 
keineswegs  eine  physikalische  Noth  wendigkeit  innewohnen  muss.  Es 
ist  durchaus  möglich,  dass  die  Zustandsgieichung  Ton  anderem  Grade 
nach  V^  ist  als  vom  dritten. 

Nun  hat  man  in  folgender  Weise  geschlossen:  Eine  Gleichung 
vom  dritten  Grade  hat  immer  mindestens  eine  reelle  Wurzel,  also 
repräsentirt  die  yan  der  Waals 'sehe  Gleichung  immer  mindestens 
einen  wirklichen  Zustand,  und  nur  einen,  wenn  sie  zufolge  der  be- 
treffenden Werthe,  welche  p  und  d"  haben,  nur  einen  reellen  Werth  für 
V  angiebt,  die  anderen  Werthe  imaginär  sind.  Der  Zustand  kann  je 
nach  dem  Werthe,  der  für  v  aus  der  Gleichung  folgt,  ein  flüssiger  oder 
ein  gasförmiger  sein.  Sind  aber  die  Werthe  von  p  und  d"  so  geartet, 
dass  V  drei  reelle  Werthe  hat,  so  kann  die  Substanz  als  Flüssigkeit 
wie  als  Gas  bestehen,  von  den  beiden  äussersten  Werthen  von  v  ge- 
hört alsdann  einer  der  Substanz  im  flüssigen,  der  andere  im  gas- 
förmigen Zustande,  an.  Aber  der  mittlere  dritte?  welchem  Zustande 
entspricht  dieser  ?  Physikalisch  keinem,  weil  für  ihn  eine  physikalische 
Unmöglichkeit  resultiren  würde.  So  lautete  die  Antwort.  Das  gilt 
f&r  die  Glausius'sche  Gleichung  in  gleicher  Weise  wie  für  die  van 
der  Waals'sche. 

Um  hierüber  zu  klareren  Vorstellungen  zu  gelangen,  stellen  wir 
in  der  Fig.  5  (a.  f.  S.)  Isothermen  für  die  Temperaturen  13,1,  21,5, 
31,2,  35,5,  48,1^0.  dar,  die  der  Leser  nach  Belieben  als  nach  der  yan 
der  Waals' sehen  oder  der  Clausius'schen  Gleichung  gezeichnet  an- 
sehen kann,  da  es  uns  auf  genaue  Wiedergabe  hier  nicht  ankommt. 
Betrachten  wir  nun  die  Isotherme  für  13,1^.     Die  Gurve  läuft  von 
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rechts  für  grosse  v  und  kleine  p  beginnend  nach  links  und  stellt  zu- 
nächst noch  den  Zustand  des  Gases  Kohlensäure  bei  13,1®  dar.  Druckt 
man  das  Gas  unter  Wahrung  seiner  Temperatur  zusammen,  bis  man 
das  Volumen  Vq  und  den  Druck  jpo  (die  wir  später  noch  kennen  lernen 
werden)  erreicht  hat,  so  beginnt  das  Gas  sich  zu  verflüssigen.     Die 


Fig.  5. 


Goordinaten  jpo«  Vq  entsprechen  dem 
Punkte  a  auf  der  Gurve.  Absolut 
nichts  in  dem  Gange  derCurve  yer- 
räth,  dass  nunmehr  ihre  Gültigkeit 
eigentlich  aufhört.  Comprimirt  man 
nämlich  das  Gas  noch  weiter,  so 
tritt  keine  Drucksteigerung  ^)  ein, 
sondern  nur  weitere  Verflüssigung. 
Auch  die  Dichte  des  Gases  bleibt 
immer  dieselbe.  Die  Flüssigkeit,  die 
nun  aus  der  gasförmigen  Kohlen- 
säure entsteht,  hat  eine  andere 
Dichte,  also  ein  anderes  speciflsches 
Volumen,  als  das  Gas  Kohlensäure, 
nämlich  die  durch  die  Abscisse  f^o  dar- 
gestellte, aber  auch  diese  ist  immer 
constant.  Nur  das  Volumen  von 
Dampf  und  Flüssigkeit  zusammen 
ändert  sich  fortwährend  und  wird  immer  kleiner,  jedoch  lediglich,  weil 
immer  mehr  Dampf  in  Flüssigkeit  übergeht  und  Flüssigkeit  eben  eine 
grössere  Dichte  bei  gleicher  Temperatur  und  gleichem  Drucke  hat  als 
der  Dampf.  Ist  alle  Kohlensäure  flüssig  geworden,  so  sind  wir  beim 
Punkte  €  angelangt,  weil  jetzt  Gas  nicht  mehr  da  ist,  und  nun  beginnt 
bei  weiterer  Compression  der  Druck  wieder  zu  steigen.  Also  was  wir 
eigentlich  von  der  Isotherme  haben,  ist  das  Stück  rechts  von  a  und 
links  von  €.  Dazwischen  existirt  überhaupt  nichts  oder  höchstens  die 
gerade  Linie  oea,  welche  nichts  weiter  besagt,  als  dass  während  des 
ganzen  Ueberganges  der  Kohlensäure  aus  Gas  in  Flüssigkeit  eine 
Drucksteigerung  nicht  stattfindet «  es  findet  auch  weder  für  das  Gas 
noch  für  die  Flüssigkeit  eine  Dichteänderung  statt.  Diese  geschieht 
nur,  indem  das  Gas  in  Flüssigkeit  übergeht,  also  eigentlich  nur  an  der 
Grenzfläche  zwischen  Gas  und  Flüssigkeit. 

Indem  man  jedoch  mit  allen  Zwischenwerthen  des  specifischen 
Volumens  zwischen  dem  Werthe  für  das  Gas  und  dem  für  die  Flüssigkeit 
so  operirt,  als  ob  sie  im  Gase  thatsächlich  vorhanden  wären  (was  sie 
allgemein  nicht  sind  ^),  kann  man  aus  der  Zustandsgieichung  für  13,1<^ 


^)  Von  den  thatsächlich  vorhaDdenen  Abweichungen  von   diesem  Ver- 
halten darf  abgesehen  werden. 

')  Wenigstens  nicht,  wenn  man  von  Flächenkräften  abstrahirt. 
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die  zugehörigen  Werthe  für  p  ermitteln;  diese  sind  alle  von  einander 
verschieden.  Zeichnet  man  mit  ihnen  als  Ordinaten  und  mit  den  v  als 
Abscissen  die  Gurre  von  a  weiter,  so  erhält  man  das  geschlängelte 
Stdck  OS,  /),  y,  d,  s.  Als  Isotherme  existirt  dieses  Stück  nicht,  denn 
p  bleibt  ja  für  Gas  und  Flüssigkeit  und  v  für  das  Gas  und  ebenso  für 
die  Flüssigkeit  ungeändert.  Dieses  Gurvenstück  ist  also  rein  ideell. 
Thatsächlich  hört  die  Gurve  bei  a  auf  und  beginnt  bei  £  wieder.  Dass 
auch  die  Gonstanten  für  die  beiden  Gurvenstücke  nicht  dieselben  sind, 
kann  man  aus  den  von  yan  der  Waals  selbst  nach  Andrews/ 
Beobachtungen  berechneten  Werthen  für  h  ersehen.  Für  das  Stück 
rechts  von  a,  also  für  Kohlensäure  als  Gas,  ist  bei 

v  =  0,013764;     0,013036;     0,012933 
5  =  0,00242;       0,002  34;       0,002  39 

im  Durchschnitt  der  sehr  gut  übereinstimmenden  Zahlen 

h  =  0,002  38. 

Dagegen  ist  für  das  Stück  links  von  €,  also  für  Kohlensäure  als  Flüssig- 
keit, bei 

t;  =  0,0022647;  0,0022234;  0,0021822;  0,0020937;  0,0020527 
h  z=  0,001  663;      0,001  643;      0,001  627;      0,001  585;       0,001  565 

im  Durchschnitt  der  wieder  sehr  gut  übereinstimmenden  Zahlen 

h  =  0,001  617, 

also  erheblich  kleiner  als  der  frühere  Betrag.  Selbst  wenn  man  von 
dem  Umstände,  dass  in  der  zweiten  Eeihe  der  Werthe  für  h  die  Be- 
träge systematisch  mit  abnehmendem  Volumen  abnehmen  (was  früher 
auch  für  den  gasförmigen  Zustand  festgestellt  worden  ist),  keine  Notiz 
nehmen  wollte,  kann  man  doch  nichts  Anderes  schliessen,  als  dass  zwar 
die  Form  der  Zustandsgieichung  durch  den  Uebergang  hindurch  ge- 
rettet wird,  dass  aber  die  Gonstanten  nicht  erhalten  bleiben,  son- 
dern im  flüssigen  Zustande  andere  sind  als  im  gasförmigen. 

Genau  das  Nämliche  lehren  die  Zahlen  für  b,  die  van  der  Waals 
aus  den  Beobachtungen  von  Andrews  für  andere  Temperaturen  ab- 
leitet, immer  sind  für  den  flüssigen  Zustand  alle  Werthe  von  h  kleiner 
als  für  den  gasförmigen,  so  bei  21,5^  ist  "b  =  0,00241  im  gasfömigen 
und  0,001 793  im  flüssigen  Zustande  i). 

Der  Leser  erkennt  auch  in  der  Isotherme  für  13,1^  die  drei  reellen 
Wurzeln  für  v  der  van  der  Waals' sehen  und  Glausins' sehen  Zu- 
standsgleichung ,  sie  sind  für  die  Ordinate  Pq  angegeben  und  bedeuten 
die  Abscissen  Vq,  Vq'  und  die  dazwischen  liegende  Vq^'.  Die  beiden 
ersten  entsprechen  physikalischen  Verhältnissen,  die  dritte  Vq^'  ist  phy- 
sikalisch nicht  nachweisbar,  einfach  weil  das  ganze  Gurvenstück  zwi- 
schen a  und  €  physikalisch  nicht  nachweisbar  ist.  Es  deutet  in  dem  Theile 

*)  1.  c,  S.  81. 
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ßyS  sogar  physikalisch  unmögliche  Zustände  an,  weil  in  diesem 
Theile  einem  abnehmenden  Drucke  (die  Gurve  fällt  zur  Abscissenaxe) 
ein  abnehmendes  Volumen  (die  Gurve  nähert  sich  der  Ordinatenaxe) 
entsprechen  würde.  Wie  man  die  Theile  aß  und  d^  zu  deuten  ver- 
sucht hat,  wird  später  erhellen.  Ebenso  komme  ich  später  auf  die  an- 
deren Isothermen  zu  sprechen. 

Nun  hat  man  von  je  den  Hauptwerth  der  van  der  Waals'schen 
Ent Wickelungen  darin  gesehen,  dass  eine  Gleichung  den  Zustand  der 
flüssigen  und  der  gasförmigen  Substanzen  umfassen  sollte.  Ist  diese 
Bedeutung  Vom  Standpunkte  des  Virialpincipes  richtig?  Doch  nicht; 
die  Form  der  Gleichung  kann  für  beide  Zustände  bestehen  und  wird 
wohl  auch  für  beide  bestehen.  Die  sogenannten  ,,Gonstanten"  aber 
können  alle  oder  zum  Theil  für  den  einen  Zustand  ganz  andere  sein, 
wie  für  den  anderen  und  sind  es  auch  thatsächlich.  Das  hindert  nicht, 
dass  sie  ihre  Werthe  continuirlich  ändern.  Während  des  Ueberganges 
wird  aber  die  Gontinuität  der  beiden  Zustandsgieichungen  durch  eine 
Zwischengleichung  vermittelt,  welche  nur  zwei  Variabele  enthält. 
Eigentlich  ist  das  auch  der  Standpunkt,  auf  dem  van  der  Waals 
steht,  denn,  wenn  man  die  Zustandsgieichungen  von  Gas  und  Flüssig- 
keit durch  die  zugehörigen  Formeln  selbst  verbunden  hat,  so  hat  doch 
wohl  Niemand  dieser  Verbindung  Realität  zugeschrieben.  Und  wer 
wollte  —  auch  ganz  abgesehen  von  dem  Nachweise,  der  für  die  dem 
Virialprincip  genau  entsprechende  van  der  Waals' sehe  Gleichung  in 
ganz  derselben  Weise  zu  erbringen  ist,  wie  für  die  gewöhnliche,  dass 
nicht  einmal  für  ein  Gas  die  Grössen  a  und  h  immer  dieselben  Werthe 
haben  können  —  behaupten,  dass  für  Wasser  unter  gewöhnlichen 
Verhältnissen  eine  Zustandsgieichung  mit  den  nämlichen  Gonstanten 
wie  für  Wasserdampf  bestehe.  Es  wäre  nach  der  Bedeutung,  welche 
wir  diesen  Gonstanten  haben  zuschreiben  müssen,  wider  alle  Erwartung, 
wenn  dem  so  wäre ,  denn  kaum  kann  man  sich  •  den  Uebergang  eines 
Gases  in  eine  Flüssigkeit  anders  als  durch.  Anlagerung  von  Molekeln 
an  Molekel  vorstellen ,  wodurch  schon  die  Gonstanten  a  und  h  sich 
ändern  müssen.  Aber  eigentlich  wissen  wir  nicht,  wie  dieser  Ueber- 
gang zu  Stande  kommt,  setzt  man  die  Zustandsgieichung  über  diesen 
Uebergang  hinweg,  so  setzt  man  thatsächlich  nur  die  Zustandsgieichung 
des  Gases  fort. 

49.     Kritische  Temperatur,  kritisoher  Druck  und  kritische 

Dichte  der  Gase  und  Si.üssigkeiten. 

Andrews  hat  die  überraschende  Entdeckung  gemacht,  dass  Gase 
sich  in  Flüssigkeiten  durch  DjTickvermehrung  nur  dann  überführen 
lassen,  wenn  ihre  Temperatur  eine  gewisse  für  jedes  Gas  von  seiner 
Beschaffenheit  abhängige  Höhe  nicht  überschreitet.  Oberhalb  dieser 
Temperatur  ist  ein  Gas  unter  allen  Drucken  ein  Gas,  unterh^b  der- 
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selben  kann  es  in  eine  Flüssigkeit  comprimirt  werden.  Man  nennt 
diese  Temperatnr  die  kritische  Temperatur.  Hat  ein  Gas  gerade 
diese  kritische  Temperatur  und  comprimirt  man  es,  so  gelangt  man 
bei  einem  gewissen  Drucke  zu  einem  Zustande,  bei  welchem  sich  nicht 
mehr  entscheiden  lässt,  ob  man  es  mit  einem  Gase  oder  einer  Flüssig- 
keit zu  thun  hat.  Die  ganze  Substanz  ist  homogen  und  wenn  man 
den  Druck  yermehrt,  geht  die  ganze  Substanz  auf  einmal  in  eind 
Flüssigkeit  über.  Man  nennt  diesen  Druck,  bei  welchem  unter  der 
kritischen  Temperatur  die  Substanz  ebenso  gut  als  Flüssigkeit  wie  als 
Gas  angesprochen  werden  kann,  den  kritischen  Druck.  Das  zu- 
gehörige specifische  Volumen  heisst  das  kritische  Volumen.  Um- 
gekehrt kann  man  sagen,  keine  Flüssigkeit  kann  oberhalb  der  kriti- 
schen Temperatur  und  unterhalb  der  kritischen  Dichte  als  Flüssigkeit 
bestehen. 

Wenn  man  ein  Gas  unterhalb  der  kritischen  Temperatur  compri- 
mirt, gelangt  man  zu  einem  Punkte,  wo  eine  weitere' Compression  keine 
Druckvermehrung  bewirkt,  sondern  nur  noch  Verflüssigung  des  Gases. 
Das  specifische  Volumen  des  Gases  bleibt  ungeändert,  wenn  auch  seine 
Menge  durch  den  Uebergang  in  eine  Flüssigkeit  abnimmt.  Je  höher 
die  Temperatur  ist,  desto  mehr  ist  das  Volumenintervall  eingeschränkt, 
für  welches  der  Druck  constant  bleibt ,  wo  also.  Verflüssigung  eintritt. 
Sowie  die  kritische  Temperatur  überschritten  ist ,  finden  sich  keine 
zwei  Volumina  mehr,  für  welche  gleicher  Druck .  bestände. 

Am  besten  ist  dieses  Verhalten  der  Gase  aus  der  auf  S.  364  an- 
gegebenen Tabelle  zu  ersehen,  sie  gilt  für  Kohlensäure.  ~  Die  Drucke 
sind  in  Atmosphären,  die  Volumina  in  Einheiten  des  Volumens  bei  0® 
und  dem  Druck  einer  Atmosphäre  gemessen. 

Man  sieht,  wie  für  die  Temperatur  0^  vom  Volumisn  0,01636  bis 
zu  dem  0,00250  immer  der  nämliche  Druck  34,4  Atmosphären  ge- 
herrscht  hat,  das  heisst  während  die  Gasmenge  durch  Verflüssigung 
abnahm,  ist  der  Druck  constant  geblieben,  die  Compression  hat  nur 
Verflüssigung  bewirkt.  Die  Flüssigkeit  besass  zuletzt  das  Volumen 
0,0025  und  nun  begann  bei  weiterer  Compression  der  Druck  sehr  stark 
zu  steigen.  Aehnlich  ist  das  Verhalten  bei  10  und  20^,  im  ersten 
Falle  ist  der  constante  Druck  44,4,  im  zweiten  56,4.  Der  Unterschied 
zwischen  dem  Volumen  des  Gases  unmittelbar  vor  der  Verflüssigung 
und  der  Flüssigkeit  unmittelbar  nach  der  Verflüssigung  ist  im  ersten 
Falle  0,0105,  im  zweiten  0,0064,  also  bedeutend  kleiner.  Bei  30^  ent- 
sprechen die  gleichen  Drucke,  70,7,  dem. Volumen  des,  Gases  bezw.  der 
Flüssigkeit  0,00578  und  428.  Hier  ist  die  Volum endifferenz  nur  noch 
0,00150.  Bei  40^  und  vollends  den  anderen  Temperaturen  sind  gleiche 
Drucke  nicht  mehr  zu  finden.  In  der  That  ist  die  kritische  Tempe- 
ratur der  Kohlensäure  nach  Amagat's  Versuchen,  mit  denen  andere 
ausgezeichnet  stimmen,  31,35^0.  Der  zugehörige  kritische  Druck  be- 
trägt 72,9  Atmosphären,  die  kritische  Dichte  0,464.     Ich  gebe  hier 
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die  kritischen  Daten  für  einige  Gase  nach  dem  so  ausgezeichneten 
Tabellenwerke  von  Landolt  und  Börnstein.  Die  Temperaturen  sind 
Grade  Celsius,  die  Drucke  Atmosphären,  die  Volumina  Einheiten  des 
specifischen  Volumens  des  betreffenden  Gases  bei  0^  und  Atmosphären- 
druck, die  Dichten  Einheiten  der  Dichte  des  Wassers  von  4^C.  Viel- 
fach habe  ich  Mittel  gebildet. 


Substanz 


Formel 


Kritische   Daten 


Tempe- 
ratur 


Druck 


Volu- 
men*) 


Dichte 


Aether 

Aethylen 

Alkohol 

Ammoniak  .... 

Benzol 

Brom 

Chlor 

Chloroform .... 

Cyan 

Kohlenozyd  .  .  . 
Kohlensäure')  .  . 
Sauerstoff  .... 
Schwefelkohlenstoff 
Schwefelwasserstoff 
Stickozyd  .... 
Stickoxydul  .  .  . 
Stickstoff  .... 
Terpentinöl     .    .   . 

Wasser 

Wasserstoff     .   .   . 
Luft 


O4H10O 

C.H«0 

NHa 

CgHe 

Brg 

Cl. 

OH  eis 

C,N, 

CO 

COg 

o, 

CS. 
H,S 
NO 
1^,0 

Na 

HjjO 
Ho 


193,3® 

37,1 

10,8 

54,9 

238,0 

64,2 

130,5 

— 

289 

52,6 

302 

— 

145 

94,8 

260 

55 

124 

61,7 

140,3 

35,7 

31,2 

74,0 

118,4 

50,4 

275,0 

76,2 

100,1 

90,3 

.93,5 

71,2 

35,9 

74 

146,2 

34 

376 

— 

364,4 

197 

235,0 

20 

140,5 

39,3 

0,01387 
0,00569 
0,00713 

0,00981 
0,0065 


0,00445 
0,0093 


0,0048 
0,0046 


0,227 
0,300 
0,288 

0,355 
1,18 


0,446 
0,638 


0,41 
0,42 


Man  sieht,  wie  stark  verschieden  die  kritischen  Daten  der  ein- 
zelnen Stoffe  sind.  Die  Temperaturen,  so  weit  sie  bis  jetzt  bekannt 
sind,  gehen  von  — 235  bis  +  376,  die  Drucke  von  20  Atmosphären  bis 
200  Atmosphären.  Die  früher  als  permanente  Gase  bezeichneten 
Eohlenoxyd,  Sauerstoff,  Stickoxyd,  Stickstoff,  Luft,  Wasserstoff  waren 
es  deshalb,  weil  ihre  kritische  Temperatur  so  niedrig  ist,  dass  man  sie 
mit  den  damals  bekannten  Mitteln  nicht  unterschreiten  konnte. 

Nehmen  wir  ein  Gas,  welches  über  der  kritischen  Temperatur  er- 
hitzt ist  und  comprimiren  es,  so  bleibt  es  ein  Gas  mit  allen  charakteri- 
stischen Eigenschaften  eines  solchen.    Wir  wollen  es  bis  zum  kritischen 


^)  Die  Zahlen  dieser  Columnen  sind  äusserst  unsicher. 
*)  Nach  Andrews,  Cailletet  und  Amagat,  die  Beobachtungen   der 
beiden  letzteren  mit  doppeltem  Gewicht  gerechnet. 
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Drucke  comprimirt  haben,  es  ist  noch  ein  Gas.  Nun  kühlen  wir  es  ab, 
sowie  die  kritische  Temperatur  erreicht  ist,  wissen  wir  schon  nicht 
mehr,  ob  wir  noch  ein  Gas  vor  uns  haben;  sowie  aber  diese  unter- 
schritten ist,  haben  wir  eine  Flüssigkeit  vor  uns.  Der  Uebergang  ans 
dem  gasförmigen  in  den  flüssigen  Zustand  ist  also  ganz  continnirlich. 

Umgekehrt,  denkt  man  sich  eine  hinlängliche  Menge  Flüssigkeit 
in  einem  Gefasse  hermetisch  eingeschlossen  und  erwärmt  das  Gefass, 
80  entwickeln  sich  Dämpfe,  welche,  weil  sie  nicht  entweichen  können, 
sich  über  der  Flüssigkeit  ansammeln  und  auf  die  Flüssigkeit  drücken. 
Die  Flüssigkeit  bleibt  von  ihnen  scharf  abgegrenzt.  Je  mehr  die 
Temperatur  sich  der  kritischen  nähert,  desto  undeutlicher  wird  die  Be- 
grenzung zwischen  Flüssigkeit  und  Dampf,  und  wenn  diese  kritische 
Temperatur  erreicht  ist,  ist  die  Begrenzung  yerschwunden  und  Flüssig- 
keit und  Dampf  haben  gleiches  Aussehen.  Das  Aussehen  ist  trübe  und 
lässt  darauf  schliessen,  dass  Gas  und  Flüssigkeit  gewissermaassen  eines 
in  dem  anderen  aufgelöst  ist,  oder  dass  unterschiedslos  Gaspartikel 
und  Flüssigkeitspartikel  durch  einander  gewirbelt  sind.  Diese  Er- 
scheinung hat  namentlich  Cagniard  de  Latour  studirt^). 

£s  giebt  also  beim  Uebergange  aus  gasformigem  in  flüssigen  Zu- 
stand und  aus  flüssigem  in  gasförmigen  Zustand  nur  unterhalb  der 
kritischen  Temperatur  Unstetigkeiten,  bei  der  kritischen  Temperatur 
nicht;  hier  ist  der  Uebergang  ein  ganz  unmerklicher  und  der  Unter- 
schied zwischen  Gas  und  Flüssigkeit  ganz  yerschwunden.  Gas  und 
Flüssigkeit  haben  bei  dieser  kritischen  Temperatur  dieselbe  Wärme, 
Dichte  und  denselben  Druck,  das  bedeutet:  bei  dieser  Temperatur 
fallen  die  Zustandsgieichungen  zusammen,  vorher  und  nachher  können 
sie  ganz  aus  einander  gehen. 

Tan  der  Waals  fasst  aber  den  Sachverhalt  anders  auf.  Er 
nimmt  an,  dass  mit  denselben  Constanten  die  Zustandsgieichung  für 
gasformigen  und  flüssigen  Zustand  gilt.  Von  den  drei  Volumina, 
welche  die  Gleichung  für  bestimmte  Werthe  von  jp  und  d"  ergiebt ,  soll 
das  kleinste  der  Flüssigkeit,  das  grösste  dem  Gase  zukommen,  das  da- 
zwischen liegende  unrealisirbar  sein.  Wenn  daher  im  kritischen  Zu- 
stande Flüssigkeit  und  Gas  gleiche  speciflsche  Volumina  haben,  so 
müssen  überhaupt  alle  drei  Volumina  einander  gleich  sein,  und  folglich 
mnss  die  Zustandsgieichung  für  kritischen  Druck  und  kritische  Tempe- 
ratur drei  gleiche  Wurzeln  für  v  ergeben.    Nun  lautet  diese  Gleichung 


^}  Es  ist  mir  wohl  bekannt,  dass  über  die  Bedeutung  des  kritischen  Zn- 
standes noch  erhebliche  Meinungsverschiedenheiten  herrschen,  da  ich  aber 
nichts  Entscheidendes  zu  sagen  habe,  mag  ich  auch  darauf  nicht  eingehen. 
Doch  sei  auf  den  Aufsatz  von  Stoletow  hingewiesen:  „Ueber  den  kritischen 
Zustand  der  Körper",  Physikalische  Bevue  1892,  11,  S.  44.  Die  Darstellung 
im  Text  stimmt  mit  der  am  meisten  angenommenen  überein.  Siehe  auch 
Kuenen  in  Kr.  8  und  11  der  Communications  des  Leydener  Universitäts- 
Laboratoriums. 
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in  der  Form  als  Gleichung  für  v  geschrieben  nach  van  der  Waals 

\  P  /  P         P 

Nen&en  wir  also  die  dreifache  Wurzel  v\  die  zugehörigen  Werthe 
von  p  upd  &  bezw.  p',  ^',  so  wäre  hiernach 

P  P  P 


Daraus  folgt 


v'  =  3  5, 


P  = 


a 


27  52' 


und 


27  IB 


y„'=  Ib»', 


und  es  ergäbe  sich  der  wichtige  Satz:  Die  kinetischen  Daten 
eines  jeden  Gases  und  jeder  Flüssigkeit  sind  durch  die  Con- 
stanten der  Zustandsgieichung  selbst  bestimmt. 

Aber  welche  Werthe  für  die  Grössen  a  und  h  soll  man  annehmen, 
da,  wie  nachgewiesen  ist,  diese  Grössen  keinesfalls  constant  sind? 
Tan. der  Waals  hat  für  Kohlensäure  als  solche  Grössen  benutzt 

a  =  0,00874,         h  =  0,0023. 

Beide  Zahlen  hat  er  aus  Regnault's  oben  (S.  387)  mitjgetheilten 
Versuchen  über  Kohlensäure  berechnet.  Wie  er  zu  diesen  Zahlen  ge- 
langt ist,  kann  ich  nicht  sagen,  ich  selbst  finde  (S.  387  und  392) 

a  =  0,0124    und    h  =  0,Q0660 

und  aus  Andrews^  Beobachtungen  (S.  389  und  392) 

a  =  0,0139,         h  •=  0,00616, 

Zahlen,  die  von  einander  yiel  weniger  abweichen  als  von  den  von  van 
der  Waals  berechneten.  Auch  Herr  Sund  eil  scheint  die  Richtigkeit 
der  yan  der  Waals^ sehen  Zahlen  anzuzweifeln^)  und  findet  jedenfalls 
erheblich  grössere  Werthe  als  yan  der  Waals,  nämlich 

a  =  0,0129,         h  =  0,00525, 

Zahlen,  die  mit  den  hier  berechneten  sehr  gut  stimmen. 

Berechnet  man  nun  mit  yan  der  Waals'  Zahlen  die  kritischen 
Daten,  so  ergiebt  sich  für  Kohlensäure 

</  =  0,0069,    p'  =  61,19;     ^  =  305,5     =  273»  +  32,5»  C. 


^)  Sur  les  coefficients  de   dilatation  et  de  tension  des  ^z,  Oeyersigt 
af  finska  Yetenskaps-Societetens  förhandlingar  XL,  1899. 


' 
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Die  in  der  Tabelle  auf  S.  416  angegebenen  entsprechenden  Be- 
obacbtungsdaten  zeigen,  dass  die  Uebereinstimmung  mit  der  Erfahrung 
nur  hinsichtlich  der  kritischen  Temperatur  allenfalls  befriedigen  kann, 
woselbst  die  Differenz  etwa  l^C.  beträgt,  dagegen  ist  der  beobachtete 
kritische  Druck  um  12  Atmosphären  grösser  als  der  berechnete  und 
das  beobachtete  kritische  Volumen  höchstens  Vs  ^^n  dem  berechneten. 

Wenn  man  die  hier  aus  Regnault's  und  Andrews'  Versuchen 
abgeleiteten  Zahlen  benutzt,  die  wir,  auch  nach  Sundell's  Berech- 
nungen, für  richtiger  annehmen  müssen  als  die  yan  der  Waals 'sehen, 
so  kommt  man  zu  Werthen  für  die  kritischen  Daten,  die  der  Erfah- 
rung so  sehr  widersprechen,  dass  es  unangenehm  ist,  sie  niederzu- 
schreiben. Es  kommt  beispielsweise  für  die  kritische  Temperatur  —  95^ 
heraus,  während  diese  -{■  31,35  beträgt,  das  specifische  Volumen  findet 
sich  viermal  so  gross  wie  beobachtet,  der  Druck  nur  ein  Sechstel 
Yom  beobachteten.  Also  auch  hier  versagt  quantitativ  die  van  der 
Waals' sehe  Gleichung  vollständig,  wenn  man  durchaus  a  und^  als 
Gon stauten  ansehen  will,  aber  qualitativ  ist  das  Ergebniss,  zu  dem  sie 
hinsichtlich  des  kritischen  Zustandes  geführt  hat,  von  hohem  Interesse, 
und  fast  möchte  man  sich  darüber  freuen,  dass  van  der  Waals  in 
Folge  ungenauer  Wahl  von  Zahlen  zu  einem  für  seine  Theorie  günstigen 
Ergebniss  gelangt  ist,  sonst  hätte  6r  diese  Theorie  wohl  unterdrückt, 
und  wir  wären  all  der  schönen  Untersuchungen,  die  er  und  Andere  an 
diese  Theorie  angeschlossen  haben,  verlustig  gegangen. 

Selbst  die  nur  die  Grösse  M  enthaltende  Formel 

^  S 

stimmt  mit  der  Erfahrung  nicht  recht.     Nach  van  der  Waals  ist 

B  =  0,003  686, 

was  mit  der  hier  berechneten  Zahl  0,003  691  übereinstimmt.    Da  nach 

Amagat 

p'  =  72,9,         v'  =  0,00425 

ist,  erhielte  man  aus  obiger  Gleichung  d'^  =  223,8,  das  heisst . —  49,2^ 
statt  -}~  31,35.  Sieht  man  andererseits  d''  und  p^  als  bekannt  an  und 
berechnet  v',  so  resultirt 

t;'  =  0,00578. 

Ausser  der  Zahl  von  Amagat   0,00425  finde   ich  für  v'   noch   drei 

andere  Angaben: 

0,0066,         0,00428,         0,0045, 

was  ich  nicht  unerwähnt  lassen  durfte,  weil  eine  davon,  sie  stammt  von 
Andrews  her,  von  der  berechneten  Zahl  nach  der  entgegengesetzten 
Seite  abweicht  wie  die  anderen.  Die  Zahl  von  Amagat  scheint  mir 
aber  sehr  genau  zu  sein.  Will  man  sie  nicht  anerkennen,  so  er- 
gebt das  Mittel  aller  vorliegenden  Bestimmungen  e;'  =  0,00491,  wovon 
die  berechnete  Zahl  um  0,00087  abweicht. 

27* 
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Die  Gleichung  von  Clausius  in  ihrer  ursprünglichen  Form  und 
als  Gleichung  für  v  geschrieben  lautet 

^i^^2f^^^^2ß\  +  v  {ß^  —  2/Sb  —  -^  (2/S^2  —  c)\ 

-  (hß^  +  ^  iß^^'  +  ch)^  =  0. 
Die  Bedingungen  für  die  drei  gleichen  Wurzeln  wären  hiemach 

woraus  man  ableitet 


V2I6  Q)  +  /S)3c  r  27  (5  +  ^) 

Setzt  man  hierin  die  von  Clausius  angenommenen  Zahlen  für 
2J,  h  und  /5  und  für  c  die,  den  Andrews' sehen  Beobachtungen  besser 
entsprechende,  Zahl  597,8)  so  folgt 

v'  =  0,004483,    y  =  79,0,     ^'  =  273  +  39,00. 

Der  Werth  für  1/  stimmt  sehr  genau  mit  dem  angenommenen  Mittel- 
werthe  überein,  die  beiden  anderen  Zahlen  sind  aber,  auch  nach 
den  Mittelwerthen  aller  yorhandenen  Versuche,  als  zu  gross  zu  be- 
zeichnen. Mit  dem  von  Clausius  selbst  angenommenen  Werthe  für 
C  wäre  die  Uebereinstimmung,  abgesehen  von  dem  Werthe  für  v\  er- 
heblich besser,  aber  dann  blieben  die  bedeutenden  Abweichungen  gegen 
Andrews'  Versuche  über  den  Spannungscoefficienten  bestehen.  Wahr- 
scheinlich sind  die  Werthe  der  Constanten  überhaupt  nicht  richtig  an- 
genommen. Doch  wissen  wir  bereits,  dass  die  Clausius' sehe  Gleichung 
hinsichtlich  der  Abhängigkeit  von  der  Temperatur  an  sich  nicht  ge- 
nügt. Battelli  findet,  wie  schon  bemerkt  (S.  368),  dass  die  Clau- 
sius'sehe  Gleichung  ausgezeichnet  mit  der  Erfahrung  stimmt,  wenn 
man  ihr  die  Form  giebt 

^~v  —  b  (v  +  ß)^'~' 

Bc 
wo  also  an  Stelle  der  Grösse  -^  die  a'  d^  —  a"  d^  getreten  ist. 

Alsdann  erhält  man  zur  Berechnung  der  kritischen  Daten  die 
Gleichungen 

t;'  ==  35  +  2^,  i>'  =  -  ^-p^, ^ =  -B(b  +  ß). 
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Für  Aether  leitet  er  aus  seinen  Beobachtungen  über  Dichte  und 
Druck  des  Dampfes  im  Temperaturinteryall  —  28  und  192^0.  für  die 
Constanten  in  Einheiten  Gramm,  Gentimeter,  Secunde  als  Werthe  ab 

E  =  83,201,  a'  =  0,8134,  a"  =  24,38,  m=  —  0,19302, 
n  =  —  0,401,  h  =  1,098,  ß  =  0,764, 
woraus  nach  ihm  folgt 

f/  =  4,82  ocm,    p'  =  2643,3  cm,     ^'  =  473,2, 
während  seine  Versuche  ergeben  hatten 

v'  =  4,82  cm,    p'  =  2718,4  cm,     ^'  =  470,0. 

Für  Schwefelkohlenstoff  ist  nach  Battelli^s  Versuchen  wiederum 
über  Druck  und  Dichte  bei  verschiedenen  Temperaturen  ( —  29  bis 
+  2730  G.) 

R  =  81,971,     a'  =  128  632,4,     a"  =  9,5877,     m  =  —  0,32021, 
n=  +  1,19421,     l  =  0,684,     ß  =  0,327, 

somit 

t/  =  2,71  ccm,    p'  =  5545,8  cm,    ^  =  547,2. 

Gefunden  war 

t?'  =  2,65  cm,    p'  ==  5538,0  cm,     »'  =  546,05. 

Die  Uebereinstimmung  ist  in  beiden  Fällen  eine  sehr  gute.  Bat- 
telli's  Aenderung  an  der  Glausius'schen  Gleichung  scheint  also 
eine  Verbesserung  zu  bedeuten. 

Noch  mache  ich  darauf  aufmerksam,  dass  unabhängig  ron 
dieser  Aenderung  und  überhaupt  allein  bestimmt  durch  die  Annahme 
über  die  Zustandsgieichung  als  Function  des  Volumens  die  Glau- 
sius^sche  Gleichung  ergiebt: 

Von  der  entsprechenden  yan  der  Waals 'sehen  Gleichung  unter- 
scheidet sich  dieses  durch  den  Factor 

Gleichungen  dieser  Art  sehen  so  aus,  wie  die  Boyle- Gay -Lussac' sehe 

Gleichung  für  ideale  Gase,  nur  dass  sie  noch  mit  besonderem  Factor 

behaftet  sind.     Nach  ran  der  Waals  soll  dieser  Factor  für  alle  Sub- 

3 

stanzen  gleich  sein  und  -^  betragen,   nach  Clausius  soll  er  von  der 

8 

Natur  der  Substanz  abhängen  und  —  da  &  und  ß  beide  positiv  sein 

3 
müssen  —  kleiner  sein  als  ~,  und  zwar  um  den  Betrag 

o 

1    ß 

8b  +ß' 


(! 
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Für  Kohlensäure  wäre  der  Factor  nach  Clansias'  Gonstanten  0,308, 
für  Aether  und  Schwefelkohlenstoff,  beides  nach  Battelli,  gleich  0,322, 
bezw.  0,386.  Sehr  verschieden  sind  die  Zahlen  von  einander  nicht. 
Wir  haben  bis  jetzt  zwei  Methoden  kennen  gelernt,  zu  den  Be- 
stimmungsgrössen  für  den  kritischen  Zustand  zu  gelangen,  die  hier 
dargelegte  der  Gleichheit  der  Wurzeln  für  v  und  die  früher  angegebene, 
dass  ein  Zustand  vorhanden  ist,  in  welchem 

'^^  =00 

ist.  Aber  beide  Methoden  stützen  sich  auf  die  besondere  Form  der 
Zustandsgieichung  von  van  der  Waals  und  Clausius.  Wir  werden 
bald  eine  dritte  Methode  kennen  lernen,  die  anscheinend  allgemein 
gültig  ist.  Zur  Begründung  derselben  betrachten  wir  erst  die  thermo- 
dynamischen  Gesetze,  welche  man  für  den  Uebergang  einer  Flüssigkeit 
in  einen  Dampf  und  umgekehrt  eines  Dampfes  in  eine  Flüssigkeit  ab- 
geleitet hat. 

50.    Thermodynamik  der  Verdampfung  und  Verflüssigung. 

Eine  Flüssigkeit  und  ihr  Dampf  seien  mit  einander  in  Berührung, 
wir  fragen  nach  den  therm odynamischen  Vorgängen  bei  der  Ver- 
dampfung der  Flüssigkeit  und  bei  der  Condensirung  des  Dampfes. 
•3^11  ^li  Si  seien  Masse,  innere  Energie  und  Entropie  des  Dampfes, 
M29  ^2f  ^2  ^^^  ^^^  Flüssigkeit.  Aenderung  der  Gesammtmasse  finde 
nicht  statt,  also  Flüssigkeit  und  Dampf  sollen  sich  eines  auf  Kosten 
des  anderen  vermehren.  Druck  p  und  Temperatur  d"  seien  in  beiden 
Körpern  gleich  und  die  äussere  Arbeit  bestehe  in  der  Ueberwindung 
des  Druckes  bei  Volumenvermehrung,  bezw.  in  der  Arbeitsleistung  bei 
Volumen  Verminderung.     Nach  Abschnitt  21  haben  wir 

M       =  -afi  +  M%, 

ÖM  =  ÖM^  +  8M2  =  0, 

1)  Mv  =  MiVi  +  M2V2  =  -Ml  Vi  +  (Jf  —  Mi)v2, 
MS  =  itfi  iSi  +  M2 82  =  M^Si  +  (M—  Ml)  iSa, 
MU  =Miüi  +  M2  Ü2  =  Miüi  +  (M—  Ml)  Ü2, 

somit  wird 

MdU=  MidUi  +  {M  —  Mi)dÜ2  +  (üi  —  üa)d^i» 

2)  MdS  =  MidSi  +  (M—  Mi)dS2  +  (S^  —  S2)dMi, 
Mpdv  =  p[MidVi  +  {M —  Mi)dv2]  +  i>(^i  — V2)dMi, 

und  es  ist 

3)  JdQ  =  Mi(düi  +  pdvi)  +  (M—  Mi){dUi  +  pdv2) 

+  [Ui  -  ü,  +p(vi  ^V2)]dMi, 

4)  ^  =  MdS  =  MidSi  +  (M  —  Mi)dS2  +  (Si  —  82)dMi. 


' 
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Nun  ist  aber  zufolge  Aj)  in  Abschnitt  16 

Mrdüi  +  MipdVi 


5)  JMidSi  = 


6)  JMa  dSi  = 


(M—Mi)dU^  +  (M—Mj)pdV2 


Setzen  wir  dieses  in  die  Gleichung  4)  ein  und  halten  das.  Er- 
gebniss  mit  dem  der  Gleichung  3)  zusammen,  so  folgt  zunächist 

7)  Jffl-g,)=^^-^«+/^'^~''V 

somit 

8i)  Z7i  —  eT-Ö-Si  +  P^i  =  U<i  —  Jd'  S2  +  p^2^ 

d.  h. 

83)  ^1  =  02. 

Die  thermodynamischen  Potentiale  0  einer  Flüssigkeit 
und  ihres  Dampfes  sind  einander  gleich. 

Stellen  wir  uns  den  Zustand  jeder  der  beiden  Substanzen  als  ge- 
geben durch  Druck,  Volumen  und  Temperatur  vor,  so  werden  ^i  und 
<^2)  jedes  durch  diese  Yariabeln  bestimmt  sein.  Nun  können  wir  uns 
mit  Hülfe  der  Zustandsgieichung  für  den  Dampf  in  O^  das  Volumen  v^, 
und  mit  Hülfe  der  für  die  Flüssigkeit  in  ^2  ^^^  Volumen  V2  eliminirt 
vorstellen,  alsdann  sind  Oi  und  O^  nur  noch  Functionen  von  Druck 
und  Temperatur.     Wir  hätten  hiernach 

und  da  Dampf  und  Flüssigkeit  gleichen  Druck  und  gleiche  Temper^-tur 
besitzen  sollen,  giebt  die  Beziehung  82) 

83)  A  (s,  »)  =  fi  (i».  *). 

Diese  Gleichung  besagt,  dass  der  Druck  allein  von  der  Temperatur 
abhängt.  Sie  heisst  die  Spannungsgleichung^  und  setzt  fest,  unter 
welchem  Drucke  bei  bestimmter  Temperatur  die  Flüssigkeit  verdampft, 
bezw.  wie  sich  die  Spannung  des  Dampfes  ändert,  wenn  die  Tempe- 
ratur variirt.  Stellen  wir  uns  p  und  %'  als  rechtwinklige  Coordinaten 
in  einer  Ebene  dar,  so  heisst  die  durch  obige  Gleichung  83)  gegebene 
Curve  die  Spannungscurve  des  betreffenden  Dampfes.  Wir  denkeh 
sie  uns  stets  in  einem  links  liegenden  Coordinatensystem,  dessen  Ordi>- 
natenaxe  Axe  der  |7,  dessen  Abscissenaxe  Axe  der  %'  ist,  gezeichnet. 

Die  Spannungscurve  ist  bestimmt  durch  die  Schnittlinie  der  beiden 
thermodynamischen  Flächen 

von  denen  die  eine  den  Verlauf  des  thermodynamischen  Potentials  des 
Dampfes  (Gases) ,  die  andere  die  des  Potentials  der  Flüssigkeit  dar- 
stellt. 
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Ein  Dampf  (Gas)  in  Berührung  mit  seiner  Flüssigkeit  verhält  sich 
also  anders  wie  ein  freies  Gas.  Man  nennt  einen  Dampf,  der  zu- 
sammen mit  seiner  Flüssigkeit  bestehen  kann,  gesättigt.  Der  Zu- 
stand gesättigter  Dämpfe  ist  also  bestimmt  durch  eine  Yariabele 
(abgesehen  von  Beziehungen,  die  Flächen  betreffen),  die  Spannungs- 
gleichung giebt  eine  der  beiden  andei*en  Yariabeln,  die  Zustands- 
gieichung die  dritte. 

Wichtig  ist,  dass  neben  der  Zustandsgieichung  für  Dampf  und 
Flüssigkeit  noch  eine  besondere  Gleichung  besteht,  welche  allgemein 
Ton  der  Thermodynamik  vorgeschrieben  wird. 

In  der  geometrischen  Darstellung  der  Spannungscurve  genügen 
alle  Werthe  p,  ^,  welche  zu  Punkten  auf  dieser  Curve*  gehören ,  der 
Beziehung 

Wählen  wir  Werthe ,  welche  Punkten  der  p,  »^-Ebene  gehören,  die 
nicht  auf  der  Curve  liegen,  so  ist  für  diese  die  obige  Gleichung  nicht 
erfallt.     Es  sei 

p'  =p  +  dp,         d''  =  d^  +  dd^ 

ein  solches  Werthepaar,  und  Oi,  O^'  seien  die  zugehörigen  thermo- 
dynamischen  Potentiale  des  Dampfes  bezw.  der  Flüssigkeit.    Dann  ist 

*■' =  *'  +  ^  "*  +  !¥-'' *• 
*..  =  *. +  ^,,  +  ^,», 

also  wegen  82) 

,0,, .,  _  *, = (^  -  ^),., + (^  -  ^)^ ... 

Aber  nach  Gleichung  107)  und  108)  in  Abschnitt  19)  haben  wir 
allgemein 

somit 

10.2)  ^1'  —  <tf2   =  («^1  —  t^2)dp  —  J{Si  —  S2)dd: 

Vi  —  V2  ist  stets  positiv  oder  Null ,  also  (Vi  —  ^2)  dp  positiv  oder 
negativ,  je  nachdem  dp  positiv  oder  negativ,  d.  h.  p'  grösser  oder 
kleiner  als  p  ist.  Nun  kann,  wenn  p  bei  gleichem  d"  vergrössert  wird, 
der  Erfahrung  nach  nur  eine  Condensation  eintreten,  also  entspricht 
die  Ungleichung 

lli)  (^Z  -  ^2')^  >  0 

einer  Condensation  von  Dampf  zu  Flüssigkeit  und  die 

II2)  (^1'  -  ^2')^  <  0 


Thermodynamik  der  Verdampfung  und  Condensation.  425 

einer  Verdampfung  von  Flüssigkeit.  Alle  Punkte,  für  welche  Jß'  ^  ^ 
ist,  liegen  oberhalb  der  Spannungscurve,  der  Theil  der  Ebene  oberhalb 
der  Spannungscurve  entspricht  hiernach  Condensationserscheinungen 
and  enthält  Potentialwerthe ,  welche  bei  gleicher  Temperatur  für  die 
Flüssigkeit  kleiner  sind  als  für  den  Dampf.  Der  Theil  der  Ebene  unter- 
halb der  Spannungscurve  entspricht  der  Verdampfung,  dort  ist  das 
Potential  der  Flüssigkeit  grösser  als  das  des  Dampfes  ^). 

Ist  sodann  d  %"  positiv ,  so  kann  bei  gleichbleibendem  Drucke,  wie 
gleichfalls  die  Erfahrung  gelehrt  hat,  nur  Verdampfung  eintreten.  Das 
Zeichen  des  Gliedes  J{ßi  —  S^  d%'  hängt  aber  noch  von  Si  —  S^ 
ab.    Ueber  diese  Grösse  gewinnen  wir  in  folgender  Weise  Aufklärung: 

Aus  der  Gleichung  8)  haben  wir  ersehen,  dass  im  Zustande  der 
Berührung  eines  gesättigten  Dampfes  mit  der  Flüssigkeit  von  den 
drei  Variabein  j>,  v,  %'  nur  eine  willkürlich  ist,  die  anderen  aber  durch 
diese  eine  bestimmt  sind.  Nun  sind  alle  Variabelen,  die  wir  über- 
haupt haben 

-Mj,   M^,  Vi,   172,  i>i,  1)2»  -Ö*!,   -^2 

und  da  |?i  =  p^i  ^\  =  '^2?  ^^^  ^i  +  ^2  ==  ^  ist,  so  folgt  [weil  man 
Vi^  V2  aus  den  betreffenden  Zustandsgieichungen  des  Dampfes  und  der 
Flüssigkeit  als  Functionen  je  von  p,  d"  und  dann  durch  8)  als  Functionen 
je  von  d"  darstellen  kann],  dass  der  Zustand  der  Flüssigkeit  und  ihres 
gesättigten  Dampfes  durch  nur  zwei  unabhängige  Variabein  bestimmt 
ist.  Nehmen  wir  als  solche  Mi  und  d',  so  geht  die  Gleichung  4) 
über  in 

12)    -#  =  ^i(ä^^^i+-8^^^) 

^m-  M,)  (1^  dM,  +  H  e«^)  +  (Si  -  S2)  dM,, 
Und  da  auch 

ist,  so  zerfallt  die  obige  Gleichung  in  die  beiden  unabhängigen  Be- 
ziehungen 

14)  mim     =M,^^  +  (M-M,)^^^ 


d»   '  ^  "  d» 


^jf_8(s, -s.)^„as. 


Aber  Si  und  S^ ,  die  sich  auf  Masseneinheiten  des  Dampfes ,  bezw.  der 
Flüssigkeit  beziehen,  sind  gar  nicht  von  Mi  abhängig.  Die  letzte 
Gleichung  giebt  also 

^)  Diese  Betrachtung  rührt  von  Duhem  her.    Travaux  et  Memoireg  des 
facultas  de  Lille  1891.    Ebenso  Einiges  des  Nachfolgenden. 
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Zunächst  folgt  aus  den  Beziehungen  14)  und  162)        ' 

eine  Gleichnng,  die  Torhanden  sein  musste,  wenn  eben  Mi  und  9'  un- 
abhängige Yariabeln  sein  sollten  and  8  durch  diese  allein  bestimmt 
werden  kann.    Femer  ist  zufolge  13) 

/_aS_\     _  1  fdQ\ 
somit  zufolge  15}) 

Wir  werden  von  allen  diesen  Gleichungen  bald  weiteren  Gebrauxsh 
zu  machen  haben.  Hier  dient  uns  die  letzte  Gleichung  zur  Beurtheilung 
des  Zeichens  Yon  8i  —  S^  nach  der  Erfahrung.     Nämlich 


-■  m. 


bedeutet  die  Wärmemenge,  welche  dem  System  zuzuführen  ist,  wenn 
die  Masse  des  Dampfes  um  die  Grösse  d  Mi  vermehrt  werden  solL  Die 
Erfahrung  hat  gelehrt,  dass  alle  Verdampfung  mit  Wärmer  erbrauch 
Yerbunden  ist,  alle  Condensation  mit  Wärmeent Wickelung,  also  ist 

{dQ\ 
\dMj^ 

und  somit  auch  81  —  8^  positiv,  wenn  es  sich  um  Verdampfung  handelt, 
und  negativ,  wenn  Condensation  stattfindet. 
Hieraus  ergiebt  sich  weiter;  es  ist 

bei  Condensation  und 

II4)  (^1'  —  ^i')p  <  0 

bei  Verdampfung. 

Alle  Punkte  rechts  von  der  Spannungscurve  entsprechen  bei 
gleichem  Druck  Werthen  des  thermodynamischen  Potentials,  welche  für 
den  Dampf  grösser  sind  als  für  die  Flüssigkeit,  alle  links  von  der 
Spannungscurve  Werthen,  welche  für  die  Flüssigkeit  grösser  Bind  als 
für  den  Dampf.  Der  Satz,  der  in  den  Ungleichungen  lli),  IIa)  ent- 
halten ist,  soll  nach  Duhem  von  J.  Montier,  der  in  den  Ungleichungen 
lls)  und  II4)  enthaltene  von  G.  Roh  in  herrühren. 

Wir  sahen,  dass 


fdQ\ 
KdMj. 
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die  Wärme  bedeutet,  welche  erforderlich  ist,  am  bei  gleichbleibender 
Temperatur,  also  auch  gleichbleibendem  Drucke,  eine  Masseneinheit 
Flüssigkeit  in  eine  Masseneinheit  Dampf  zu  verwandeln.  Man  nennt 
diese  Wärme  die  latente  Wärme  der  Verdampfung  oder  die 
Yerdampfungswärme,  latent,  weil  eben  keine  Temperaturerhöhung 
dabei  stattfinden  soll.  Bezeichnen  wir  diese  Yerdampfungswärme  mit 
r,  so  ist  also  nach  17) 

18)  S^-S,  =  ^' 

Die  Yerdampfungswärme  ist  gleich  der  bei  gleicher 
Temperatur  und  gleichem  Drucke  zwischen  Dampf  und 
Flüssigkeit  bestehenden  Entropiedifferenz,  multiplicirt  mit 
der  absoluten  Temperatur,  bei  welcher  die  Verdampfung  ge- 
schieht. Findet  Verdampfung  ohne  Entropieänderung  statt, 
so  bedarf  es  hierzu  keiner  Wärmezufuhr,  wie  auch  keine 
Wärme  entwickelt  wird,  wenn  unter  gleichen  Bedingungen 
Condensation  erfolgt. 

Da  ferner  r  positiv  ist,  so  folgt  weiter : 

Verdampfung  ist  mit  einer  Vergrösserung  der  Entropie 
verbunden; 

und  weil 

MS  =  M^  (iSi  —  Sa)  +  MSi 

• 

ist,  so  kann  also  die  Verdampfung  nur  aufhören,  und  es  kann 
nur  Gleichgewicht  zwischen  Dampf  und  Flüssigkeit  ein- 
treten, wenn  die  Entropie  M8  ihr  Maximum  erreicht  hat, 
also  8 {MS)  gleich  Null  geworden  ist. 

Die  Differentiation  der  Gleichung  18)  ergiebt 


19) 


d(S^—Si)        ^  d' 


also  wird  zufolge  14) 


d  L 

9    .     „  d  S 


Nun  ist  weiter  nach  13) 

Kd^/Mi         \d^/Mi 

dQ\ 

-T-^- )      bedeutet  die  Wärme ,  welche  erforderlich  ist ,  um  die  Tempe- 

d9/Mi 

ratur  des  Systems  um  eine  Temperatureinheit  zu  erhöhen,  während 
Ml,  also  auch  Ufa,  constant  bleibt.  Es  ist  also  die  specifische 
Wärme  des  Systems  bei  constanter  Dampfmenge  in  der 
Weise  zur  Erwärmung  verwendet,  dass,  während  sie  zugeführt  wird, 


( 
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zugleich  der  Druck  auf  das  System  so  vermehrt  wird,  dass  immer  so 
yiel  Dampf  wieder  in  Flüssigkeit  verwandelt  wird,  als  sonst  durch  die 
Wärmezufuhr  entstehen  würde.  Nennen  wir  diese  besondere  speci- 
fische  Wärme  c,  so  wäre 

Femer  ist  d"  (  -r^  j  die  specifische  Wärme  der  Flüssigkeit  bezogen  auf 

Masseneinheit  (bei  variabelem  Drucke  und  variabeler  Dichte),  heisst 
diese  c',  so  haben  wir 

23i)  Mi»j^  =  M(c-c') 

oder 

23.)  ._..  =  , 1|^. 

Wir  können  dieser  Gleichung  noch  eine  etwas  andere  Form  ver- 
leihen, c  besteht  offenbar  aus  zwei  Theilen,  einem  Ca,  der  sich  auf 
den  Dampf  bezieht,  und  einem  zweiten  C/,  der  der  Flüssigkeit  angehört. 
Somit  ist 

Mc  =  MiCd  -\-  M2  Cf, 
und  es  wird 

M(c  —  c')  =  M^Cä  +  M^Cf  —  (Jfi  +  M2)c'  =  Ml  (ca  —  c') 

+    M,  (Cy  —  C'). 

Aber  Cf  und  d  sind  offenbar  identische  Grössen,  da  die  Wärmezufuhr 
Cf  unter  den  nämlichen  Bedingungen  stattfindet  wie  die  0'.  Die 
Gleichung  23i)  geht  also  über  in 

'      d  - 
233)  c,-c,  =  ^  —  ^.^     '^^^     -K 

Bei  den  durch  d  bezeichneten  Differentiationen  ist  zu  beachten, 
dass  auch  'g  als  Yariabele  anzusehen  ist,  indem  dieses  jp  von  %'  ab- 
hängt und  nicht  constant  sein  kann,  wenn  %'  variirt. 

Cd  —  C/  ist  die  Differenz  der  specifischen  Wärmen  des  Dampfes 
und  der  Flüssigkeit  bei  variabelem  Drucke  und  variabeler  Dichte. 
Diese  Differenz  ist  also  bestimmt  durch  die  Yerdampfungswärme  und 
die  Temperatur.  Da  längs  einer  Spann  ungscurve  die  einzige  Yariabele 
^  ist ,  so  kann  r  nur  von  %  abhängig  sein  (oder  nur  von  j) ,  oder  nur 
von  V).  Also  folgt:  Die  Differenz  in  der  specifischen  Wärme 
einer  Flüssigkeit  und  ihres  gesättigten  Dampfes  ist  nur  ab- 
hängig von  der  Temperatur  (oder  von  dem  Drucke  oder  von 
der  Dichte).     £benso  folgt: 
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Die  Entropiedifferenz  einer  Flüssigkeit  und  ihres  ge- 
sättigten Dampfes  ist  nur  abhängig  von  der  Temperatur 
(oder  von  dem  Drucke  oder  der  Dichte). 

Nach  Gleichung  7)  ist 

24i)  üj  —  ü,  =  JQ^  (Si  -^  S^)  —p  (Vi  —  Va), 

also  wird  wegen  18) 

242)  ü^  —  U^  =  Jr  —  p  (t?i  —  v^) 

oder 

25)  Jr  =  U^  —  ^9  -\-  P  («^1  —  ^O- 

Diese  Gleichung  ist  nur  der  Ausdruck  des  Princips  der  Erhaltung 
der  Energie  für  Verdampfung  oder  Condensation  bei  gleichbleibendem 
Drucke  (oder  gleichbleibender  Temperatur).  Zugleich  lehrt  sie  die 
Aenderung  der  inneren  Energie  ermitteln. 

Die  nämliche  Gleichung  ergiebt  für  die  Aenderung  der  freien 
Energie 

26)  Fl  —  F2  =  —p{Vi  —  t;,). 

Die  Aenderung  der  freien  Energie  ist  also  nur  durch  die 
geleistete  äussere  Arbeit  bedingt  und  dieser  entgegengesetzt 
gleich. 

Aus  der  Gleichung  26)  ergiebt  sich  sofort  noch  eine  andere  sehr 
wichtige  Beziehung.  Differenzirt  man  nämlich  diese  Gleichung  nach 
d",  so  folgt 

also  für  constante  v 

(m-(i5). =-<"—' 

Aber  es  ist  nach  Gleichung  95)  in  Abschnitt  19 


dp 


m\=- 


JSi,     {^)  =-JS, 


Kd^J 


8» 


V 


wodurch  obige  Gleichung  übergeht  in 

27)  j(s,  —  S,)  =  (v^-Vt)^ 
und  wegen  18)  in 

28)  Jr  =  »{Vi  —  *'2)||- 

Diese  Gleichung,  diealsOlapeyron^scheGleichung  bezeichnet 
wird,  entspricht  genau  der  Gleichung  für  die  latente  Wärme  der  Aus- 
dehnung, nur  dass  hier  noch  der  Factor  Vi  —  v^,  die  Differenz  zwischen 
dem  specifischen  Volumen  des  Dampfes  und  der  Flüssigkeit  auftritt. 
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Da  allgemein  Vi  —  Vj  ^0  ist,  «o  hängt  das  Zeichen  von  r  von 

dp 
demjenigen  von  :r~  ab.    Diese  Grösse  ist  aber  stets  positiv,  denn  einer 

Zunahme  der  Temperatur  entspricht  immer  eine  Zunahme  der  Dampf- 
spannung, somit  ist  r  stets  positiv,  wovon,  wir  schon  oben  Gebrauch 
gemacht  haben. 

Endlich  können  wir    noch    zufolge    107)    in  Abschnitt    19    die 
Gleichung  für  r  schreiben 

somit  auch 


30)  ea-^cy==-^[         ^^,      ^^ j 


P 


Gehen  wir  von  den  hier  dargelegten  Lehren  über  die  innere 
Energie  und  die  Zustandsgieichung  der  Substanzen  aus,  so  gewinnen 
wir  noch  einen  anderen  expliciten  Ausdruck  für  die  Yerdampfungs- 
wärme.  Es  ist  nämlich  bei  Berücksichtigung  allein  der  Zusammen- 
stösse  zwischen  den  Molekeln  nach  der  Gleichung  2)  in  Abschnitt  47 

7fc  — 6 


Uz 

5 
3 

R^d' 

,     2 

-'  (1)' 

4fe 

+ 

p<0) 

0: 

_  5 
"~  3 

B*%' 

—  J^S  + 

i-'U 

4fc 

.1 

+ 

Setzen 

wir 

!-.= 

=  Bh 

und  unterscheiden  die  Grössen,  je  nachdem  sie  sich  auf  den  Dampf  oder 
auf  die  Flüssigkeit  beziehen,  durch  die  Ihdices  1,  2,  so  haben  wir  hier- 
nach für  die  Spannungsgleichung 

3fci  —  5 


SJfeg  — 6 


=  l  ij?  —  js^  +  i?j  b,  -  (P)        +iui 


V2   \VJ 


Eliminirt  man  mit  Hülfe  der  Zustandsgieichung  für  den  Dampf 
das  t?!  und  mit  Hülfe  der  für  die  Flüssigkeit  das  v^^  so  erhält  man 
eine  Gleichung,  in  der  %"  und  p  vertreten .  sind,  die  eigentliche 
Spannungsgleichung.  Allein  wir  können  mit  der  obigen  Gleichung 
noch  eine  andere  Aenderung  vornehmen,  die  praktischere  Ergebnisse 
liefert.     Nämlich  nach  18)  ist 


Thermodynamische  Flächen  für  Flüssigkeit  und  Dampf. 
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-  =  Si  —  Sa, 


also  erhalten  wir 


32)   Jr  =  j{B[  -Bl)»  + 

+  U 


/  Tfci-5 


Bnh 


2^2 


(0) 


ü^\ 


eine  Gleichung  für  die  Yer dampf un^s wärme  als  Function  der  Tempe- 
ratur und  der  specifischen  Volumina  yon  Dampf  und  Flüssigkeit.  Die 
Verdampfungswärme  muss  sich  also  aus  den  Constanten  der  Zustands- 
gieichungen und  den  Gonstanten  der  Energie  berechnen  lassen. 

Wir  fahren  zunächst  noch  in  unseren  thermodynamischen  Be- 
trachtungen fort. 

Wir  denken  uns  die  thermodynamischen  Flächen  ^i  =  /j  (p,  d") 
und  ^2  =  fi  CP«  ^)  gezeichnet,  indem  wir  als  Goordinaten  der  einzelnen 
Punkte  der  Flächen  die  ^i,i>,  -9*  bezw.  ^a>P»  ^  wählen.  Da  der  Erfahrung 
nach  zu  jedem  Yariabelenpaar  ein  und  nur  ein  thermodynamisches 
Potential  besteht,  so  bilden  die  beiden  Flächen 

je  nur  eine  Schale.  Die  Durchschnitte  der  Flächen  mit  Ebenen 
parallel  zu  den  Goordinaten-Ebenen  geben  isopotentielle,  isothermische 
und  isopiestische  Gurven.     Wenn  wir  auch  die  Form  dieser  Gurven 


nicht  kennen,  so  yermögen  wir  doch 
wenigstens  anzugeben,  wie  die  eine  oder 
andere  zu  den  Axen  liegt.  Nach  Gleichung 
108)  in  Abschnitt  19  ist 

und  da  v  selbstverständlich  positiv  ist, 


Fig.  6. 


33) 


muss  es  auch 


\dpJi 


sein,  also  wächst 


O  mit  p  und  nimmt  0  mit  j>  ab ,  d.  h« 

alle  isothermischen  Schnittlinien  wenden  ihre  conveze  Seite  der  Axe 
der  0,  ihre  concave.der  der  p  zu.  Da  ferner,  wenigstens  bei  Gasen,  v 
unendlich  ist  für  j>  =  0 ,  so  müssen  diese  isothermischen  Schnittlinien 
wenigstens  bei  Gasen  die  0-Axe  berühren,  wie  es  ungefähr  in  der 
Fig.  6  dargestellt  ist.  Anders  verhalten  sich  die  isopiestischen  Linien, 
für  diese  haben  wir  nach  107)  Abschnitt  19 

Da  S  stets  positiv  ist,  müssen  d^  und  dO*  entgegengesetzte  Werthe 
haben,  die  Linien  wenden  beiden  Axen  ihre  convexe  Seite  zu. 


34) 
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Fassen  wir  das  System  von  Dampf  und  Flüssigkeit  zusammen  auf,  so 
ist  für  beide  Substanzen  zusammen  das  thermodynamiscbe  Potential 

Es  besteht  also  aus  zwei  Schalen,  einer,  welche  dem  Dampf  ent- 
spricht, einer  zweiten  für  die  Flüssigkeit.  In  der  Durchschnittslinie 
haben  wir  ^i  =  ^j. 

Die  Durchschnittslinie  ist  die  Spannungscurve  des  gesättigten 
Dampfes.  Die  Gurve  ist  an  sich  keine  äquipotentielle  Linie,  sondern 
nur  in  sofern,  als  in  jedem  ihrer  Punkte  einer  Masseneinheit  des 
Dampfes  das  gleiche  Potential  zukommt,  wie  einer  Masseneinheit  der 
Flüssigkeit.  Im  Uebrigen  kann  sie  irgend  eine  doppelt  gekrümmte 
Linie  sein.  Nimmt  man  jedoch  die  zu  jedem  Punkte  dieser  Linie  ge- 
hörigen Werthe  von  p,  ^  und  trägt  sie  als  besondere  Goordinaten  in 
einem  p,  O*- Blatte  ein,  so  bildet  die  so  gezeichnete  Gurve  ebenfalls  die 
Spannungscurve  und  ist  natürlich  eben.  Wir  können  daher  auch  sagen  : 
die  Spannungscurve  eines  gesättigten  Dampfes  ist  die  Pro- 
jection  der  Schnittlinie  der  Potentialflächen  des  Dampfes 
Yiff,  7.  und  der  Flüssigkeit    auf   das    Druck- 

P  Temperaturblatt.    Da  der  Erfahrung  nach 

p  mit  «d*  wächst,  :r-5-  positiv  ist,    so   kehrt   die 

Spannungscurve  ihre  conveze  Seite  der  'd'-Axe, 
ihre  concave  der  j>-Axe  zu,  wie  in  Fig.  7  ge- 
zeichnet ist. 
^  Das  ist  die  Darstellung,  welche  Herr  D  u  h  e  m 

gewählt  hat^)  und  die  mir  mannigfache  Vor- 
züge zu  haben  scheint;  von  Gibbs  rührt  eine  andere  her.  Wir 
haben  sie  für  homogene  Körper  bereits  in  Abschnitt  20  kennen 
gelernt. 

Um  Alles  innerhalb  des  Rahmens  dieses  Buches  möglichst  voll- 
ständig zu  erwähnen,  ist  noch  Folgendes  zu  bemerken. 

Wir  haben  vorhin  gesehen ,  dass  mit  jeder  Verdampfung  ein  An- 
wachsen der  Entropie  vor  sich  geht.  Ein  Gleichgewicht  zwischen 
Dampf  und  Flüssigkeit  kann  erst  eintreten,  wenn  die  Entropie  ein 
Maximum  erreicht  hat,  also  ö(MS)  =  0  ist.  Dieses  wollen  wir  be- 
nutzen, um  noch  zu  beweisen,  was  wir  bisher  angenommen  haben,  dass 
Druck  und  Temperatur  in  Dampf  und  Flüssigkeit  dieselben  sein  müssen. 
Da  ein  Gleichgewicht  selbstverständlich  nicht  bestehen  kann,  wenn  der 
Dampf,  wie  er  sich  entwickelt,  auch  entfernt  wird,  oder  durch  Vor- 
schieben eines  Widerstandes  sich  ins  Unbegrenzte  dehnen  kann,  so 
müssen  wir  Flüssigkeit  und  Dampf  in  einer  unausdehnbaren  Hülle  ein- 

')  1.  c. 
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geschlossen  denken.  Das  Gleichgewicht,  das  wir  suchen,  soll  ein  von 
seihst  eintretendes  sein ,  wir  führen  also  dem  Systeme  auch  keine 
Wärme  zu,  dann  mnss  auch  die  innere  Energie  des  Systems  unheein- 
flusst  bleiben. 

Wir  haben,  wie  früher  (S.  422) 

36i)     M8S  =  MiöSi  4-  (M—  M,)ÖS2  +  (S^  —  S^)  d M^. 
Aber  zunächst  ist 


JMi  8Si  = 


^1 


somit 

36)    JMdS  =  ^^^^^^  ^^^^^^^    I    ^^^^2+  M2P2SV2 

Darin  haben  wir  die  Beziehungen  zwischen  ö  CTj ,  S  Ü2  und  zwischen 
öt?i,  dv2  zu  beachten.     Es  ist 

0  =  MiSU^  +  M28U2  +  U^8M^  +  Ü28M2 


oder 

also 

Ebenso 


0  =  M^8  Ui  +  Jfs  8  U2  +  (üi  —  Ü2)  S^u 
M^8U2  =  —  M^8Uj^  —  (JTi  —  Ü2)8M^, 


M28V2  =  —  M^8vi  —  (vi  —  V2)8Mi. 
Die  Bedingung  8MS  =  0  ergiebt  hiernach 

Da  die  nunmehr  vorhandenen  Variationen  alle  von  einander  un- 
abhängig sind,  so  müssen  ihre  Factor en  einzeln  Null  sein,  also 

JL  —  1-       iL  =  il 

38)  ,  X 

J(S,  -  S,)  -  — ^—  +  ^^ 

Die  ersten  beiden  Gleichungen  sagen  die  Gleichheit  von  Tempe- 
ratur und  Druck  voraus,  die  dritte  Gleichung  stimmt  in  Folge  der 
beiden  ersten  Gleichungen  mit  der  Gleichung  24i)  überein. 

Die  Aenderung  der  Entropie  bei  dem  Uebergange  aus  dem  Flüssig- 
keitszustande in  den  dampfförmigen  haben  wir  uns  stetig  zu  denken, 
wie  rasch  sie  auch  geschehen  mag.     Daher  ist  auch 

Weinstein,  Thermodynamik.  28 
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1 

.  d  U  4-  vdv 
39i)  J{S,         ^^— i"      ^^" 


'.-«=1^ 


a 
Darin  ist  nun  %"  constant,  somit 


Vi 


39,)  J-(Si  -  S,)  =  ^^-^  +  M  i'dv. 

Die  Vergleich ung  mit  Gleichung  24i)  ergiebt  aomit 

»1 
40)  pdv  =  p{vi  —  Va). 

Der  Satz,  der  zugleich  von  Clausius  und  Maxwell  aufgestellt 
ist,  besagt,  dass,  wie  auch  der  Uebergang  aus  dem  flüssigen 
in  den  dampfförmigen  Zustand  geschehen  möge,  die  ihm  ent- 
sprechende äussere  Arbeit  immer  die  nämliche  ist,  ganz  so 
wie  die  Energie-  und  Entropieänderung  immer  die  nämliche 
ist.  Der  Weg,  auf  dem  dies  Endergebniss  (eine  gewisse  Menge  Dampf 
und  eine  gewisse  Menge  Flüssigkeit  von  gleichem  Druck  und  gleicher 
Temperatur)  erreicht  wird,  ist  gleichgültig. 

Herr  Th lesen  hat  diesen  wichtigen  Satz  weiter  entwickelt  und 
gezeigt,  wie  man  ihn  in  Formen  bringen  kann,  die  eine,  wenn  auch 
zunächst  nur  angenäherte,  Berechnung  der  Dampfspannungscurve  er- 
möglichen würden  i),  nachdem  er  zu  gleichem  Zwecke  in  der  ursprüng- 
lichen Form,  jedoch  unter  Zuhülfenabme  der  Zustandsgieichung  von 
Clausius,  yan  der  Waals,  Planck  und  Anderen  verwendet  worden 
ist  (Abschnitt  52). 

Weiter  gehe  ich  auf  diese  thermodynamischen  Betrachtungen  nicht 
ein,  die  nöthigen  Gleichungen  sind  ohnedies  vollständig  gegeben.  Nur 
genauer  ausgeführt  muss  noch  Einzelnes  werden. 


51.     Isothermische  Verdampfungs  -  und  Grenzcurven  -  bei  der 
Verdampfung.     Bedingungen  für  den  kritischen  Zustand. 

Da,  wie  eben  noch  genau  bewiesen  ist,  Flüssigkeit  und  gesättigter 
Dampf  gleichen  Druck  und  gleiche  Temperatur  haben ,  und  da  ferner 
dieser  Druck  und  diese  Temperatur  während  der  Gondensation  des 
Dampfes  zur  Flüssigkeit  oder  während  der  Verdampfung  der  Flüssigkeit 
beide  ungeändert  bleiben,  so  besteht  die  isothermische  Zustandsgleichung 
eines  Systems  aus  einer  Flüssigkeit  und  ihrem  gesättigten  Dampf  aus 


*)   üeber   die   Dampfspannungscurve,    Zeitschr.    für    comprimirte    und 
flüssige  Gase  1897,  Nr.  1. 


Yerdampfungscurve  und  Grenzcurve. 
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Fig.  8. 


drei  Theilen,  einem,  der  die  Zustandsgieichung  der  Flüssigkeit  ergiebt, 
einem,  der  der  Zustandsgieichung  des  Dampfes  entspricht,  und  einem, 
der  beide  verbindet.  Dieser  letz- 
tere Theil  ist  nach  den  thermo- 
dynamischen  Principien  eine  gerade 
Linie.  Das  Ganze  entspricht  also  et- 
wa der  Fig.  b.  Längs  dem  geraden 
Theile  geschieht  der  Uebergang  des 
Volumens  MV2  der  Flüssigkeit  in  den 
dampfförmigen  Zustand,  bis  es,  wenn 
alle  Flüssigkeit  verdampft  ist,  den 
Werth  MVi  erreicht  hat.  Für  jeden 
Punkt  JB  dazwischen  ist  das  Gesammt- 
Volumen  von  Flüssigkeit  und  Dampf 

Mv  =  MiVi  -\-  M2  V2. 

Nennen  wir  das  Massenverhältniss  zwischen  Dampf  und  Flüssigkeit  x, 
setzen  also 

so  wird  wegen  M  =  Mi  -\-  Jfg 
4I2)  x= 


Vy 


V 


oder  wie  aus  der  Figur  sofort  erhellt 

AB 
41s)  '^  =  WC' 

Das  Massenverhältniss  zwischen  Dampf  und  Flüssigkeit  in  jedem 
Punkte  der  geraden  Isotherme  wird  also  dargestellt  durch  das  Yer- 
hältniss    der   Strecken,    in    welche  Fig.  9. 

dieser  Punkt  die  gerade  Isotherme 
theilt. 

Zeichnen  wir  Isothermen,  welche 
verschiedenen  Temperaturen  ent- 
sprechen, wachsend,  wenn  wir  sie 
von  unten  nach  oben  zählen,  so  er- 
halten wir  ein  System  solcher  Iso- 
thermen mit  geraden  Strecken,  wie 
in  Fig.  9.  Jede  gerade  Strecke 
wird  durch  zwei  Punkte  begrenzt, 
deren  linker  dem  Flüssigkeitszu- 
stande angehört,  während  der  rechte 
dem  gasförmigen  zuzuordnen  ist. 
Der  Erfahrung  nach  wird  die  gerade 
Strecke  mit  wachsender  Temperatur  immer  kürzer  (S.  364).  Schliess- 
lich schrumpft  sie  ganz  zusammen.      Verbinden    wir  alle  Punkte  auf 

28* 
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den  geraden  Strecken,  die  zn  gleichem  x  gehören,  so  erhalten  wir  eine 
Gurve,  die  als  Cnrve  gleicher  Verdampfung  bezeichnet  werden  kann. 

Wichtiger  sind  folgende  Gurven:  Verbinden  wir  nämlich  die  auf 
einander  folgenden  linken  Enden  der  geraden  Strecken  und  ebenso  die 
rechten  durch  je  einen  Guryenzug ,  so  ergeben  sich  zwei  Gurven ,  eine 
Ä,  Ä'  Ä"  .  .  .  links,  eine  C,  C,  C"  .  .  .  rechts,  die  oben  im  Punkte  P 
zusammentreffen.  Der  eine  Ast  stellt  die  Aenderung  des  specifischen 
Volumens  der  Flüssigkeit  im  Zustande  der  Verdampfung  mit  wachsender 
Temperatur  (wachsendem  Drucke),  der  andere  die  entsprechende  Aende- 
rung für  den  entstehenden  Dampf  dar.  Beide  Aenderungen  kommen 
sich  entgegen.  Da  nun  zusammengehörige  Punkte  der  beiden  Gurven 
immer  durch  gerade  Linien  verbunden  sind,  welche  der  t;-Axe  parallel 
sind,  und  die  Punkte,  in  welche  die  beiden  Gurven  zuletzt  sich  treffen, 
und  welche  zusammenfallen,  auch  zusammengehörig  sind,  so  folgt,  dass 
die  beiden  Gurven  im  Tref^unkte  zu  einer  Gurve,  welche  die  Grenz- 
curve  heisst  (warum,  wird  bald  einleuchten),  verschmelzen  und  dass 
sie  dort  der  Volumen axe  parallel  verlaufen. 

Dieser  Punkt  ist  kein  anderer  als  der  kritische  Punkt.  Genauer 
lässt  sich  das  Vorstehende  in  folgender  Weise  darthun.  Alle  Punkte 
der  Grenzcurve  betreffen  Zustände,  in  denen  gesättigter,  und  nur  ge- 
sättigter Dampf  im  Entstehen  oder  im  Verschwinden  begriffen  ist. 
Gehen  wir  von  einem  Punkte  zum  anderen  über,  indem  wir  die  Tempe- 

dp  dv 

ratur  d'  um  dd"  ändern,  so  ändern  sich  p  und  v  um  ^r-^  dd",  ^r-^-  dd" 


in  der  Weise,  dass  der  neue 

\  Punkt  wiederum  dem  Zustande 

gesättigten 

Dampfes 

entspricht  und  es 

ist 

dp 

dv 

dp 
dv 

d^ 

dp 
Nun  ist  zwar  ^tk  hinter  allen  Umständen  endlich,  aber  wenn  der 

kritische  Zustand  erreicht  ist,  so  kann  bei  weiterer  Temperaturerhöhung 
Sättigung  nur  durch  unendliche  Gompression  erzielt  werden,  wie  klein 
auch  diese  Temperaturerhöhung  sein  mag,  das  heisst  einer  unendlich 
kleinen  Aenderung  von  %"  entspricht,  soll  Sättigung  erhalten  bleiben, 
eine  endliche  Aenderung  von  v.    Daraus  folgt,  dass  absolut  genommen 

dv  , 

im  kritischen  Zustande  ^-s;  unendlich  gross  sein  muss.  Und  dabei  be- 
deutet dieser  Differentialquotient  diejenige  Aenderung  des  Volumens  im 
Verhältniss  zur  Temperatursteigerung,  welche  eintritt,  ohne  dass  da- 
bei der  Dampf  aufhört,  gesättigt  zu  sein.  Es  ist  also  kein  ge- 
wöhnlicher Ausdehnungscoefficient ,  sondern  ein  solcher  unter  der  Be- 
dingung der  Erhaltung  der  Sättigung,  also  nicht  einer  bei  constantem 
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Druck,  wie  der  gewöhnliclie  Ausdehnungscoefficient,  sondern  gerade  bei 
veränderlichem  Druck,  indem  dieser  Druck,  mag  es  sich  um  die  Aus- 
dehnung der  Flüssigkeit  oder  des  Dampfes  handeln,  so  variiren  muss, 
dass,  wenn  Dampf  entsteht,  er  gesättigt  ist,  und  wenn  Dampf  ver- 
schwindet, er  gleichfalls  gesättigt  und  nur  gesättigt  (nicht  über- 
sättigt) ist. 

Wird  diese  Bedingung  der  Erhaltung  der  Sättigung  nicht  beachtet, 

d  V 
so  bleibt  es  unverständlich,  wie  ^  für  Dampf  und  Flüssigkeit  ent- 
gegengesetzte Zeichen  haben  kann,  da  doch  im  Allgemeinen  bei  allen 
Substanzen  v  sich  in  dem  gleichen  Sinne  mit  d"  ändert.  Aber  hier 
handelt  sichs  eben  um  Aenderung  von  v  mit  d'  unter  besonderen  Be- 
dingungen und  während  zufolge  dieser  Bedingungen  für  die  Flüssigkeit 

V  mit  wachsender  Temperatur  ständig   zunimmt,  also  ||  positiv  ist, 

nimmt  v  für  ihren  gesättigten  Dampf  (das  heisst  für  den  Dampf,  wie 

er    bei    der    betreiffenden   Temperatur    und    dem    betreffenden   Druck 

jedesmal  gesättigt  ist)  mit  wachsender  Temperatur  ständig  ab.     Die 

Reihe  der  Volumina  der  Flüssigkeit  giebt  mit  wachsender  Temperatur, 

wobei  zugleich  der  Druck  entsprechend  der  Spannungscurve  wächst, 

wachsende  Zahlen,  weil  der  Einfluss  der  Temperatur  den  des  Druckes  bei 

Flüssigkeiten  überwiegt.    Die  der  Volumina  der  zugehörigen  gesättigten 

Dämpfe  giebt  dagegen   fallende  Zahlen   (s.  S.  448,    das  Beispiel    der 

Kohlensäure  und  ihrer  gesättigten    Dämpfe),   indem    der   wachsende 

Druck  den  Dampf  stärker  comprimirt  als  die  Temperatur  ihn  ausdehnt. 

d  V 
Es  ist  TTs.  auf  dem  linken  Aste  der  Grenzcurven    positiv,    auf   dem 

rechten  Aste  dagegen  negativ,  und  im  kritischen  Punkte,  wo  die  beiden 
Aeste  zusammentreffen,  ündet  der  Uebergang  statt,  und  zwar  wie  an- 
gegeben durch  00. 

Also  haben  wir  im  kritischen  Punkte  der  Grenzcurve 

42)         m    =0,  (ii)    = 

p  und  V  sind  dabei  Coordinaten  der  Punkte  der  Grenzcurve. 

In  demselben  kritischen  Punkte  stösst  aber  auch  die  kritische  Iso- 
therme der  Flüssigkeit  mit  derjenigen  des  Gases  zusammen.  Ver- 
mehren wir  bei  constant  gehaltener  Temperatur  jp  über  den  kritischen 
Druck  hinaus,  so  haben  wir  eine  Flüssigkeit  vor  uns,  vermindern  wir 
p  unter  den  kritischen  Druck,  so  erscheint  ein  Gas. 

Nun  ist  für  alle  geraden  Isothermenstücke 

(dph  =  0, 
also  für  sie,  weil  dv  niemals  oo  sein  kann,  auch 


00 
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Da  nun  die  beiden  kritischen  Isothermen,  wo  sie  zusammenstossen,  der 
letzten  geraden  Isotherme  entsprechen,  so  hat  man  auch  für  sie  an  der 
kritischen  Stelle 


(i 


Indessen,  wie  man  sieht,  nicht  ganz  aus  demselben  Grunde,  aus 
welchem  die  gleich  aussehende  Gleichung  bei  der  Grenzcurve  im  höch- 
sten Punkte  besteht.     Bei  dieser  resultirt  sie  aus  der  Gleichung 

und  lautet  eigentlich 

^  =0 

Wenn  man  also  die  Beziehung 

1^  =  0 

aus  der  Grenzcurve  ableitet,  so  darf  man  d"  nicht  als  constant  ansehen. 
Bei  der  Isotherme  dagegen  ist  die  obige  Form 


(a = »• 


die  einzige,  die  ihr  zukommt,  weil  sie  aus  der  Beziehung 

(8^)^  =  0 

resultirt,  wenn  auch  die  Bedingung  der  Erhaltung  der  Sättigung  bei 
ihr  gleicher  Weise  besteht.  Will  man  auch  für  die  Isotherme  eine 
Gleichung  von  der  Form 

d  V 

bilden ,  so  ist  das  zulässig ,  man  bleibt  aber  nicht  auf  der  besonderen 

Isotherme,  sondern  geht  von  ihr  zur  benachbarten  und  zwar  wie  früher 

in  der  Art,  dass   der   Sättigungszustand  erhalten  bleibt.     Wiederum 

darf  dabei  der  Druck  nicht  als  constant  angesehen  werden,  wiederum 

d  V    ,       ,        , 
ist  dieses  ^  nicht  identisch  mit  dem  gewöhnlichen  Ausdehnungscoef- 

ficienten  (^)  des  Dampfes  oder  der  Flüssigkeit,  sondern  davon  ver- 
schieden, wie  etwa  der  adiabatische  Ausdehnungscoefficient  von  dem 
isopiestischen  verschieden  ist.  Ich  muss  dieses  so  scharf  betonen,  weil 
die  nicht  genügende  Auseinanderhaltung  dieser  Grössen  einige  Forscher 
zu  einem  meines  Erachtens  nicht  genügend  begründeten  Schluss  ge- 
führt hat,  auf  den  ich  noch  später  zu  sprechen  kommen  werde.    Weiter 
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müssen  aber  der  Erfahrung  zufolge,  weil  ^—  für  Gase  wie  für  Flüssig- 
keiten stets  negativ  ist,  alle  Isothermenstücke  beiden  Axen  die  con- 
vexe  Seite  zukehren,  folglich  muss  der  Treffpunkt  der  beiden  hervor- 
gehobenen Isothermen  ein  Inflexionspunkt  sein,  das  heisst,  für  ihn 
müssen  wir  ausserdem  noch  haben  ^) 

43)  (^)  =  0. 

Hiernach  ist  der  kritische  Punkt  auf  der  kritischen  Iso- 
therme bestimmt  durch  die  drei  Gleichungen^): 

")     . " = "■  (HX = »■  0X = »■ 

Ausserdem  ist 

wie  auf  jeder  Verdampf ungsisotherme.     Die  drei  Gleichungen 

besagen  nichts  weiter,  als  dass  dieselben  kritischen  Daten,  welche  dem 
Gase  zugehören,  auch  für  die  Flüssigkeit  maassgebend  sind.  Zur 
Bestimmung  der  kritischen  Daten  aber  haben  wir  die  beiden  Formeln 

Diese  nun  gelten  für  jedes  Ende  der  beiden  kritischen  Isothermen 
des  Dampfes  und  der  Flüssigkeit.  Mit  je  einer  Gleichung  für  eine  der 
kritischen  Isothermen  zusammen  bestimmen  sie  die  drei  kritischen  Daten 
und  da  die  zwei  Werth System e ,  die  wir  so  für  diese  Daten  erhalten, 
dieselben  sein  müssen,  so  folgt,  dass  die  Enden  der  beiden  Isothermen 
im  kritischen  Punkte  nicht  bloss  zusammentreffen,  sondern  daselbst 
auch  untrennbar  verschmelzen.  In  diesem  Punkte  und  dessen  un- 
mittelbarer Umgebung  zu  beiden  Seiten  sind  also  allerdings  die  beiden 
Isothermen  eins,  so  dass  daselbst  die  eine  Isotherme  genau  in  die 
andere  einbiegt.  Aber  daraus  folgt  noch  nicht,  dass  auch  darüber 
hinaus  die  beiden  Isothermen  mit  einander  verschmolzen  sind,  sie 
können  sich  später  nach  ganz  verschiedenen  Richtungen  fortsetzen, 
ebenso  wie  die  beiden  Grenzcurven.  Aus  den  thermodynamischen  Er- 
wägungen wenigstens  kann  das  nicht  erwiesen  werden.  Indessen  sieht 
man,  dass  überhaupt  der  Nachweis  der  Existenz  der  Bedingungs- 
gleichun^en  44)  für  den  kritischen  Punkt  kein  genügender  ist.  Er 
setzt  voraus,  dass  die  beiden  kritischen  Isothermen  im  kritischen 
Punkte  die  Grenzcurven  berühren  und  dort  auch  gewissermaassen  die 

dp  d^p 

crerade  Isotherme  enthalten.     Ist  das  der  Fall,  so  müssen  :r—  und  ^— r 

*)  Der  Satz  soll  nach  D  u  h  e  m  von  S  a  r  r  a  u  herrühren. 
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für  diese  Isothermen  yersch winden.  Ist  das  aber  nicht  der  Fall,  indem 
die  beiden  kritischen  Isothermen  im  kritischen  Punkte,  wenn  auch 
anter  sehr  flachem  Winkel,  zusammentreffen,  so  würden  wir  nur  schliessen 
können,  dass  im  kritischen  Punkte  selbst  ein  Uebergang  von  der  einen 
Isotherme  in  die  andere  geschieht.  Noch  mehr  Zweifel  an  der  genauen 
Bichtigkeit  der  beiden  Bedingungsgleichungen  entstehen  dadurch,  dass, 
wie  Begnault,  Herwig,  Battelli  und  Andere  bemerkt  haben,  die 
geraden  Isothermenstücke  nicht  genau  parallel  der  v  -  Axe  laufen ,  das 
heisst,  dass,  auch  wenn  Condensation  stattfindet,  der  Druck  nicht  gleich 
bleibt,  sondern  etwas  zunimmt.  Ist  das,  wie  Battelli^)  yermuthet, 
in  der  Natur  der  Dämpfe  selbst  begründet,  so  wäre  auf  den  geraden 
Isothermen  nicht  genau  {dp)$-  =  0  und  wir  hätten  also  auch  den  Er- 
weis der  Gleichung 

1^  =  0 

0  V 

für  den  kritischen  Punkt  verloren.     Höchstens  die  Gleichung 

1^  =  0 

könnte  bestehen,  weil  die  Condensationsisothermen,  wenn  sie  auch  nicht 
parallel  der  i;-Axe  verlaufen,  doch  anscheinend  gerade  Linien  bleiben. 
Dass  die  Thermodynamik  die  Existenz  der  Gleichung  (dp) 9-  =  0  wäh- 
rend der  Condensation  anscheinend  streng  fordert,  hätte  dann  seine  Be- 
gründung darin,  dass  sie  in  ihrer  gegenwärtigen  Bearbeitung  nicht  von 
allen  Eigenschaften  der  Gase  und  Flüssigkeiten  Notiz  nimmt,  nament- 
lich nicht  von  denjenigen,  welche  sich  auf  Flächenveränderungen  be- 
ziehen. 

Weiter  sahen  wir,  dass  auch  auf  der  Isotherme  gebildet 

1^  =  0 

an  die  Bedingung  gebunden  ist,  dass  der  Dampf  gesättigt  ist,  denn 
diese  Gleichung  ist  abgeleitet  aus  der  Bedingung,  die  für  jede  der  ge- 
raden Isothermenstücke  besteht,  dass  nämlich  (dp) 9^  =  0  ist  und  diese 
Bedingung  kann  nur  einen  Sinn  haben,  wenn  der  Dampf  gesättigt  ist  und 
bleibt.    Dadurch  aber  wird  es  zweifelhaft,  ob  es  überhaupt  zulässig  ist, 

1^  =  0 

aus  der  Zustandsgieichung  allein  abzuleiten,  die  ja  im  Grunde  nichts 
enthält,  was  die  Bedingung  der  Sättigung  erkennen  lässt;  und  wendet 
man  diese  Gleichung 


(a= « 


^)  Physikalische  Revue,  Bd.  II,  S.  162. 
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nackt  auf  die  ZastandsgleichuDg  an,  so  setzt  man  voraus,  dass  letztere 
für  gewisse  Werthsysteme  Sättigungszu stände  angeben  kann,  also  im 
kritischen  Zustande  mit  der  geraden  Yerdampfungs- Isotherme  so  voll- 
ständig zusammenfällt,  dass  man  sie  von  ihr  zu  beiden  Seiten  des 
kritisichen  Punktes  gar  nicht  trennen  kann,  also  eigentlich,  was  erst  er- 
wiesen werden  soll.  Kurz,  man  kommt  aus  den  Bedenken  gar  nicht 
heraus  und  kann  sich  nur  darauf  berufen,  dass  wir  Zustandsgieichungen 
anzugeben  in  der  Lage  sind,  welche  bei  Anwendung  der  Bedingungen 
unter  44)  zu  Werthen  für  die  kritischen  Daten  führen,  die  den  Be- 
obachtungen nahezu  entsprechen,  woraus  wir  schliessen,  dass  diese  Be- 
dingungen, wenn  sie  auch  nicht  als  nothwendig  erwiesen  werden 
können,  ja,  wenn  sogar  zu  vermuthen  steht,  dass  sie,  streng  genommen, 
überhaupt  nicht  bestehen,  doch  angenähert  richtig  jedenfalls  sind.  Das 
heisst,  die  Erfahrung  widerspricht  ihnen  nicht  unmittelbar. 

In  der  van  der  Waa  1  s'  sehen  Zustandsgieichung  führt  die  Gleich- 
setzung der  drei  Wurzeln  für  das  Volumen  (S.  418)  im  kritischen  Zu- 
stande zu  den  nämlichen  Beziehungen,  welche  die  Bedingungsgleichungen 
unter  44)  nach  dieser  Gleichung  ergeben  würden.  Dabei  kommt  frei- 
lich die  erste  dieser  Bedingungsgleichungen  nicht  in  Betracht,  sie  ist 
durch  die  beiden  anderen  und  die  Zustandsgieichung  mit  erfüllt.  Die 
Gleichun&ren 

^  =  0     und     ^  =  0 

geben  nämlich  den  Werth  für  v'  =  Sh  und 

8a 


^'  = 


27Bh' 


setzt  man  diese  Werthe  in  die  Zustandsgieichung  ein,  so  resultirt  der 
Werth  von 

, 1    a 

^  ~  27  b2' 

also  folgen  ganz  dieselben  Gleichungen,  die  wir  früher  durch  Gleich- 
setzung der  drei  Wurzeln  erhalten  haben.  Die  Gleichheit  dieser  drei 
Wurzeln  ist  also  eine  noth wendige  Folge  der  beiden  Bedingungs- 
gleichungen 

^P        ^  -.     ^^P 

^  =  0     und     ^  =  0. 

* 

Gleiches  gilt  selbstverständlich  von  der  Gl  aus  ins 'sehen  Gleichung  und 
ihren  Verallgemeinerungen.  Mit  der  van  der  Wa als' sehen  Gleichung 
dagegen,  wie  sie  dem  Virialprincipe  nach  eigentlich  lauten  sollte  (S.  367), 
sind  alle  drei  Bedingungsgleichungen  unter  44)  nicht  verträglich,  nur 
zwei  von  den  drei  Gleichungen  können  zusammen  bestehen. 

Eine  wichtige  Folge  darf  aber  nicht  verschwiegen  werden.     Sind 
die  sogenannten  „ Constanten ^  der  Zustandsgieichung  eigentlich  nicht 
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Gonstanten  —  was  beispielsweise  für  die  „Gonstanten"  a,  h  der  van 
der  Waals' sehen Gleichnng  erwiepen  worden  ist  — ,  so  darf  man  aus 
den  Werthen,  die  man  unter  Benutznng  der  Gleichungen  44)  für  sie 
erhält,  nicht  auf  ihre  Werthe  für  andere  Zustände  schliessen,  denn 
diese  Gleichungen  haben  nur  Sinn  für  kurze  Strecken  der  kritischen 
Isotherme  zu  beiden  Seiten  des  kritischen  Zustandes,  nicht  weiter 
weder  rechts  noch  links,  weil  eben  die  Bedingung  der  Sättigung  nicht 
beachtet  ist.  Alles  dieses  muss  erwähnt  werden,  damit  man  nicht  mehr 
verlangt,  als  bei  den  gegenwärtigen  Kenntnissen  geleistet  werden  kann. 
"Wir  würden  weiter  sein,  wenn  das  experimentelle  Material  trotz  seiner 
Massenhaftigkeit  nicht  gar  so  mangelhaft  wäre. 

Nachdem  wir  erkannt  haben,  dass  die  Grenzcurve  bis  zur  kriti- 
schen Isotherme  ansteigt  und  darüber  hinaus  gerade  Yerdampfungs- 
strecken  nicht  vorhanden  sind,  wird  auch  die  Bedeutung  des  Namens  i), 
der  dieser  Curve  beigelegt  ist,  klar.  Sie  theilt  das  jp,  v- Blatt  in  zwei 
Theile,  einen,  den  sie  einfasst  und  welcher  alle  Punkte  enthält,  welche 
dem  flüssigen  und  dem  gasförmigen  Zustande  entsprechen,  einen 
zweiten,  den  sie  ausschliesst,  und  in  welchem  die  Punkte  entweder  nur 
dem  flüssigen  oder  nur  dem  gasförmigen  Zustande  entsprechen.  Sie 
grenzt  die  Gebiete  des  gleichzeitigen  und  des  getrennten  Bestehens  der 
beiden  Aggregatzustände  gegen  einander  ab. 

Es  ist  bis  jetzt  immer  angenommen  worden,  dass  eine  Flüssigkeit, 
sobald  sie  unter  dem  Drucke,  der  auf  ihr  lastet,  die  zufolge  der 
Spannungsgleichung  erforderliche  Temperatur  hat,  auch  sofort  zu  ver- 
dampfen beginnt;  und  weiter,  dass  ein  Dampf,  sobald  er  gesättigt  ist, 
bei  jeder  Druckvermehrung,  die  nicht  mit  Wärmezuführung  verbunden 
ist,  sofort  in  Flüssigkeit  überzugehen  anhebt.  Das  ist  nun,  wie  die 
Erfahrung  gelehrt  hat,  nicht  immer  der  Fall,  vielmehr  kann  einer- 
seits eine  Flüssigkeit  unter  höherer  Temperatur,  als  dem  Drucke  ent- 
spricht, noch  Flüssigkeit  bleiben  und  ebenso  ein  gesättigter  Dampf 
unter  höherem  Drucke,  als  seiner  Temperatur  zukommt,  noch  als 
Dampf  bestehen.  Man  spricht  von  überhitzten  Flüssigkeiten 
und  übersättigten  Dämpfen.  Der  zum  Schaden  unserer  Wissen- 
schaft so  jung  verstorbene  Kobert  Helmholtz  hat  die  Bedingungen 
hierfür  eingehend  studirt.  Eine  der  wichtigsten  ist  Keinheit  und  Staub- 
freiheit des  Baumes,  in  dem  die  Substanzen  sich  befinden,  und  der  Sub- 
stanzen selbst.  Ebenso  wichtig  ist  Glätte  der  Gefässwände,  welche  die 
Substanzen  einschliessen. 

Es  waren  wohl  mit  diese  Erscheinungen,  welche  James  Thomson 
veranlasst  haben,  an  Stelle  der  geraden  Yerdampfungsisothermen  die 
gewellte  Strecke  zu  setzen.  Berechtigung  hierzu  gab  ihm  die  aus  der 
Thermodynamik  gewonnene  Einsicht,  dass  insbesondere  die  äussere  Ar- 
beit bei  der  Verdampfung  von  dem  Wege,  auf  dem   die  Verdampfung 


^)  Er  soll  übrigens  von  Zeuner  herrühren. 
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geschieht,  unabhängig  ist  (S.  434).  Diese  Arbeit  f^pdv  ist  nach 
Gleichung  40)  im  voraufgehenden  Abschnitte  nur  abhängig  von  den 
Endabscissen  und  ganz  unabhängig  von  dem  Integrationswege.  So- 
weit dieser  also  durch  die  gerade  Isotherme  angezeigt  wird,  konnte 
letztere  in  der  That  auch  durch  eine  gewellte  Linie  ersetzt  werden. 
Dabei  war  jedoch  zu  beachten,  dass,  da  derWerth  dieser  Arbeit,  näm- 
lich i)(t^i  —  ^2),  zahlenmässig  dem  Rechteck  gleich  ist,  welches  von 
der  geraden  Isotherme,  der  t;-Axe  und  den  beiden  einander  gleichen 
Ordinaten  der  geraden  Isotherme  eingeschlossen  wird,  die  gewellte 
Linie  so  lief,  dass  sie  über  der  geraden  Isotherme  ebenso  viel  von  dem 
Blatt  ausschnitt  wie  unter  der  Isotherme.  Die  Linie  konnte  dann  immer 
noch  beliebig  viele  Wellen:  erhalten.  James  Thomson  zeichnete 
sie  mit  zwei  Wellen  und  erhielt  so  die  in  Fig.  5  dargestellte  Form, 
welche  bei  gewisser  Wahl  der  Constanten  a,  h  auch  aus  der  van  der 
Waals 'sehen  Gleichung  folgt.  Darin  hat  man  oft  eine  Bestätigung 
aus  der  Thermodynamik  für  die  van  der  Waals'sche  Gleichung  ge- 
sehen. Sehr  mit  Unrecht,  denn  die  Thermodynamik  vermag  schon 
deshalb  nichts  über  die  Form  der  gewellten  Strecke  vorauszusagen, 
weil  diese  Form  in  ihren  Gleichungen  gar  keine  Rolle  spielt.  Wohl 
aber  kann*  man  umgekehrt  Vieles  aus  der  Thermodynamik  anführen, 
was  zu  Gunsten  der  geraden  Isotherme  spricht.  Ja,  wären  die  oben 
bezeichneten  Erscheinungen  überhitzter  Flüssigkeiten  und  übersättigter 
Dämpfe  und  noch  einige  andere  nicht,  so  könnte  der  Gedanke  von 
James  Thomson,  die  gerade  Isotherme  durch  eine  gewellte  zu  er- 
setzen, nur  als  ein  sehr  unglücklicher  bezeichnet  werden.  So  aber 
lässt  er  sich  dazu  verwenden,  um  wenigstens  in  den  physikalisch 
möglichen  Theilen  der  gewellten  Linie  in  den  Theilen  oc  ß  und  8  e  Iso- 
thermen (wenngleich  noch  in  keiner  Weise  geprüfte)  für  den  über- 
sättigten Dampf  bezw.  die  überhitzte  Flüssigkeit  zu  sehen  ^). 

Verfolgen  wir  den  kritischen  Zustand  weiter,  so  ergiebt  sich,  weil 
dabei  Vi  =  V2  ist,  nach  Gleichung  40) 

45)  fpdv  =  0. 

Im  kritischen  Zustande  bedingen  Verdampfung  und 
Verflüssigung  weder  Arbeitsleistung  noch  Arbeitsverlust. 

Zur  Ableitung  von  Formeln  für  den  kritischen  Zustand  kann  dieser 
Satz  nicht  benutzt  werden,  weil  er  zu  Identitäten  führt. 

Ferner  wegen  28) 

46)  r  =  0. 

Im  kritischen  Zustande  erfordert  die  Verdampfung 


^)  Neuerdings  wird  von  mehreren  Seiten  behauptet,  dass  auch  der 
Theil  ßy&  physikalisch  realisirbar  ist,  wenn  Flächenkräfte  hinzugenommen 
werden.  Das  ist  möglich,  dann  muss  aber  die  ganze  Theorie  umgearbeitet 
werden,  auch  in  der  Thermodynamik. 
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keine  Wärmezufuhr  und  bedingt  die  Verflüssigung  keinen 
Wärmegewinn. 

Die  Gleichungen  27),  26),  25)  und  283)  ergeben  dann: 

Im  kritischen  Zustande  haben  Flüssigkeit  und  Dampf 
gleiche  Entropie,  gleiche  freie  Energie,  gleiche  innere 
Energie  und  gleiche  specifische  Wärme. 

Kurz,  man  sieht,  im  kritischen  Zustande  ist  es  nicht  leicht,  einen 
Unterschied  zwischen  dem  flüssigen  und  gasförmigen  Theile  anzugeben, 
da  alle  Merkmale,  die  sonst  zur  Trennung  herangezogen  werden  können, 
versagen.  Im  kritischen  Zustande  kann  anscheinend  ein  Gas  als  Flüssig- 
keit und  eine  Flüssigkeit  als  Gas  beansprucht  werden.  Wann  beginnt 
also  eine  Flüssigkeit  eine  wirkliche  Flüssigkeit  zu  sein,  und  wann  ein 
Gas  wirklich  ein  Gas?  Nach  Besprechung  einiger  Vorschläge  zur 
definirenden  Beantwortung  dieser  Frage  schlägt  Herr  Thiesen  fol- 
gende Fassung  vor^): 

Eine  Substanz  ist  als  flüssig  oder  gasig  zu  bezeichnen,  je  nachdem 
ihre  Dichte  grösser  oder  kleiner  ist  als  die  kritische  Dichte. 

Aber  was  ist  eine  Substanz,  wenn  sie  gerade  die  kritische  Dichte 
hat?  Ist  sie  flüssig  oder  gasig?  Den  uns  am  meisten  interessirenden 
Fall  umfasst  die  Definition  nicht.  Eine  solche  Definition  ist  eigentlich 
auch  ziemlich  unfruchtbar.  Die  unterscheidenden  Merkmale  fehlen 
im  kritischen  Zustande  und  wachsen  nach  beiden  Seiten  an,  und  zwar 
bis  zu  einer  bestimmten  Hohe  so  rasch,  dass  man  schon  sehr  bald  nicht 
in  Zweifel  ist,  was  man  vor  sich  hat. 

Der  folgende  Satz  scheint  selbstverständlich. 

Die  Dampfs pannungscurve  endet  oder  beginnt  physi- 
kalisch im  kritischen  Punkte. 

Einen  weiteren,  für  das  Folgende  sehr  wichtigen  Satz  erhalten  wir 
aus  der  Betrachtung  der  specifischen  Wärmen  im  kritischen  Zustande. 
Wir  haben  diese  für  den  Dampf  mit  c^,  für  die  Flüssigkeit  mit  c/  be- 
zeichnet. Es  gelten  diese  Grössen  ihrer  Definition  nach  für  variabelen 
Druck,  indem  während  der  Wärmezuführung  der  Sättigungszustand 
erhalten  bleiben  soll.  Nach  der  allgemeinen  Definition  der  specifischen 
Wärme  hätten  wir  hiernach 

47,)  '^  =  ^'äi  =  ^[ji+^d)' 

also  zufolge  34)  in  Abschnitt  50 


*)  In  dem  sehr  lesenswerthen   Aufsätze:    Wann  werden   Gase   flüssig? 

Zeitschrift  für  comprimirte  und  flüssige  I^ult  1897,  Nr.  5. 
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.7  ^    ^  _  _  £  _1  [f^ ^A 1  _  _  £  f^l^  j-  ^'^t  ^\ 

Aber  wir  haben  nach  108)  in  Abschnitt  19 


somit 


48a)  ''^  -  -  7  V-p^  +  8¥  ö#;  ■ 


8  Vi 


Nun  haben  wir  gesehen,  dass  im  kritischen  Zustande  r-^  sowohl 

6  9 

wie  ^-^,  unter  der  gerade  hier  maassgebenden  Bedingung  gebildet,  dass 

der  Sättigungszustand  erhalten  bleiben  soll,  unendlich  gross  werden, 
also  ergiebt  sich: 

Im  kritischen  Zustande  sind  die  BpecifischenWärmen 
Cdj  Cf,  welche  unter  Erhaltung  des  Zustandes  allein  zur 
Erwärmung  erforderlich  sind,  unendlich  gross. 

Das  bedeutet  eigentlich,  im  kritischen  Zustande  kann  eine  Flüssig- 
keit nicht  erhalten  bleiben ,  wenn  ihr  Wärme  zugeführt  und  ein  Gas 
nicht,  wenn  ihm  Wärme  entzogen  wird.  Im  ersten  Falle  wandelt  sich 
die  Substanz  sofort  in  ein  Gas  um,  im  zweiten  sofort  in  eine  Flüssig- 
keit, tn  beiden  Fällen  ist  also  der  gesättigte  Dampf  verschwunden, 
also  der  vorgeschriebenen  Bedingung  nicht  genügt. 

Ich  will  gleich  hier  das  Missverständniss  aufhellen,  auf  welches 
S.  438  hingewiesen  ist.  Von  manchen  Forschern  wird  die  Behauptung 
aufgestellt,  der  obige  Satz  gelte  auch  für  die  gewöhnliche  specifische 
Wärme  bei  constantem  Drucke.  Es  wird  dabei  so  geschlossen.  Zu- 
folge Gleichung  61)  in  Abschnitt  16  ist 

.    dp  d  V 

d  V  . 
Nun  ist  Cv,  wie  leicht  zu  ersehen,  stets  endlich  und  da  ^r^  im 

kritischen  Zustande  unendlich  ist,  muss  Cp  unendlich  sein.    JAber  hier 

8  V 
fehlt  jeder  Nachweis,  dass  dieses  ;r-^ ,  welches  für  constanten  Druck 

öv 

gilt,  mit  der  oben  in  gleicher  Weise  bezeichneten  Grösse  identisch  ist. 

Das  kann  kaum  der  Fall  sein,  denn  diese  letztere  Grösse  bezieht  sich 

auf  den  constanten  Sättigungszustand,    muss  also  für  variabelen 
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Druck  gerechnet  werden.  Die  Grössen  Cd  und  Cf  gehen  in  hinlänglicher 
Entfernung  vom  kritischen  Zustande  in  das  Cp  für  das  Gas  bezw.  das 
Cp  für  die  Flüssigkeit  über,  aber  sie  sind  nicht  diesen  Cp  im  kritischen 
Zustande  gleich,  sondern  von  diesen  durchaus  verschieden.  Es  wäre 
sonst  auch  gar  nicht  zu  verstehen,  wie  z.  B.  eines  von  ihnen  —  wie 
bald  gezeigt  werden  wird  —  negativ  sein  kann.  Die  gewöhnliche 
specifische  Wärme  bei  constantem  Drucke,  wie  gross  sie  auch  im  kriti- 
schen Zustande  sein  mag  (und  sie  ist  in  diesem  Zustande  in  der  That 
sehr  gross),  braucht  in  diesem  Zustande  doch  nicht  unendlich  gross  zu 
sein^).     Folglich  ist  auch  das  Yerhältniss 

Cv 

im  kritischen  Zustande  nicht  nothwendig  unendlich  gross. 

Darauf,  dass  (-rs:)    nach  der  van   der  Wa  als 'sehen  Gleichung 

\d^/p 

und  nach  der  Clausius'schen  im  kritischen  Zustande  unendlich  gross 
sein  soll  (S.  406)  und  deshalb  auch  Cp  und  k  im  gleichen  Zustande  un- 
endlich gross  sein  müssen,  darf  man  sich  nicht  berufen,  denn  das  sind 
eben  besondere  Gleichungen,  die  allgemein  gültig  nicht  sind  und  nicht 
sein   können.     Die  wirkliche  Zustandsgieichung  mag   für  die  Grösse 

TT-^  )    einen  endlichen  Werth  geben. 

ÖiT/p 

Auch  darauf  sich  zu  berufen,  ist  nicht  zulässig,  dass  ja  im  kriti- 
schen Zustande 

dp 


( 


d  V 

d  V 
sein  soll,  also  doch  -^r-^,  welches  gleich 

dp    /  dp 
d^  /  dv 

ist,  gleich  oo  sein  müsse.  Denn  erstens  ist  die  Richtigkeit  jener  Be- 
dingungsgleichung, wie  wir  sahen,  sehr  anfechtbar,  und  zweitens  gilt 
sie  für  den  gesättigten  Zustand,  also  durchaus  nicht  überhaupt  für 
eine  Isotherme,  sondern  nur  sofern  diese  mit  einer  geraden  Condensations- 
isotherme  zusammenfällt. 

Das  aber  scheint  aus  Allem,  was  wir  bis  jetzt  über  das  Verhalten 
der  Gase  wissen,  zu  folgen,  dass  die  specifische  Wärme  für  constanten 
Druck  und  ebenfalls  ihr  Verhältniss  zu  der  specifischen  Wärme  für 
constantes  Volumen  im  kritischen  Zustande  den  grössten  Werth  er- 
reichen ,  den  diese  Grössen  überhaupt  je  erlangen,  wenn  sie  auch  nicht 


^)  Diesen  Standpunkt  vertritt,  wie  ich  sehe,  auch  Herr  Duhem  (1.  c, 
p.  90),  dessen  oft  citirten  Aufsatz  ich  nicht  anders  als  meisterhaft  bezeichnen 
kann. 


DampfspannuDg. 
nothwendig  unendlich  gross  werden.     Man  hat  also 
49)  (1^)  =0,      (1-^)  =0. 
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62.    Spannung,  Diolite,   Verdampfangswärme    und  specifisohe 

Wärme  der  Flüssigkeiten  und  Dämpfe. 

Zur  Klarstellung  der  dargelegten  Theorie  führe  ich  einige  Zahlen - 
ergebnisse  an. 

Wegen  der  praktischen  Bedeutung  hat  das  grösste  Interesse  die 
Bestimmung  der  Spannungscurven  der  Dämpfe  erweckt.  In  dieser  Be- 
ziehung haben  wir  für  manche  Dämpfe,  so  namentlich  für  Wasserdampf, 
sehr  ausgedehnte  Versuchsreihen.  Es  ist  nicht  Aufgabe  dieses  Buches, 
Untersuchungsmethoden  zu  beschreiben  und  Ergebnisse  in  Tabellen 
vorzufuhren.  Ich  theile  deshalb  nur  einige  Zahlen  mit,  weil  sie  zur 
Verdeutlichung  der  Verhältnisse  diensam  sind.  Im  Allgemeinen  steigt 
die  Spannkraft  der  Dämpfe  sehr  rasch  mit  wachsenden  Temperaturen. 
Nach  Regnault,  dessen  Bestimmungen  in  dieser  Hinsicht  mit  denen 
von  Magnus  sehr  genau  zusammen  kommen,  haben  wir  für  die 
Spannkraft  des  Wasserdampfes  die  nachfolgenden  Zahlen werthe : 


Tempe- 
ratur 

Spannkraft 

Tempe- 
ratur 

Spannkraft 

Tempe- 
ratur 

Spannkraft 

0  0. 

mm 

0  0. 

mm 

0  0. 

mm 

—  30 

Oj386 

10 

9,165 

110 

1075,37 

—  20 

0,927 

20 

17,391 

120 

1491,28 

—  10 

2,093 

30 

31,548 

130 

2030,28 

0 

4,600 

40 

54,906 

140 

2717,63 

50 

91,982 

150 

3581,23 

60 

148,791 

160 

4651,62 

70 

233,093 

170 

5961,66 

80 

354,643 

180 

7546,39 

90 

525,392 

190 

9442,70 

100 

760,000 

200 

1  1688,96 

Ich  schliesse  hier  gleich  die  für  noch  höhere  Temperaturen  von 
Gailletet  und  Colardeau^)  erhaltenen  Zahlen  an: 

Temperatur      Spannkraft      Temperatur      Spannkraft 


0  0. 

Atm. 

0  0. 

Atm. 

200 

15,3  2) 

300 

86,2 

225 

25,1 

325 

121,6 

250 

39,2 

350 

167,5 

275 

59,4 

375 

200,5. 

^)  Physikaligche  Revue,  Bd.  I,  S.  21.  —  *)  Regnault  15,38  Atmosphären. 
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Man  sieht,  wie  beschleunigt  die  Spannkraft  mit  wachsender  Tempe- 
ratur in  die  Höhe  geht.  Für  die  30  Grade  von  —  30  bis  0^  wächst 
sie  nur  um  4,214  mm,  dagegen  für  die  von  70  bis  100®  um  526,907  mm, 
also  um  mehr  als  das  100  fache,  für  die  von  170  bis  200®  gar  um  mehr 
als  das  lOOOfache,  vollends  über  300®  um  mehr  als  das  10  000 fache. 

Bei  anderen  Dämpfen  wächst  die  Spannkraft  noch  stärker  mit  der 
Temperatur,  so  von  0  bis  100®  bei  Alkohol  um  1682,1,  bei  Holzgeist 
um  2378,3,  bei  Schwefelkohlenstoff  um  3197,5,  bei  Aether  gar  um 
4767,3  mm,  letzteres  ist  mehr  als  das  Sechsfache  des  Anwachsens  bei 
Wasserdampf.  Selbstverständlich  stehen  auf  der  anderen  Seite  Sub- 
stanzen mit  weit  geringeren  Spannkräften,  so  Quecksilberdampf  mit 
einer  Spannkraft  von  0,015  mm  bei  0®,  0,21mm  bei  100®,  18,25  mm 
bei  200®,  242,15  mm  bei  300®,  1587,96  mm  bei  400®,  6520,25  mm  bei 
500®  u.  8.  f.,  so  dass  Quecksilberdampf  erst  bei  470®  etwa  die  Spann- 
kraft hat,  welche  Aether  schon  bei  100®  aufweist. 

Für  Kohlensäure  giebt  Amagat  folgende  Tabelle  i): 


Tempe- 

Span- 

Die 

hte 

Tempe- 

Span- 

Die 

hte 

ratur 

nang 

Atm. 

ratur 

0  0. 

nung 

Atm. 

0  0. 

Flüssigk. 

Dampf 

Flüssigk. 

Dampf 

0 

34,3 

0,914 

0,096 

18 

53,8 

0,786 

0,176 

1 

35,2 

910 

099 

19 

55,0 

776 

183 

2 

36,1 

906 

103 

20 

56,3 

766 

190 

3 

37,0 

900 

106 

21 

57,6 

755 

199 

4 

38,0 

894 

110 

22 

59,0 

743 

208 

5 

39,0 

888 

114 

23 

60,4 

731 

217 

6 

40,0 

882 

117 

24 

61,8 

717 

228 

7 

41,0 

876 

121 

25 

63,3 

703 

240 

8 

42,0 

869 

125 

26 

64,7 

688 

252 

9 

43,1 

863 

129 

27 

66,2 

671 

266 

10 

44,2 

856 

133 

28 

67,7 

653 

282 

11 

45,3 

848 

137 

29 

69,2 

630 

303 

12 

46,4 

841 

142 

30 

70,7 

598 

334 

13 

47,5 

831 

147 

30,5 

71,5 

574 

356 

14 

48,7 

822 

152 

31 

72,3 

536 

392 

15 

50,0 

814 

158 

31,25 

72,8 

497 

422 

16 

51,2 

806 

164 

31,35 

72,9 

464 

464 

17 

52,4 

796 

170 

Die  beiden  ersten  Spalten  geben  den  Verlauf  der  Spannungscurve, 
die  beiden  letzten  zusammen  mit  der  zweiten  den  der  Grenzcurve. 
Amagat  hat  auch  diese  Curve  gezeichnet  und  mit  anderen  in  Bd.  ü, 
S.   36   der  Physikalischen  Revue  veröffentlicht.     Man  sieht,  dass  die 


*)  1.  e.,  S.  136. 


Dampf spannuDg.  449 

Spannungscurve  fast  geradlinig  mit  geringer  Convexität  zur  Tempe- 
ratnraxe  aufsteigt.  Der  linke  Ast  der  Grenzcurve  steigt  steil  und  stetig 
sich  von  der  Druckaxe,  der  er  die  convexe  Seite  zuwendet,  entfernend 
zur  Höhe,  der  rechte  geht  sanft  geneigt  die  convexe  Seite  nach  heiden 
Axen  gerichtet  empor.  Die  Aeste  vereinigen  sich  in  einem  breiten  Gipfel 
im  kritischen  Punkte. 

Für  SauerstoiGf  giebt  von  Wroblewski 

bei  —123,7  —129,8  —135,8  —141,58  —143,85  —  145,890  C. 
die  Spann- 
kraft...  43,5  35,28        28,40       20,63  18,61  16,37  mm, 

für  Stickstoff 

bei— 147     —150,1     —153,24     —157,67     —160,060  C. 
die  Spannkraft    30,90       25,93  21,46  15,46  14,07  mm. 

Diese  Zahlen  sind  wohl  zu  verstehen  und  von  den  Drucken,  deren 
es  bedarf,  die  Gase  zu  verflüssigen,  zu  trennen.  Nachdem  Sauerstoff 
durch  Compression  verflüssigt  ist,  entwickeln  seine  Dämpfe  bei  —  123,7^ 
eine  Spannkraft  von  43,5  mm.  Die  16,37  mm  Spannkraft  des  Sauer- 
stoffdampfes bei  —  145,890  sind  ebenso  zu  deuten,  wie  die  gleiche  Spann- 
kraft des  Wasserdampfes  bei  -+"  19,5^  u.  s.  f. 

Die  Thatsache,  dass  verschiedene  Dämpfe  für  gleiche  Tempera- 
turen so  verschiedene  Spannkräfte  aufweisen,  pflegt  man  auch  so  aus- 
zudrücken, dass  verschiedene  Flüssigkeiten  bei  gleichem  Drucke,  als 
welchen  man  den  normalen  Atmosphärendruck  wählt,  verschiedene 
Siedetemperatur  haben.  Bei  je  höherer  Temperatur  eine  Flüssigkeit 
siedet,  um  so  geringer  ist  die  Dampfspannung  unter  sonst  gleichen 
Umständen. 

Es  ist  oft  versucht  worden,  die  Spannkräfte  der  Dämpfe  in  Be- 
ziehung zu  einander  zu  setzen.  Dalton  stellte  das  nach  ihm  be- 
nannte Gesetz  auf,  dass  die  Spannkräfte  der  Dämpfe  in  gleichen 
Abständen  von  den  Siedetemperaturen  ihrer  Flüssigkeiten  einander 
gleich  sein  sollten.  Der  Alkohol  siedet  bei  etwa  7  8,40,  d.  h.  die  Spann- 
kraft seines  Dampfes  ist  dann  760  mm,  das  Wasser  erst  bei  lOOo, 
Wasserdampf  bei  900  und  Alkoholdampf  bei  68,40  sollen  also  nach 
Dalton  gleiche  Spannung  haben.  Ungefähr  stimmt  das  auch  in 
diesem  Falle,  allgemein  jedoch  nicht.  Ich  werde  hierauf  im  nächsten 
Abschnitte  eingehen. 

Zur  analytischen  Darstellung  der  Spannung  der  Dämpfe  als  Func- 
tion der  Temperatur  hat  man  sich  früher  einer  Formel  von  Biot  be- 
dient und  bedient  sich  deren  noch  jetzt.     Man  setzt 

logp  =  a  -{-  h  cc^  -\-  c  ß^y 

woselbst  üy  l)j  Cy  a,  ß  aus  den  Beobachtungen  zu  ermittelnde  Constanten 
bedeuten.     Diese  ^Formel ,  welche  theoretisch  nicht  zu  begründen  ist, 

Weinstein,  Thermodynamik.  29 


450  Achtes  Capitel. 

hat  sich  in  der  Anwendung  ganz  gut  bewährt,  doch  freilich  nicht  über 
bestimmte  Intervalle  hinaus. 

Aus  gewissen  theoretischen  Erwägungen  heraus  hat  Bertrand 
eine  einfachere  Formel  ermittelt^),  nämlich 

_       d^ 

Nach  Cailletet  und  Colardeau^)  sind  für  Wasserdampf  die 
Constanten  dieser  Formel 

logF  =  14,00527,     a  =  127,     a  =  57,074,     ß  =  59,572. 

Es  kommen  also  ungeheure  Zahlen  in  Anwendung.  Die  Formel 
stimmt  mit  den  Erfahrungen  sehr  gut  überein.  Ihre  Differenzen  gegen 
die  erwähnten  Beobachtungen  sind 

bei    100        125        150        175        200        225        250        275        SOO» 
0  0        —0,2     —0,4   —0,5    —0,5     —0,3    —0,3         0 

325        350       3750 
+  0,4    +0,3        0. 

Die  Uebereinstimmüng  würde  eine  noch  grössere  sein,  wenn  zur 
Berechnung  der  Constanten  alle  Beobachtungen  benutzt  worden  wären, 
was,  wie  die  Differenzreihe  erkennen  lässt,  nicht  der  Fall  gewesen  ist. 

Die  Thermodynamik  bietet  die  Mittel,  rationelle  Formeln  für  die 
Spannungscurye  auch  aus  der  Zustandsgieichung  abzuleiten.  Näm- 
lich wir  sahen,  dass  die  Dampfspannung  und  die  specifischen  Volumina 
von  Dampf  und  Flüssigkeit  zu  einander  in  der  Beziehung  standen : 

Vi 

p{Vi  -^  Vi)  =  \  pd V. 

Zugleich  haben  wir  bemerkt,  dass  der  Weg,  auf  dem  die  Inte- 
gration bewirkt  wird,  ganz  gleichgültig  ist.  Nehmen  wir  als  solchen 
Weg  die  Isotherme,  die  zu  derjenigen  Temperatur  d"  gehört,  welcher 
der  Dampfdruck  p  entspricht ,  so  können  wir  p  aus  der  betreffenden 
Zustandsgieichung  als  Function  von  v  und  diesem  d"  ableiten  und  in 
das  Integral  einsetzen.  Bei  der  Integration  ist  dann  nur  v  als  Yari- 
abele  zu  betrachten.     Das  Resultat  ist  hiemach  eine  Formel 

Sind  nun  die  Zustandsgieichungen  für  den  Dampf  und  für  die 
Flüssigkeit 

91  (P,  ^1»  ^)  =  0,     g?2  (P^  ^2,  ^)  =  0, 
so  berechnen  wir  aus  diesen  Vi  und  v^  als  Functionen  von  p^  d'.    Setzen 


*)  Thermodynamique,  Gap.  IX. 
*)  Physikalische  Revue  I,  S.  21. 
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wir  das  in  die  obige  Formel  ein,  so  folgt  eine  Gleichung 

welche  eben  die  Spannungsformel  ist. 

Ich  will  dieses  Verfahren  an  der  Clausius'scheüi  Formel  er- 
klären, und  zwar  in  der  von  Clausius  selbst  vorgenommenen  Er- 
weiterung i).     Demnach  ist  nach  Gleichung  5)  in  Abschnitt  46 

Also  wird 

Nach  der  obigen  Kegel  haben  wir  also  %  und  v^  zu  eliminirea 
aus  den  drei  Gleichungen  > 


—  (a'a— *»  —  5') 


Bd' 

P_     _ 
Bd'        Vi  —  h        ''^  ^  ^'  (Vi  +  ß)^' 

und  würden  dann  die  Spannungsgleichung  erhalten.  Ohne  Weiteres 
ist  diese  Elimination  nicht  möglich.  Clausius  hat  gezeigt,  wie  man 
mit  Hülfe  von  Näherungsrechnungen  doch  zu  jeder  Temperatur  die  zu- 
gehörige Spannung  zu  ermitteln  vermag. 

Thiesen  hat  eine  andere  thermodynamische  Beziehung  für^^die 
Ableitung  der  Spannungsgleichung  vorgeschlagen,  nämlich  die  in  Ab- 
schnitt 50  unter  26)  gegebene 

Fl  —  F2  =  —p(vi  —  v^)  =  \  pdv. 

Vi 

Für  die  Integration  wählte  er  nicht  iso thermische  Wege  der  Zu- 
Standsgleichungen,  sondern  verschiedene  andere.  Einer  ist  im  p,  d"- 
Blatte  gelegen  und  fühi*t  von  einem  Punkte  der  Spannungscurve  länga 
einer  geschlossenen  Linie  um  den  kritischen  Punkt  herum  zu  diesem 
Punkte  zurück.  Die  geschlossene  Linie  besteht  aus  zwei  Parallelen 
zur  j9-Axe  und  zwei  Parallelen  zur  '9'-Axe.  Einen  anderen  Weg  wählte 
Herr  Thiesen  im  -Ö",  t; -Blatte,  und  zwar  ganz  analog.     Die  Formeln^ 


')  Wied,  Ann.,  Bd.  14,  S.  279. 
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zu  denen  er  auf  diese  mathematisch  elegante  Weise  gelangt,  sind  noch 
nicht  anwendbar,  oder  noch  nicht  angewendet^). 

Kehren  wir  zur  Claus ius' sehen  Gleichung  zurück,  so  geben 
Cailletet  uijd  Colardeau  für  Wasser  an 

a'  =  4033,869;     V  =  0,8320;     n  =  1,1918. 

Hiermit  und  mit  den  Angaben  von  Clausius  selbst  berechnen 
sie  die  Drucke  des  Wasserdampfes  für  verschiedene  Temperaturen  und 
erhalten  als  Differenzen  in  Atmosphären 

hei    100        125        150        175        200        225        250        275        300» 
0,0      +0,1       0,0      —0,2    —0,2    +0,1    +0,3    —0,1       0,0 

325        350        3750 
0,0      —  0,2      0,0. 

Die  Ueber  ein  Stimmung  ist  wohl  als  ausgezeichnet  zu  erklären, 
zumal  auch  hier  die  Constanten  a\  h\  n  nicht  aus  allen  Beobachtungen 
abgeleitet  sind. 

Clausius  selbst  hat  seine  Formel  für  Aether  an  den  Beobachtungen 
von  Regnault  geprüft  und  zwischen  — 20^  und  +  190*^  eine  geradezu 
wunderbare  Uebereinstimmung  gefunden.  Die  grösste  Abweichung  vom 
beobachteten  Drucke  —  bei  180®  —  beträgt  zwischen  0  und  190®  nur 

—  und  ist  sonst  stets  kleiner  als  t^tz.  bei  —  20®,  wo  der  Druck  an 
60  100 

sich  schon  relativ  gering  ist,  findet  sich  die  Abweichung  zu  etwa  —  • 

rt\J 

Battelli^)  hat  das  später  für  Aether  und  für  Schwefelkohlenstoff 
bestätigt,  namentlich  bei  Anwendung  der  von  ihm  angegebenen  Form 
[Gleichung  7),  Abschnitt  46]. 

Die  Formel  von  van  der  Waals  passt  nicht  so  gut.  Doch  darf 
freilich  nicht  übersehen  werden,  wie  viel  Constanten  mehr  die  Clau- 
sius'sche  Gleichung  in  ihrer  Verallgemeinerung  hat. 

Die  Spannung  der  Dämpfe  über  einer  Flüssigkeit  muss  übrigens, 
wie  zuerst  William  Thomson  (jetzt  Lord  Kelvin)  theoretisch  nach- 
gewiesen hat,  von  der  Störung  der  Oberfläche  der  Flüssigkeit  ab- 
hängig sein,  sie  ist  grösser  über  einer  convexen,  kleiner  über  einer 
concaven  Fläche,  als  es  sonst  der  Fall  sein  würde.  Das  betrifft  aber 
nur  eine  Seite  der  Frage,  die  Spannung  muss  auch  von  den  Anziehungs- 
kräften zwischen  den  Gefässwänden  und  den  Dämpfen  und  Flüssig- 
keiten, sowie  von  den  Anziehungskräften  zwischen  den  Dämpfen  und 
den  Flüssigkeiten  selbst  abhängen.  Hierauf  einzugehen ,  ist  im  gegen- 
wärtigen Stande  unseres  Wissens  unmöglich. 

Yiel  schwieriger  als  die  Ermittelung  der  Dampfspannung  ist  die 
der  Dampfdichte,  deshalb  ist  das  hierüber  vorliegende  Material  viel- 

^)  1.  c,  S.  4,  übrigeos  ist  auch  nicht  recht  ersichtlich,  wie  die  An- 
wendung dieser  Formeln  gedacht  ist. 

*)  Physikalische  Bevue  I,  182,  307. 
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fach  widerspruchsvoll;  so  viel  weiss  man  jedenfalls,  dass  die  Dichte  der 
Dämpfe  nicht  aus  dem  Boyle-Gay-Lussac^ sehen  Gesetze  zu  ermitteln 
ist.  Wenn  Flüssigkeit  unter  einem  bestimmten  Drucke  und  der  diesem 
angemessenen  Temperatur  verdampft,  haben  wir  gesättigten  Dampf 
vor  uns.  Die  Dichte  dieses  gesättigten  Dampfes  ist,  was  man  gewöhn- 
lich als  Dampf  dichte  bezeichnet,  insbesondere  wenn  es  sich  um  Ver- 
dampfung unter  Atmosphärendruck  handelt.  Wir  haben  schon  be- 
merkt (S.  125),  dass  diese  Dampfdichten  als  zu  einander  im  Yerhältniss 
der  Molekulargewichte  stehend  angesehen  werden  können.  Denken 
wir  uns  alle  Flüssigkeit  verdampft,  so  bleibt  der  Dampf  gesättigt,  so- 
fern wir  weder  Druck  noch  Temperatur  ändern.  Erhöhen  wir  die 
Temperatur,  so  ist  der  Dampf  wärmer,  als  seiner  Spannung  entspricht. 
Man  nennt  den  Dampf  überhitzt.  Erniedrigen  wir  den  Druck,  so 
wird  der  Dampf  ungesättigt.  Offenbar  gehen  aber  durch  beide 
Operationen  Dämpfe  in  Gase  über,  das  heisst  in  Substanzen,  die  nicht 
bei  Temperaturerniedrigung  oder  Druckerhöhung  oder  bei  Temperatur- 
erniedrigung und  Druckerhöhung  sofort  sich  zu  Flüssigkeiten  con- 
densiren,  wie  es  gesättigte  Dämpfe  thun  (abgesehen  vom  Ausnahmefall 
der  üebersättigung).  Gesättigte  Dämpfe  sind  also  die  Schlussglieder 
in  der  Eeihe  der  Gase,  und  der  gesättigte  Dampfzustand  ist  der  End- 
zustand eines  Gases,  bevor  dieses  in  eine  Flüssigkeit  übergeht.  Würden 
nun  die  Dämpfe  dem  Boyle-Gay-Lussac'schen  Gesetze  gehorchen, 
so  müsste  bei  gegebener  Temperatur  ihre  Dichte  immer  umgekehrt 
proportional  ihrer  Spannung  bleiben.  Wie  wenig  das  der  Fall  ist,  er- 
geben bereits  die  früher  für  einen  so  stark  überhitzten  Dampf  wie  Luft 
bei  0*^  mitgetheilten  Zahlen.  Für  Wasserdampf  haben  wir  eingehende 
Untersuchungen  von  Fairbairn  und  Tate^).  Mach  diesen  Unter- 
suchungen ist  die  Dichte  der  gesättigten  Wasserdämpfe  innerhalb  des 
Temperaturintervalls  58  bis  145®  (entsprechend  der  Spannung  135,5  bis 
3125,55  mm)  immer  grösser,  als  dem  Mariotte 'sehen  Gesetze  ent- 
spricht. Herwig  2)  glaubte  aus  seinen  Bestimmungen  das  Gesetz  ent- 
nehmen zu  müssen,  dass  das  Yerhältniss  Spannung  mal  Dichte  des 
gesättigten  Dampfes  zum  gleichen  Producte  bei  gleicher  Temperatur 
gemäss  dem  Boyle- Gay -Lussac' sehen  Gesetze  der  Quadratwurzel 
aus  der  absoluten  Temperatur  umgekehrt  proportional  sei,  und  zwar 
für  alle  von  ihm  untersuchten  Gase  (Dämpfe  von  Wasser,  Alkohol, 
Aether,  Chloroform,  Schwefelkohlenstoff,  Aethylbromid)  in  gleicher 
Weise  proportional.     Nach  ihm  soll  sein 

wenn  jPi,  Vi  Druck  und  Volumen  des  gesättigten  Dampfes,  |>,  v  Druck 

^)  Bühlmann  hat  sie  sorgfältig  in  seinem  Werke  „Mechanische  Wärme- 
theorie" behaodelt,  Bd.  1,  S.  597  ff. 

*j  Battelli,  Physik.  Bev.  I,  S.  301. 
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und  Yolumen  des  gleichen  Dampfes  bei  gleicher  Temperatur  ist,  nach- 
dem der  Druck  so  weit  erniedrigt  ist,  bis  der  Dampf  in  ungesättigter 
Form  (als  Gas)  dem  Boyle-Gay-Lussac^ sehen  Gesetze  entspricht. 
Indessen  scheint  dieses  Herwig^  sehe  Gesetz  nicht  der  Erfahrung  ganz 
zu  entsprechen^).  Wüllner  ^)  hat  später  die  Dampfdichte  des  Wassers 
noch  genauer  ermittelt,  er  findet  folgende  specifische  Volumina 

bei    80,1^  specifisches  Volumen  34000ccm 

23  520    „ 
17100    „ 
16  660 
12  070 
8850 


T» 


90,0 

r,     98,4 

110,39 
119,50 


V 


» 


V 


V 


n 


134,58  „  „  5800 

Wir  werden  uns  ihrer  bald  zu  bedienen  haben. 

Amagat's  Zahlen  für  Kohlensäure  habe  ich  bereits  mitgetheilt. 
Battelli^s  für  Aether  und  Schwefelkohlenstoff  findet  der  Leser  in  den 
beiden  ersten  Bänden  der  schon  oft  citirten  Physikalischen  Revue. 

Für  die  Verdampfungswärme  haben  wir  die  exactesten  Angaben 
von  Regnault^).  Ich  führe  dessen  Zahlen  für  Wasser  an,  jedoch  zu 
Mitteln  vereinigt  *)  und  nach  Abzug  der  Temperatur  für  die  Erwärmung 
des  Wassers. 


Tempe- 
ratur 

Ver- 
dampf angg- 
wärme  in 

Anzahl  der 

vereinigten 

Beob- 

Tempe- 
ratur 

Ver- 

dampfangs- 

wärme  in 

Anzahl  der 

vereinigten 

Beob- 

oc. 

Calorieen 

achtangen 

«C. 

Calorieen 

achtungen 

0 

594,4 

4 

136,9 

511,1 

11 

8 

590,1 

11 

144,8 

505,2 

12 

14 

589,4 

5 

154,3 

496,9 

8 

68,1 

556,4 

8 

160,5 

493,0 

8 

79,5 

549,4 

7 

172,7 

483,3 

7 

85,4 

545,9 

8 

177,6 

482,2 

7 

100,0 

536,7 

38 

184,3 

479,0 

6 

124,0 

519,5 

7 

191,2 

474,0 

6 

Ich  mache  darauf  aufmerksam,  wie  genau  die  bei  0^  von  Regnault 
beobachtete  Zahl  mit  der  von  Dieterici  ermittelten  594,6  überein- 
stimmt. 


^)  Battelli,  Physik.  Eev.  I,  S.  301. 

2)  Poggendorff  8  Ann.  Bd.  137. 

^)  Relation  des  experiences,  Tome  1. 

*)  Ich  habe  diese  Zahlen  sämmtlich  neu  berechnet  und  von  einigen 
Bechen versehen  befreit.  Doch  hat  sich  dadurch  in  Begnault's  Angaben 
nur  wenig  geändert. 
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Interpolationsformeln  aufzustellen,  darf  ich  unterlassen,  da  man 
hei  Regnaul t's  Beobachtungen  immer  am  besten  mit  seinen  Original- 
zahlen arbeitet,  wenn  man  keine  zu  begründende  Formel  zur  Verfügung 
hat.  Diese  wird  aber  später  zur  Discussion  gelangen.  Wie  man  be- 
merkt, fallt  die  latente  Wärme  ständig  mit  wachsender  Temperatur. 
Eine  Besonderheit  beim  Dichtemaximum  des  Wassers  ist  in  den  Reg- 
nault' sehen  Zahlen  nicht  angedeutet;  Regnault  findet  nämlich:    * 

bei  —  2,1     —  0,2        0,0       +  2,1     +5,2^ 
r  =  597,6       594,3       593,4     592,2      591,1. 

Wie  Wasser  verhalten  sich  die  meisten  anderen  Substanzen. 

Bei  der  kritischen  Temperatur,  welche  für  Wasserdampf  364,4^  ist, 
sollte  die  Verdampfungswärme  Null  sein  (S.  443).  Sie  muss  also  bei 
der  Annäherung  an  den  kritischen  Punkt  sehr  rasch  fallen.  Analoges 
findet  sich  auch  bei  der  Kohlensäure.  Hier  ist  die  Verdampfungs- 
wärme r 

bei  —  250      o        +22     29,85     30,82  »C. 

72,2     57,48     31,80     14,40       3,72     Calorieen, 

sie  nimmt  also  zuletzt  sehr  schnell  ab,  ähnlich  bei  Stickoxydul,  dessen 
kritische  Temperatur  bei  36 ^  liegt.  Bei  dieser  Substanz  fallt  die  Ver- 
dampfungswärme von  —  20  bis  -\-  35*^  um  57  Einheiten  und  von  35 
bis  36^  um  den  Rest  von  10  Einheiten.  Plötzlich  indessen  fällt  die 
Wärme  nicht,  der  Fall  beschleunigt  sich  nur  gegen  die  kritische  Tempe- 
ratur hin.  Eine  Ausnahme  von  der  Regel  soll  der  Alkohol  in  sofern 
machen,  als  bei  ihm  nach  Regnault  die  Verdampfungswärme  mit 
wachsender  Temperatur  erst  ansteigt  und  dann  fällt,  das  Maximum 
liegt  zwischen  20  und  30^,  ein  derartiges  Verhalten  braucht  der  Theorie 
noch  nicht  zu  widersprechen,  üebrigens  hat  das  Wasser,  soweit  bis 
jetzt  bekannt,  unter  gewöhnlichen  Verhältnissen  die  grösste  Ver- 
dampfungswärme. Das  hängt  mit  der  sehr  hohen  kritischen  Temperatur 
zusammen.  So  betragen  beim  gewöhnlichen  Siedepunkte  die  Ver- 
dampfungswärmen 

bei     Wasser  Alkohol  Aether 

536,7  205,2  90,5, 

während  die  kritischen  Temperaturen  sind 

364  238  193». 

Doch  giebt  es  auch  Ausnahmen,  Benzol,  welches  fast  bei  derselben 
Temperatur  siedet  wie  Alkohol,  aber  eine  viel  höhere  kritische  Tempe- 
ratur von  289°  besitzt,  weist  doch  nur  eine  Verdampfungs  wärme  auf, 
welche  etwa  93  beträgt,  also  so  gross  ist,  wie  die  des  Aethers. 

Trouton  hat  einen  merkwürdigen  Satz  entdeckt,  der  sich  nahezu 
bestätigt.  Multiplicirt  man  die  Verdampfungs  wärme  mit  dem  Mole- 
kulargewicht und  dividirt  durch  die  absolute  Temperatur,  so  soll,  wenn 
beispielsweise  die  Wärme  für  Verdampfung  bei  Atmosphärendruck  ge- 
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wählt  wird,  für  alle  Substanzen  eine  annähernd  gleiche  Zahl  resultiren, 
welche  zwischen  20  und  25  etwa  liegt.  Folgende  Zahlen  gebe  ich 
nach  Wüllner^). 


Sabstanz 


Ver- 

Mole- 

dampfungs- 

kular- 

wärme 

gewicht 

r 

m 

m  r 


Wasser 

Aceton 

Aether 

Alkohol 

Aethylbromid     .    . 

Benzol 

Chlorkohlenstoflf  . 
Chloroform  .... 
Essigäther  .... 
Methylalkohol  .  . 
Schwefelkohlenstoff 
Quecksilber  .  .  . 
Brom 


CgHeO 

C4H10O 

CgHeO 

C,H,Br 

CßHe 

CCI4 

CHCI3 

C4H8O2 

CH4O 

CS« 

Hg 
Br« 


373,0 
329,6 
307,5 
351,1 
311,2 
353,0 
349,2 
333,9 
346,1 
337,5 
319,1 
623,0 
331,0 


536,0 

125,3 
88,4 

205,1 
60,4 
92,9 
46,3 
58,5 
84,3 

267,5 
83,8 
62,0 
45,6 


18 

58 

74 

46 

109 

78 

152 

119 

88 

32 

76 

200 

160 


25,9 
22,0 
21,3 
26,9 
21,1 
20,5 
20,2 
20,9 
21,4 
25,4 
20,0 
19,9 
22,0 


Noch  genauere  Bestätigung  hat  nach  Wüllner  Schiff  beigebracht, 

die    von    ihm    für    14  Verbindungen    angegebenen  Werthe    von   -^7 

schwanken  nur  zwischen  19,8  und  21,0.  Warum  gerade  die  Wärmen 
bei  der  gewöhnlichen  Siedetemperatur  sich  dieser  merkwürdigen  Eigen- 
schaft erfreuen,  sieht  man  zwar  nicht  recht  ein,  aber  leider  ist  noch 
vieles  im  Verhalten  der  Substanzen  uns  so  dunkel,  dass  wir  Gesetze 
aufs  Geratewohl  aufstellen  und  froh  sein  können,  wenn  dadurch  ein 
die  Uebersicht  erleichterndes  Ergebniss  erzielt  wird. 

Ist  übrigens  das  Trou ton' sehe  Gesetz  richtig,  so  führt  es  zu  einer 
merkwürdigen  Schlussfolge,  auf  die  noch  nicht  aufmerksam  gemacht 
ist.     Nämlich  es  ist 

r 

"oT  ^^  ^1  —  ^2» 

also  hätten  wir  nach  dem  Trouton' sehen  Gesetze 

m(Si  —  ^2)  =  Const 

Das  heisst  die  Aenderung  der  Molekularentropie  beim, Ver- 
dampfen unter  normalen  Verhältnissen  (unter  Atmosphären- 


^)  1.  c,  S.  783. 
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druck)  ist  eine  für  alle  Substanzen  gleich  grosse,  etwa  gleich 
20  bis  21  im  Durchschnitt. 

Wir  können  mit  Hülfe  der  gegebenen  Werthe  für  die  Verdampfungs- 
wärme und  die  Dampfspannung  eine  der  thermodynamischen  Formeln 
verificiren,  die  unter  28)  in  Abschnitt  50  gegebene.     Ihr  zufolge  ist 

Jr    1 

■  ■      ■    ^-i       • 


Vi    —  ^2    = 


WüUner  hat  mit  Hülfe  von  Regnault's  Spannungstabelle  für 
Wasserdampf  und  aus  dessen  Angaben  für  die  Yerdampfungs wärme  aus 
der  obigen  Formel  die  specifischen  Volumina  des  gesättigten  Wasser- 
dampfes unter  verschiedenen  Drucken  berechnet  und  mit  seinen  eigenen 
experimentellen  Bestimmungen  (S.  454)  verglichen^).  Die  dabei  c6n- 
statirte  Uebereinstimmung  der  Zahlen  ist  eine  vorzügliche.  Die  Ab- 
weichungen zwischen  Beobachtung  und  Rechnung  betragen  im  Durch- 
schnitt weniger  als  1  Procent. 

Wir  haben  endlich  noch  von  den  specifischen  Wärmen  im  Sättigungs- 
zustande zu  sprechen.     Nach  233)  ist 

Ci  —  Cf\-  ^-J^- 

T 

Da  schon  r  mit  wachsendem  ^  fällt,  so  muss  es  a  fortiori  bei  -r- 

d.r  FJl  „b,,  .o„il  i.t  -^  j=d»f.lU  ..8.tt,  ,.d  „  b=«.ht  ..  .». 

einem  positiven  und  einem  negativen  Gliede.  Ueberwiegt  letzteres,  so 
wird  Ca  negativ  sein.  Die  specifische  Wärme  der  Dämpfe  unter 
Erhaltung  der  Sättigung  kann  also  auch  negativ  sein.  Das 
ist  nun  in  der  That  der  Fall  bei  Wasserdampf.  Setzt  man  für  Wasser 
C/  =  1  und   rechnet   aus   Regnault's  Beobachtungen   für  die  Ver- 

dampfungs wärme  die  Werthe  von  -tot»  i^^^ißi^  m.h.Ti  benachbarte  Werthe 

T 

von  -^  durch  die  Temperaturdiflferenz  dividirt,  oder  besser  Interpolation s- 

T 

formein  für  -^  benutzt,  so  findet  man 

bei         0  50  100     u.  s.  f.       500o 

Q  =  — 1,92     —1,46     —1,18  —0,03. 


^)  1.  c,  S.  817. 
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Nicht  weit  über  600®  würde  also  Ca  für  Wasserdampf  positiv 
werden.  Doch  hat  das  keine  Bedeutung,  da  die  Reihe  schon  lange 
vor  der  kritischen  Temperatur  ihre  Bedeutung  verliert  i). 

Bei  anderen  Substanzen  wird  Q  weit  vor  der  kritischen  Tempe- 
ratur positiv,  so  beim  Aether,  woselbst  Ca  negativ  nur  ist  bis  -9"  =  160 
( —  113*^C.)i  darüber  hinaus  aber  positiv.  Das  negative  Zeichen  der 
specifischen  Wärme  Ca  aber  bedeutet,  dass  der  Dampf  sich  bei  adiabati- 
scher Compression  überhitzen,  bei  adiabatischer  Dilatation  übersättigen 
mttss.  Im  ersteren  Falle  (in  welchem  eigentlich  gestrebt  wird,  ihn 
niederzuschlagen)  muss  ihm  Wärme  entzogen  werden,  wenn  er  ge- 
sättigt bleiben  soll,  im  zweiten  Falle  muss  ihm  Wärme  zum  gleichen 
Behufe  zugeführt  werden.  Ist  dagegen  Cd  positiv,  so  tritt  genau  das 
entgegengesetzte  Verhalten  ein.  Hirn  hat  diese  etwas  auffallende 
Foige  der  Theorie  durch  unmittelbares  Experiment  bestätigt. 

Von  diesen  specifischen  Wärmen  sind,  wie  bereits  bemerkt,  die 
gewöhnlichen  specifischen  Wärmen  getrennt  zu  halten,  letztere  sind 
stets  positiv. 

63.   Vollständige  und  reduoirte  Zustandsgleichungen  nach  dem 
Virialprincip.    XJebereinstiinmende  Zustände. 

Das  Ergebniss  der  Prüfung  der  van  der  Wa als' sehen  und  Clau- 
sius'schen  Gleichung  können  wir  dahin  zusammenfassen,  dass  beide 
ausgezeichnet  geeignet  sind,  qualitativ  sich  den  Thatsachen  anzupassen. 
Quantitativ  jedoch  kann  die  van  der  Waals'sche  Gleichung,  wie  auch 
im  Folgenden  noch  weiter  hervortreten  wird,  nicht  genügen.  Wählt 
man  ihre  Constanten  so,  dass  man  die  Spannungscoefficienten  wenig- 
stens in  einem  begrenzten  Bereiche  darzustellen  vermag,  so  kommt  man 
mit  den  kritischen  Daten  in  Conflict,  passt  man  sich  diesen  an,  so 
kann  man  wieder  jenen  nicht  gerecht  werden.  Um  es  kurz  auszu- 
drücken, die  Grössen,  welche  in  der  van  der  Wa  als 'sehen  Gleichung 
als  constant  angenommen  werden,  sind  eben  keine  Gonstanten  und  mit 
Temperatur  und  Dichte  veränderlich.  Viel  besser  steht  es  um  die 
Clausius'sche  Gleichung.  Bereits  in  ihrer  einfachsten  Form  dürfte 
sie  in  einem  ziemlich  grossen  Temperatur-  und  Druckintervall  wider- 
spruchsfreie Anwendung  finden  können,  und  noch  besser  passt  sie  sich 
den  Erfahrungen  an  in  den  Erweiterungen,  die  ihr  Claus  ins  selbst, 
Sarrau  und  Battelli  gegeben  haben.  Allein  diesen  Vorzügen  hält 
das  Gleichgewicht  die  grosse  Zahl  von  unbestimmten  Grössen  (bis  zu 
sieben),  deren  man  bedurft  hat,  um  mit  ihr  den  Thatsachen  zu  folgen. 
Ich  bin  nicht  in  der  Lage,  jetzt  schon  an  ihre  Stelle  Formeln  mit  Be- 
weiskraft zu  setzen,  welche  bei  einfacherem  Bau  eben  so  gut  den  That- 


^)  Weil  ja  c^  dem  Cy  entgegenkommt  und,  absolut,  nicht  ebenso  gleich  1 
gesetzt  werden  darf. 
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saclien  zu  entsprechen  vermögen;  ja  ich  muss  sogar  von  vornherein 
erklären,  dass  bis  zu  dem  Zeitpunkte,  wo  über  gewisse  Grössen,  die 
bald  Erwähnung  finden  werden,  hinreichende  Erfahrung  gesammelt 
ist,  kaum  etwas  Anderes  übrig  bleibt,  als  die  Clausius^ sehe  Gleichung 
weiter  zu  benutzen,  die  ja  auch  eine  Stütze  im  Virialprincip  hat,  also 
theoretisch  nicht  ungesichert  ist.  Wenn  ich  daher  doch  auf  die  hier 
aus  dem  Virialprincip  abgeleiteten  weiteren  Gleichungen  eingehe,  so 
geschieht  das  wesentlich,  um  einerseits  zu  zeigen,  dass  sie  wenigstens 
qualitativ  brauchbar  sind,  andererseits,  um  hervortreten  zu  lassen, 
worauf  die  Untersuchung  zu  richten  ist,  wenn  man  im  Sinne  des  Virial- 
princips  solche  Gleichungen  ableiten  und  den  Thatsachen  anpassen  will. 

Als  erste  Gleichung  bietet  sich  die  eigentlich  dem  Virialprincip 
entsprechende  van  der  Waals 'sehe  Gleichung.  Obwohl  diese  Gleichung 
den  Erfahrungen  nicht  vollständig,  ja  noch  weniger  genügen  kann  als 
die  aus  ihr  durch  Vernachlässigung  abzuleitende  van  der  Waals' sehe 
Gleichung,  ist  es  doch  gut,  sie  einer  Discussion  zu  unterziehen,  weil 
dabei  Einiges  zu  Tage  kommt,  was  an  sich  nicht  ohne  Interesse  ist  und 
von  der  Erfahrung  auch  bestätigt  wird. 

Die  Gleichung  lautet 

1)  B»(v+b)  =  (^p  +  ^^v^. 

Die  Auflösung  nach  v  ergiebt 


2)         ,  =  ^U  +  Vi+  '^'  ^^^-« 


f 


^P   \    —  f  ^^^^         i> 

So  lange  It%'h^  a  ist ,  haben  wir  jedenfalls  zwei  reelle  Werthe 

7?  «O* 
für  V.     Ein  Werth  davon  ist  grösser  als und  positiv,    der  andere 

dagegen  ist  negativ.     Daraus  folgt:     Für 


ist  nur  ein  Zustand  möglich  und  in  diesem  Zustande  sind  die  Volumina 
stets  grösser  als  für  die  gleiche  Substanz  bei  gleichem  Druck  und 
gleicher  Temperatur  im  idealen  Zustande.  Für  Kohlensäure  beispiels- 
weise ist 

a  =  0,0139,       h  =  0,0075,       B  =  0,00369, 

somit  wäre  für  alle  Temperaturen,  welche  grösser  sind  als  503,  das  ist 
230^0.,  Kohlensäure  nur  in  einem  Zustande  möglich  und  dabei  stets 
von  grösserem  Volumen  als  ein  ideales  Gas  gleicher  Substanz  unter 
gleichen  Verhältnissen.  Das  Erstere  trifft  jedenfalls  zu,  als  Flüssigkeit 
ist  Kohlensäure  nicht  eher  möglich,  als  bis  seine  Temperatur  unter 
304,35,  das  ist  31,35^0.  sinkt.  Das  Zweite  lässt  sich  leider  direct  nicht 
prüfen.  Sicher  stimmt,  dass,  wenn  O*  <^  503  ist,  das  Volumen  der 
Kohlensäure  stets  kleiner  ist  als  im  idealen  Zustande,  ob  es  aber  je 
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grösser  wird,  ist  nicht  zu  entscheiden.     Die  einzige  Beobachtungsreihe, 

die  hier  in  Frage  kommen  könnte,  die  bei  258^0.,  beginnt  erst  bei 

75  Atmosphären  Druck,  wo,  wie  wir  bald  sehen  werden,  die  zu  dis- 

cutirende  Gleichung  überhaupt  nicht  brauchbar  ist.     Jedenfalls  wider- 

a 
spricht  die  Erfahrung  nicht.    Hat  0"  den  Grenzwerth  r^^rr  überschritten, 

jx  0 

so  ist  V  durch  den  Werth ,  den  es  im  idealen  Zustande  haben  würde, 
gegangen  und  nunmehr  wird  v  kleiner  und  kleiner  im  Verhältniss  zu 
dem  V  eines  entsprechenden  idealen  Gases  werden.  Das  ist  auch  der 
Fall,  so  lange  jßv  seinen  kleinsten  Werth  nicht  erreicht  hat  und  gilt 
selbst  darüber  hinaus  noch  für  weitere  Drucke,  so  für  Kohlensäure 
wohl  bis  500  Atmosphären  Druck,  für  Aethylen  vielleicht  bis  400  Atmo- 
sphären. Zugleich  jedoch  wird  die  zweite  Wurzel  positiv,  somit  ein 
zweiter  Zustand  angezeigt.    Allein  dieser  zweite  Zustand  existirt  physi- 

kaiisch  nicht,  denn  bildet  man  - — >  so  findet  sich 
3)  ^^  ^' 


dp  2pv — Bd" 

und  da  für  die  zweite  Wurzel 


V 


2p 


ist,  würde  - —  positiv  sein,  was  physikalisch   keinen   Sinn  hat.      Und 

dieser  zweite  Zustand  kann  überhaupt  niemals  eintreten,  denn  sobald 
die  Bedingung  für  ihn  gegeben  wäre,  werden  beide  Wurzeln  der 
Gleichung  imaginär.  Hiernach  führt  die  nach  van  der  Waals  aus 
dem  Yirialprincip  abzuleitende  Gleichung  niemals  zu  einem  anderen 
Zustande  als  dem  gasförmigen,  ein  Flüssigkeitszustand  ist  nicht  an- 
gezeigt und  wir  können  behaupten:  diese  Gleichung  sagt  Einiges  vor- 
aus, was  bei  Gasen  allerdings  zutrifft,  sie  kann  aber  nicht  für  höhere 
Drucke  angewandt  werden. 

Die  allgemeineren  Gleichungen  unter  I)  und  II)  in  Abschnitt  46 
verlangen  zunächst  die  Kenntniss  der  Grösse  k.  Diese  ist  das  Ver- 
hältniss der  beiden  specifischen  Wärmen  Cp  und  c^.  Sie  ist  nun  keines- 
wegs unter  allen  Umständen  constant,  vielmehr  hängt  sie  von  Tempe- 
ratur und  Volumen  selbst  ab.  Leider  ist  das  Beobachtungsmaterial 
auf  diesem  Gebiete  so  sehr  unvollständig,  dass  nur  wenige  einiger- 
maassen  gesicherte  Ergebnisse  angegeben  werden  können. 

Zunächst  scheint  k  mit  wachsender  Temperatur  abzunehmen.  So 
ist  nach  Wüllner^): 


^)  1.  c,  S.  553. 
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Für 

Ä  bei  0*» 

Ä  bei  100<> 

Kohlenoxyd 

Kohlensäure 

Stickoxydul 

Ammoniak 

Aethylen 

1,4032 
1,3113 
1,3106 
1,3172 
1,2455 

1,3970 
1,2843 
1,2745 
1,2791 
1,1889 

Ferner  hat  Wittkowski i)  aus  Versuchen,  die  er  über  die  Aus- 
dehnung und  Spannung  der  Luft  angestellt  hatte,  nachfolgende  Tabelle 
für  Cp  angegeben: 


Druck  in 

• 

Temperatur 

^C. 

Atmo- 
sphären 

—  50 

—  100 

—  120 

—  130 

—  140 

1000  Cp 

10 

244 

258 

272 

302 

408 

20 

252 

283 

322 

397 

640 

30 

262 

309 

389 

536 

993 

40 

274 

334 

479 

873 

2607 

50 

286 

363 

614 

1823 

60 

300 

408 

802 

1905 

70 

312 

469 

777 

1855 

Sodann  Formeln  für  Cv,  alle  von  der  Form 

c„  =  0,169  +  a(i)  —  1) 
und  darin  ist 

bei        0  —35      —78,5    —103,5     —130       —135    —140^ 

a  =  0,00008,  0,00024,  0,00038,  0,00056,  0,000432,  0,00072,  0,0135. 

Die  Yeränderlichkeit  mit  wachsendem  Drucke  wächst  also  mit 
fallender  Temperatur,  und  zwar  zuerst  langsam,  dann  aber  sehr  schnell, 
je  mehr  man  sich  der  kritischen  Temperatur  nähert.  Aus  den  Werthen 
für  Cp  und  Cv  berechnet  Herr  Wittkowski  zuletzt  eine  Tabelle  (siehe 
a.  f.  S.)  der  Werthe  für  h. 

Es  wäre  sehr  schön,  wenn  wenigstens  für  dieses  eine  Gas  die  Reihe 
von  Zahlen  auf  unmittelbaren  Beobachtungen  beruhte.  Das  ist  aber 
nicht  der  Fall,  Cp  ist  berechnet  aus  der  Gleichung  68)  in  Abschnitt  16, 
Cv  sodann  aus  der  Gleichung  61  im  gleichen  Abschnitte.  Die  er- 
forderlichen Grössen 

d^v      dp      dp 


^)  Journal  de  physique  1896,  p.  123  ff. 
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Tempe- 
ratur 

Dichte 

in  Einheiten  der  Dichte  bei  0^  unter  Atmosphärendruck 

10 

20 

30 

50 

60 

80 

100 

We  rthe   von    k 

0 

1,42 

1,43 

1,44 

1,51 

1,53 

1,55 

1,60 

—    20 

1,42 

1,43 

1,45 

1,51 

1,53 

1,55 

1,61 

—    40 

1,42 

1,43 

1,46 

1,53 

1,55 

1,57 

1,65 

—    60 

1,42 

1,44 

1,49 

1,55 

1,58 

1,61 

1,72 

—    80 

1,42 

1,45 

1,50 

1,58 

1,64 

1,69 

1,85 

—  100 

1,44 

1,47 

1,53 

1,63 

1,71 

1,80 

2,10 

—  120 

1,45 

1,49 

1,56 

1,67 

1,79 

1,92 

—  140 

1,38 

1,41 

1,46 

1,50 

1,54 

1,70 

1,80 

sind  aus  den  CompresBibilitätsversucben  entnommen.  Entsprechen  die 
berechneten  Zahlen  der  Wirklichkeit  —  die  bezeichnete  Berechnungs- 
weise für  Cp  ist  meiner  Ansicht  nach  sehr  anfechtbar,  weil  die  Gleichung 
68)  in  Abschnitt  16  eine  partielle  Differentialgleichung  ist,  die  noch 
beliebige  Functionen  von  v  zulässt  — ,  so  nimmt  h  mit  fallender  Tempe- 
ratur zu  bis  zu  einem  Maximum  bei  etwa  —  120°,  um  dann  wieder 
abzunehmen.  Ferner  wächst  k  mit  steigendem  Drucke.  Im  Ganzen 
jedoch  tritt  die  starke  Veränderlichkeit  erst  bei  denjenigen  Dichten  auf^ 
welche  mit  fallender  Temperatur  zum  kritischen  Zustande  führen. 

Wenigstens  auf  beobachteten  i)  Wei-then  von  c  beruhen  Berech- 
nungen für  kf  die  Herr  Amagat  ^)  unter  Zugrundelegung  der  Formel  61 
in  Abschnitt  16  mit  Hülfe  der  von  ihm  erhaltenen  Zahlen  für  dieses  Gas 
ausgeführt  hat.  Die  Zahlen  beziehen  sich  freilich  nur  auf  eine  Dichte 
0,124  und  auf  hohe  Temperaturen.     Danach  wäre 

bei     20      30      40      50      60      70      80      90     100»  C. 

Druck    45,1  48,3  51,4  54,5  57,6  60,6  63,5  66,5  69,5  Atm. 

k    1,93  1,94  1,88  1,76  1,73  1,69  1,65  1,61   1,59. 

Die  Zahlen  nehmen  mit  wachsender  Temperatur  stetig  ab.  Mit 
wachsendem  Drucke  nehmen  sie  an  sich  zu,  wie  folgende  Reihe  für  die 
constante  Temperatur  50®  ergiebt 

Druck       50  60  70  80  90  100    Atm. 

Volumen    0,0184  0,0144  0,0112  0,0089  0,0067  0,0049 
k      1,71       1,90       2,33       2,98       3,31       4,63. 

Trotzdem  fallen  die  Zahlen  in  der  ersten  Reihe,  woraus  zu  schliessen 
wäre,  dass  bei  constanter  Dichte  der  Einfluss  der  zunehmenden  Tempe- 
ratur den  des  zunehmenden  Druckes  überwiegt.     Das  starke  Wachsen 


0  V.  Joly,  Journal  de  physique  1896,  p.  372. 
*)  Ibid.,  p.  114. 
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mit  steigendem  Drucke  in  der  zweiten  Reihe  von  Zahlen  würde  hier- 
nach nur  scheinbar  der  Druckzunahme,  in  Wahrheit  aber  der  Dichte - 
zunähme  zuzuschreiben  sein,  und  es  wäre  der  Dichtezunahme  fast  pro- 
portional. Dem  Verhalten  von  h  bei  Luft  nach  den  Angaben  von 
Wittkowski  entspricht  dieses  nur  zum  Theil. 

Aus  allem  bisher  hiernach  vorliegenden  Materiale  wird  man  also 
nicht  viel  mehr  schliessen  können,  als  dass  im  Allgemeinen  nach 
oben  von  der  kritischen  Temperatur  Ä  mit  wachsender  Temperatur  bei 
gleichbleibender  Dichte  abnimmt  und  bei  gleichbleibender  Temperatur 
mit  wachsender  Dichte  zunimmt,  vielleicht  nach  einer  Function 

Tc  =  a  -\-  h  —- 

V 

Unterhalb  der  kritischen  Temperatur  scheint  k  mit  fallender  Tempe- 
ratur bei  constanter  Dichte  zu  fallen.  Unter  Verhältnissen,  welche 
nicht  allzu  weit  von  den  gewöhnlichen  Verhältnissen  liegen,  vielleicht 
bis  zu  einer  Dichte,  welche  die  normale  um  das  Zehnfache  übersteigt, 
wird  man  praktisch  k  als  constant  und  gleich  dem  normalen  Werthe 
ansehen  können. 

Gehen  wir  von  den  Dämpfen  zu  den  Flüssigkeiten  über,  so  ist 
das  Material  noch  viel  spärlicher.  In  Folge  der  in  der  Verflüssigung 
wahrscheinlich  eintretenden  Aggregirung  der  Molekeln  zu  complicirteren 
Systemen  würde  man  an  sich  eine  Verringerung  des  k  erwarten.  In 
der  That  wird  für  Wasser  der  Werth  k  =  1,02  angegeben,  während 
bei  normalem  Wasserdampfe  k  •=  1,29  ist  (fast  genau  der  zu  er- 
wartenden Zahl  gleich,  da  Wasserdampf  dreiatomig  ist).  Aehnlich 
wird  für  flüssiges  Quecksilber  k  =  1,14  (statt  1,67  im  dampfförmigen 
Zustande)  angegeben.  Dagegen  soll  bei  flüssigem  Aether  k  =  1,45, 
also  grösser  als  beim  vielatomigen  Aetherdampf  {k  =  1,08)  sein.  Die 
beiden  Formen  der  Zustandsgieichung  unter  I  und  II  in  Abschnitt  46 
lauten  nun,  indem 


gesetzt  wird 


^D,=Mh 


3fc_--5\  __J_ 


4,)  i^*|l+^(^)  )  =  l't'  + 


V 


3fe  — 5\  3fc  — 5 

4fc       \  /Q.V  4Ä~ 


..)    «»i+K*)     =^« +  «.(*) 


+   ö: 


'•© 


3fe  — 6 
Sfc 
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In  beiden  sind  die  F  Functionen  nur  der  Temperatur,  welche  wir, 
von  Erfahrungen  auf  dem  Gebiete  der  Capillaritätserscb einungen  aus- 
gehend, als  linear  annehmen  zu  dürfen  glaubten,  die  aber  auch  andere 
Functionen  sein  können,  wenn  sie  nur  mit  wachsender  Temperatur 
fallende  Zahlen  geben. 

Dem  Obigen  zufolge  beginnt  für  alle  Gase  der  Exponent  von 
^  3^ 5 

—  links  vom  Gleichheitszeichen,  also  A -= mit  einem  zwischen 

V  4Ä; 

—  —  und  0  liegenden  Werth.     Mit  fortschreitender  Verdichtung  wird 

er  absolut  kleiner,  geht  durch  Null  und  wächst  nun  positiv  im  extremsten 

3 

Falle  bis  zu  —  an,  den  er  im  kritischen  Zustande  erreicht,  dann  nimmt 
4 

er  wieder  sehr  rasch  ab,  geht  durch  Null  und  kann  wieder  bis  —  -— 

fallen,  das   er  im   flüssigen   Zustande    der  Substanz    zuletzt  erreicht. 

3fc  —  5 

Genau  so  verhält  sich  der  Exponent —z ,  die  Grenzen  sind 

4  K 

13 
-\-  —  und  —  —•      Und    dasselbe    gilt    für    den    dritten    Exponenten 

3  ^  5  2 

—z ,  nur  dass  die  Grenzen  hier  sind  -j-  —  und  —  1.     Die  ge- 

ok  3 

5  5 

sammte  Aenderung  betrüge  --  bezw.  — ,  während  h  von  1  bis  oo  variirte. 

4  3 

Wie  sich  die  Verhältnisse  gestalten,  wenn  das  Gas  bei  noch  so  starker 

Verdichtung  doch  in  keine  Flüssigkeit  übergeht,  also  seine  Temperatur 

oberhalb  der  kritischen  liegt,  ist  mit  Sicherheit  nicht  anzugeben,  nach 

der  mitgetheilten   Tabelle  von   Wittkowski    scheint   alsdann  Ä   mit 

wachsender  Verdichtung  ständig  zu  wachsen,  eine  Wiederkehr  früherer 

Werthe  würde  dann  nicht  stattfinden. 

Aus  alledem  aber  ist  zu  ersehen,  dass  die  Zustandsgieichung,  auch 
wenn  man  die  ausser  V ,  -O" ,  i?  darin  noch  vertretenen  Grössen  als  con- 
stant  ansieht,  doch  ständig  sich  ändert,  indem  die  Exponenten  von 

—  sich  ständig  ändern.     Im  gasförmigen  und  im  flüssigen  Zustande, 

den  beiden  Endzuständen,  wird  man  diese  Exponenten  in  weiten  Inter- 
vallen als  constant  oder  doch  nur  schwach  veränderlich  ansehen  dürfen, 
aber  namentlich  beim  Uebergange  aus  dem  einen  Zustande  in  den  an- 
deren, durch  den  kritischen  Zustand  zu  beiden  Seiten  in  der  Nähe  der- 
selben, dürften  die  Aenderungen  der  Exponenten  erheblich  und  sehr 
rasche  sein.  Während  des  kritischen  Zustandes  selbst  hätten  wir,  ob 
nun  dabei  h  als  endlich  oder  als  unendlich  gross  angesehen  wird,  nach 
Gleichung  49)  in  Abschnitt  51 
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(p)    =  »• 


Nun  wenden  wir  also  unsere  Gleichungen  auf  den  kritischen  Zu- 
stand selbst  an.     Die  Zustandsgieichung  in  der  ersten  Form  ergiebt 

3fc— 5  _i_ 

Nach  den  Bedingungsgleichungen  unter  44)  in  Abschnitt  51,  denen 
wir,  wie  dort  ausgeführt,  zwar  nicht  strenge  Gültigkeit,  aber  doch  an- 
genäherte Richtigkeit  zuschreiben  dürfen,  haben  wir  die  ersten  beiden 
DiflFerentialquotienten  von  p  nach  v  zu  bilden  und  gleich  Null  zu 
setzen.     Es  ist  zunächst 

7fc  — 6 


v' 


7fc  — g 


I 

L  7k  — 5 


/d^p\    _    .    o  ^    1    llfe—  5  15fe  — 5.  Bh  /d\ 

^      \dv^/^~  '^  "    t;3    +       4:1c  4:Jc        v'^    \vj 

7k  — 6 

_  ^  _  70  Fa         11  fc  —  5  i^b  /'9'^    ** 


4?^ 


«;4  9     1£  4  7c 


77c  — 5  7k  — 6 

4  k        r\       •,*•»  P'\  TM     /Q.\      ^k 


_  Bh  /d\  ^^    _8_  /llfe— 5\        m  /^\  '"    r8/7fe— 5\       ^T 


7fc  — 6  7fc  — 5 


4fcoy«7.  .^\  o.  -r^T.    /CL\      4fc 


t;2  \^/ 


i/TÄ—  5\,     -9-  ,  i^bm   ^'^     d^/71c  —  6\,    -9- 


Ich  habe  die  Ausdrücke  vollständig  hingeschrieben,  weil  sie  auch 
für  spätere  Untersuchungen  dienen  können.  Im  kritischen  Zustande 
sollte 

dh 

sein.     Da  nun 

8    /7fc  —  5\  d    /nJc  —  b\  5     d  Ic 


L  /^7fc  —  5\  _  _8_  /llfe  — 5\  _ 


d  V  \      4  Je      J         ^v\      4  k      J         4k'^  d  V 

ist,  und  h  niemals  Null,  im  kritischen  Zustande  sogar  sehr  gross  ist, 
fallen  alle  Glieder  fort,  welche  einen  solchen  DiflPerentialquotienten  ent- 

Weinstein,  Thermodynamik.  gQ 


466  Achtes  Capitel. 

halten.     Im  Ausdruck  für 


bleibt  noch  das  mit 

8^  nie  —  5 


multiplicirte  Glied.     Dieses  ist  gleich 

4fe3  \dv)    ■*"  4Ä;a  dv^' 


6    d^h 

4fe3  KdvJ    ■*"  4 
also  gleich 


5     82^ 


4Äa  ai;2 

82Ä  .         .  . 
im  kritischen  Zustande.    Wie  sich  das  77— s  im  kritischen  Zustande  ver- 

hält,  ist  nicht  bekannt.    Es  wird  wohl  endlich  sein.    Doch  selbst  wenn 

es  unendlich  gross  sein  sollte,  kann  es  doch  nur  so  unendlich  sein  wie 

k  selbst.     Ist  nun  h  im  kritischen  Zustande  in  der  Tbat  sebr  gross,  so 

dürfen  wir  aucb 

5    82Ä 

4Ä;2  8i;a 
fortlassen. 

Wir  bezeichnen  nunmebr  alle  auf   den    kritischen   Zustand    sich 
beziehenden  Grössen  durcb  Accente  und  erhalten 

Ik'^b  _i_ 


«=-  -'^-'^H?)  +^ 


V 


4 

1  -»..r^ 


+  jF,'v 


7fc'  — 6 


IIA'  — 5  16Jc'  —  6  ^,  /d^'X   **' 
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4 


Aus   diesen  Gleichungen   und   der  Zustandsgieichung  selbst   an- 
gewandt auf  den  kritischen  Zustand,  erhält  man 

_  j_ 

^^  v'  ~  5  {k'  —  3)  (3  fe'  —  5) 
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Wenn  wir  die  Zustandsgleicbung  in  der  zweiten  Form  in  gleicher 
Weise  behandeln,  ergiebt  sich 

3^  —  6 

^^'  Alt 


.) «.'  Q 


lOCfc*  —  l)(fc'  +  5) 


(7fc'-5)  JJ*'  -  g|,  (33Ä'-35)  ö,'  (^^ 


8fe' 


3  k' 
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Sofort  bemerkt  man,  dass  diese  Gleichungen  sich  in  einem  Gegen- 
satze  zu  den  Gleichungen  befinden,  welche  aus  der  ersten  Form  der 
Zustandsgieichung  geflossen  sind,  p*  v'  muss  unter  allen  Umständen 
positiv  sein,  da  Gc^  wiederum  nur  einen  geringen  Werth  darstellt  und 

dazu  noch  gar  mit  —77  multiplicirt  erscheint,  kann  das  nur  stattfinden, 

\j  IC 

wenn  3  Ä'  —  5  negativ  ist.  Aber  die  Gleichungen,  die  aus  der  ersten 
Form  geflossen  sind,  verlangen  gerade  umgekehrt,  dass  3  Ä'  —  5  positiv 
ist,  denn  sonst  wäre  Hh  negativ,  was  physikalisch  unzulässig  ist.  So- 
mit schliesst  eine  Form  der  Zustandsgieichung  die  andere  aus.     Nun 

kann  es  kaum  zweifelhaft  sein,  dass  im  kritischen  Zustande  Ic  grösser 

5 

ist  als  — ,  schreibt  man  doch  dieser  Yerhältnisszahl  sogar  in  diesem  Zu- 
3 

stände  einen  unendlich  grossen  Werth  zu.  Somit  muss  die  zweite 
Form  der  Zustandsgieichung  aufgegeben  werden  \ind  es  kann  nur  die 
erste  bestehen.  Im  Sinne  der  Darlegungen  auf  S.  375  f.  bedeutet  dieses, 
dass  man  für  das  Volumen  einer  Molekel  nicht  die  gleiche  Abhängig- 
keit von  Dichte  und  Temperatur  annehmen  darf,  wie  für  dasjenige 
seiner  Wirkungssphäre.     Selbstverständlich  folgt  hieraus  noch  nichts 

30* 
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dass  nun  die  erste  Form  der  Znstandsgleicbang  die  einzig  mögliche 
ist.     Nur  zu  Widersprüchen  mit  der  Erfahrung  führt  sie  nicht. 

Wir  bleiben  also  bei  dieser  ersten  Form  stehen,  welche  noch  das 
angenehme  an  sich  hat,  dass  sie,  wie  früher  bemerkt,  die  van  der 
Waals^sche  und  die  Gl  au  sius^  sehe  Zustandsgieichung  gewissermaassen 
als  Näherungsformeln  einschliesst. 

Die  Gleichungen  unter  8)  bis  10)  lassen  erkennen,  dass  alle  kriti- 
schen Daten  von  der  Annahme  über  das  kritische  k  abhängen.  Wenn 
wir  der  üblichen  Ansicht  folgend  Je'  -=  cd  ansetzen,  erhalten  wir 


1 


82) 


Fl'  4-  F^'v'        _  209 p'v'  —  49  2?^^ 
V  ~  15 


10.)  ^'^'  =  ^^*'  +  T?8^*'^'   '• 

Die  bemerkenswertheste  Gleichung  ist  die  zuletzt  angegebene. 
Aus  einer  Vergleichung  unserer  Zustandsgieichung  mit  der  von  Glau- 

sius  haben  wir  ersehen,  dass  die  Grösse  Fc^  negativ  ist.     Die  letzte 

7 
Gleichung  besagt  also,  dass  p'  v*  kleiner  ist  als  —  22  O*'. 

B  ist  die  übliche  Gasconstante.  Nennen  wir  wf  das  Molekular- 
gewicht im  kritischen  Zustande,  t)'  das  Molekularvolumen,  so  wird  hier- 
nach die  letzte  Gleichung 

7  __4_ 

und  darin  ist  B  eine  für  alle  Substanzen  gleiche  Constante.  Nennen 
wir  ferner  t>Q  das  Molekularvolumen  der  Substanz  im  kritischen  Zu- 
stande, berechnet  nach  dem  B oy le -Gay -Lussac' sehen  Gesetze,  so 
dass  p'  Do'  =  Bd"'  ist,  so  wird  hiernach 


7  4 


lö)  Do'  ~"  22   "^    198  Bd'' 


Nach  van  der  Waals  hätten  wir 

16)  -^  =  i, 

^  .  Do'  8  ' 

nach  Clausius 

17)  öV_3*  +  3^_3  1        ß 


bo'        S    b  +  ß  8         S  b  +  ß 
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Wir  können  Dq'  als  das  ideale  kritische  Molekularvolumen 
bezeichnen.  Also  ist  das  wirkliche  kritische  Volumen  nach 
van  der  Waals  für  alle  Substanzen  das  nämliche  Vielfache 

— -I  vom  idealen.     Nach  der  Clan  sius' sehen  Zustands- 


(I) 


gleichung  und  der  hier  abgeleiteten  dagegen  ist  dieses  zwar 
sehr  angenähert  der  Fall,  doch  kommt  im  Allgemeinen  noch 
ein  Theil  zum  Abzug,  der  von  der  Natur  der  betreffenden 
Substanz  abhängig  ist.  Dieser  Theil  muss  nach  der  Glausius^- 
schen  Gleichung  grösser  sein  als  nach  der  hier  angegebenen. 

Der  Satz  in  seinem  ersten  Theile  ohne  Bezugnahme  auf  die  van 
der  Waals' sehe  Gleichung,  sondern  lediglich  als  Ergebniss  der  Be- 
obachtungen ist  von  S.  Ramsay^)  erschlossen.  Wegen  der  Wichtig- 
keit für  die  Beurtheilung  der  Zustandsgieichungen  führe  ich  die  fol- 
genden Zahlen  nach  Dieterici  an.  Doch  habe  ich  für  Kohlensäure 
die  S.  416  angegebenen  aus  Aiidrews\  Cailletet's  und  Amagat's 
Versuchen  durch  Mittelbildung  abgeleiteten  Zahlen  angenommen  und 
ferner  noch  die  Angaben  für  Wasserdampf  und  Schwefelkohlenstoff  hin- 
zugefügt, und  zwar  nach  den  Ermittelungen  Battelli's,  Physikalische 
Revue  II,  S.  31  und  179: 


S  üb  stanz 


Mole- 

kular- 

d' 

P' 

b' 

W 

gewicht 

Atm. 

ccm 

ccm 

»o' 


Kohlensäure  .  .  . 
Schweflige  Säure  . 
Aethylen  .... 
Stickoxydul  .  .  . 
Wasserdampf .  .  . 
Schwefelkohlenstoff 
Sauerstoff  .... 
Stickstoff     .... 


43,9 

63,9 

27,9 

44,0 

18,0 

72 

32 

28 


304,20 

74,0 

98,65 

336,0 

429,0 

78,9 

122,9 

445,0 

283,1 

51,0 

133 

454,2 

308,9 

74,0 

107,2 

346,1 

637,3 

194,6 

87,6 

267,9 

546,1 

72,9 

201,4 

613,2 

154,6 

50,4 

51,4 

251,0 

127,0 

35,0 

67,2 

296,9 

3,41 
3,62 
3,42 
3,23 
3,06 
3,04 
4,88 
4,42 


Pluorbenzol 
Chlorbenzol 
Brombenzol 
Jodbenzol  . 
Benzol  .    .    . 


Chlorkohlenst(^ 
Zinnchlorid     .    . 

Aether 

Normalhexan  .    . 
Isopentan     .    .    . 


95,8 
112,2 
156,6 

203,4 
77,8 

153,5 

259,3 

73,8 

85,8 

71,9 


mm  Hg 

559.6 

33  910 

270,5 

1026,0 

633,0 

33  910 

305,7 

1160,5 

670,0 

33  910 

321,4 

1228,0 

721,0 

33  910 

347,9 

1322,0 

561,5 

36  395 

256,3 

959,4 

556,2 

34  180 

275,6 

1012,0 

591,7 

28  080 

350,4 

1310,0 

467,4 

27  060 

281,4 

1047 

507,8 

22  510 

366,3 

1403 

470,2 

25  100 

309,2 

1164 

3,79 
3.80 
3,82 
3,80 
3,74 

3,67 
3,74 
3,72 
3,83 
3,76 


^)  Phil.  Mag.  1892,  p.  503  ff.  und  1894,   p.  1  ff.     Vergl.   C.  Dieterici 
„Ueber  den  kritischen  Zustand",  Wied.  Ann.  1899,  Bd.  69,  S.  685  ff. 
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Mole- 

Substanz 

kular- 

»' 

P' 

b' 

V 

gewicht 

mmHg 

ccm 

ccm 

Methylformiat  .  .  .  . 
Aethylformiat    .    .    .    . 

Methylacetat 

Propionsaures  Methyl . 

Aethylacetat 

Methylpropionat  .  .  . 
Propionsaures  Aethyl  . 
Methylbutyrat  .  .  .  . 
Methylisobutyrat  .    .    . 

Methylalkohol  .  .  .  . 
Aethylalkohol  .  .  .  . 
Propylalkohol  .  .  .  . 
Essigsäure 


59,9 
73,8 
73,8 
87,8 

87,8 

87,8 

101,8 

101,8 

101,8 

51,9 
45,9 
59,9 
59,9 


487,0 
508,2 
506,7 
537,9 

523,1 
530,4 
545,9 
554,3 
540,6 

513,0 
516,1 
536,7 
594,6 


45  030 
35  590 
35  180 
30  440 

28  880 
25  210 

25  210 

26  000 
25  750 

59  760 
47  850 
31820 
43  400 


171,3 
228,4 
228,6 
283,7 

281,1 
343,4 
342,8 
338,9 
337,3 

118,0 
166,9 
217,6 
170,5 


672,8 

888,2 

895,5 

1099,0 

1098,0 
1355,0 
1347,0 
1325,0 
1306,0 

533,6 
670,5 
875,6 
852,0 


3,93 
3,89 
3,92 
3,87 

3,91 
3,95 
3,93 
3,91 
3,87 

4,52 
4,02 
4,02 
5,00 


Die  Zahlen  unter  dem  Striche  rühren  von  Young  und  Ramsay 
her.  Die  Hauptzahlen  stehen  in  der  letzten  Spalte,  nach  ihnen  kann 
es  wohl  keinem  Zweifel  unterliegen,  dass  der  Satz  von  Kamsay  das 
Schicksal  aller  ähnlichen  Sätze  theilt,  leider  nur  angenähert  richtig  zu 

sein.     Also  thatsächlich  ist  -y  keine  für  alle  Substanzen  genau  gleiche 

Zahl,  sondern  nur  innerhalb  ganzer  Gruppen  von  Substanzen,  im  All- 
gemeinen jedoch  von  Substanz  zu  Substanz  verschieden.  Die  Voraus- 
sage der  van  der  Waals' sehen  Gleichung  ist  also  nicht  bestätigt. 
Eine  Bestätigung  findet  nicht  einmal  in  dem  Sinne  statt,  dass  der  Be- 
trag, den  die  van  der  Wa als' sehe  Gleichung  für  jene  Yerhältnisszahl 
ergiebt,  im  Durchschnitt  zutrifft.  Denn  dieser  Durchschnitt  ist  etwa 
3,85,  während  er  nach  der  van  der  Wa als' sehen  Gleichung  2,67,  also 
davon  sehr  abweichend,  sein  sollte.  Keine  der  in  der  Tabelle  mit- 
getheilten  Zahlen  sinkt  unter  3  und  die  grössteZahl  beträgt  5.  Wenn 
man  in  unserer  Gleichung  das  mit  F^  multiplicirte  Glied  als  klein  fort- 
lassen wollte,  so  würde  man  für  die  durchschnittliche  Yerhältnisszahl 
3,143  erhalten,  was  mit  der  aus  den  Beobachtungen  von  Andrews, 
Cailletet  und  Amagat  abgeleiteten  Zahl  für  Kohlensäure  gut  über- 
einstimmt. Diese  Zahl  ist  zwar  immer  noch  erheblich  kleiner  als  die 
aus  obigen  Angaben  berechnete  Durchschnittszahl,  aber  sie  kommt  ihr 
doch  viel  näher  und  ausserdem  sind  einige  Substanzen  vorhanden, 
welche  fast  genau  diese  Yerhältnisszahl  aufweisen.  Wenn  J^j',  wie  wir 
bereits  mehrmals  hervorgehoben  haben,  gleich  der  Grösse  —  /S  in  der 
Glausius'schen  Gleichung,  mit  der  sie  ja  zusammenhängt,  für  alle 
Substanzen  negativ  ist,  so    wird  jener   bei  Yernachlässigung    dieser 
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Grösse  abgeleitete  Betrag  3,143  das  Minimum  sein,  unter  welches  die 
Yerhältnisszahl  nicht  sinken*  kann.  Thatsächlich  ist  diese  Zahl  nur 
bei  zwei  Substanzen  Wasserdampf  und  Schwefelkohlenstoff  kleiner  als 
dieser  Grenzbetrag  ermittelt,  indessen  ist  der  Unterschied  nur  sehr 
gering  und  kommt  gar  nicht  in  Betracht,  wenn  man  erwägt,  wie  ausser- 
ordentlich unsicher  die  Bestimmung  gerade  des  kritischen  Volumens 
ist,  dass  man  beispielsweise  für  Kohlensäure,  für  welche  doch  mit  die 
genauesten  Ermittelungen  vorliegen,  aus  den  Angaben  verschiedener 
Forscher  Zahlen  ableiten  kann,  die  von  der  aus  Am agat's  Beobachtungen 
berechneten,  welche  3,61  ergeben  würde,  um  mehr  als  50  Procent 
abweichen. 

Von  den  grösstenWerthen  weicht  der  Betrag  3,143  sehr  erheblich 
ab.  Das  ist  ein  Hinweis  darauf,  dass  die  Grösse  F^  doch  nicht  ohne 
Weiteres  vernachlässigt  werden  darf.  Allein,  es  ist  auch  zu  beachten, 
dass  Ti!  für  alle  Substanzen  gleich  oo  angesetzt  worden  ist.  Ich  habe 
schon  oft  bemerkt,  dass  mir  ein  zwingender  theoretischer  Grund  hier- 
für nicht  vorhanden  zu  sein  scheint.    Nimmt  man  endliche  Werthe  für 

Ä',  so  steigt  das  Verhältniss  -y      Indessen   steigt  es   doch   nur  sehr 

5 

langsam  und  nicht   hinreichend«     Kleinere  Beträge  als  --  dürfen  wir 

3 

t\  ' 
nicht  ansetzen  und  selbst  für  diesen    unzulässigen   Betrag   wäre  -^ 

immer  nur  erst  etWa  4.  Der  höchste  Betrag  wäre  mit  ä'  =  1  er- 
reicht und  betrüge  6.  Um  die  Zabl  3,41  für  Kohlensäure  zu  erhalten, 
müsste  bei  Vernachlässigung  von  F2  das  Ic'  =  9,10  angesetzt  werden. 
Dieser  Werth  würde  aber  auch  schon  herauskommen,  wenn  das  mit 

F2  multiplicirte  Glied  nur  —  betrüge. 

Wenn  man  in  der  Cl au sius' sehen  Gleichung  das  ß  vernach- 
lässigen wollte,  so  käme  die  unzulässige  van  der  Waals^sche  Formel 
heraus.  Die  vollständige  Clausius'sche  Gleichung  ergiebt  nach  den 
Seite  420  und  421  gemachten  Angaben  für  die  Gonstanten  5,  ß  für 
Kohlensäure,  Aether  und  Schwefelkohlenstoff 

%  =  3,25;  =  3,12;    =  2,95. 

Für  die  erste  und  letztgenannte  Substanz  ist  die  Uebereinstimmung 
mit  der  Erfahrung  eine  zufriedenstellende  und  auch  hier  zeigt  sich, 
wie  sehr  die  Clausius'sche  Gleichung  der  van  der  Waals'schen 
überlegen  ist.  Letzteres  darf  ich  nunmehr  wohl  auch  von  der  hier 
Angegebenen  Gleichung  behaupten. 

Nun  muss  ich  noch  auf  einen  Umstand  zu  sprechen  kommen,  der 
allen  Zustandsgieichungen  entgegengehalten  werden  muss,  welche  von 
der  van  der  Wa  als 'sehen  im  Wesen  abweichen,  und  der  wie  nichts 


472  Achtes  CapiteL 

Anderes  der  Theorie  des  grossen  holländischen  Forschers  Eingang  und 
begeisterte  Anhänger  verschafft  hat  nnd  noch  verschafft,  trotz  der  ihr 
offenkundig  anhaftenden  Gebreclien. 

Nach  van  der  Waals  ist  nämlich  im  kritischen  Zustande,  wie 
wir  gesehen  haben, 

/         «X  /  ^  O.I  8   a    1 

Berechnen  wir  aus  diesen  drei  Gleichungen  die  Constanten  a,  b 
und  B  seiner  Zustandsgieichung  und  setzen 

so  wird  diese  Zustandsgleichung 


18)  ^  =  -07»         ^  =  ^M        ^  =  :^n 


19) 


8r  =r  (jr  +  ^)(3<jp  —  1). 


In.  dieser  Gleichung  aber  sind  ausser  den  drei  Grössen  r,  7C,  cp 
nur  noch  bestimmte  Zahlen  enthalten,  und  daher  ist  sie  für  alle  Sub- 
stanzen die  nämliche.  Man  nennt  sie  die  reducirte  Zustands- 
gleichung nach  van  der  Waals,  und  die  drei  Variablen  r,  tc^  cp 
heissen  reducirte  Temperatur,  reducirter  Druck  und  redu- 
cirtes  Volumen,  sie  stellen  Temperatur,  Druck  und  Volumen  dar, 
bezogen  auf  diese  Grössen  im  kritischen  Zustande.  Der  Umstand  aber, 
dass  die  reducirte  Gleichung  nur  Zahlencoefficienten  als  Factoren  ent- 
hält, führt  zu  dem  Satze: 

Alle  Gase  und  Flüssigkeiten  verhalten  sich  bei  solchen 
Temperaturen,  Drucken  und  Volumina,  welche  gleiche  Viel- 
fache dieser  Grössen  im  kritischen  Zustande  sind,  gleich, 
oder: 

Stimmen  bei  Substanzen  zwei  der  reducirten  Grössen 
überein,  so  muss  auch  die  dritte  reducirte  Grösse  für  sie 
die  nämliche  sein. 

Das  ist  das  berühmte  van  der  Waals^sche  Gesetz  der  über- 
einstimmenden Zustände,  keine  der  anderen  bekannten  Gleichungen 
führt  zu  demselben  genau,  weder  die  Clausius'sche  noch  eine  der 
hier  angegebenen.  Da  aber  dieses  so  wunderschöne  Gesetz,  wie  be- 
merkt, von  so  vielen  Forschern  als  zutreffend  betrachtet  wird,  ist  es 
nöthig,  zu  untersuchen,  inwieweit  es  in  der  That  richtig  ist  und  zu 
welchen  entsprechenden  Gleichungen  andere  Formeln  führen.  Das 
erstere  kann  zunächst  durch  eine  unmittelbare  Probe  an  der  redu- 
cirten Gleichung  selbst  geschehen.  Die  Gleichung  gilt  für  alle  Zu- 
stände einer  Substanz  und  ihre  Zahlencoefficienten  sind  absolut  genau, 
sie  muss  also,  wenn  strenge  Gültigkeit  beansprucht  wird,  auch  für  den 
normalen  Zustand,  also  den  Druck  einer  Atmosphäre,  die  Temperatur 
0®C.  und  das  zugehörige  Volumen  bestehen.    Rechnet  man  für  Kohlen- 
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säure  mit  den  Am agat^ sehen  Werthen  für  die  kritischen  Daten,  mit 

1  1 


^  =  ;;7r^'       9  = 


72,9  '         ^         0,00425 

aus  der  reducirten  Zustandsgieichung  die  zugehörige  Temperatur 

-9-  ==  304,35  r, 
so  ergiebt  sich 

-9-  =  369,4 

anstatt  '9'=:273,  also  eine  ganz  unstatthafte  Zahl.  Sehr  wenig  besser 
wird  die  lieber  ein  Stimmung,  wenn  man  die  hier  angenommenen  Mittel- 
werthe  der  kritischen  Daten  benutzt.  Man  erhält  O"  =  347,8.  Diese 
Probe,  die  doch  wohl  als  eine  Hauptprobe  bezeichnet  werden  darf, 
liefert  also  ein  für  die  Beurtheilung  der  van  der  Wa  als 'sehen 
reducirten  Gleichung  sehr  ungünstiges  Resultat.  Das  betrifft  nur  die 
Gleichung;  wenn  nun  auch  diese  sich  quantitativ  nicht  bewährt,  so 
könnte  der  Satz  von  den  übereinstimmenden  Zuständen  immer  noch 
richtig  sein.  Das  werden  wir  später  prüfen.  Wir  untersuchen  erst, 
zu  welchen  reducirten  Formeln  die  anderen  Zustandsgieichungen 
führen. 

Für  die  Clausius'sche  Gleichung   in  der  ursprünglichen  Fotm 
findet  man  nach  einigen  leichten  Rechnungen 

20)      7t(p  =  B't^  ^  ^^  ^ 


<P  -  1  +  T       '  ^^  (9^  -  1  +  3  I) 


2 


woselbst 

7?'  -  ^^ 

II    —   — r—r 

p'  V 

ist.  Sind  die  Angaben  in  der  Tabelle  auf  S.  469  f.  richtig  und  die 
Differenzen  in  den  Zahlen  der  letzten  Spalte  real  und  nicht  bloss  durch 
Beobachtungsfehler  verursacht,  so  kann  B^  keine  für  alle  Substanzen 

gleiche  Zahl  sein,  da  es  gleich  -7  ist.       Nach   unserer  Theorie  würde 

das  annähernd  der  Fall  sein,  wenn  h  im  kritischen  Zustande  bei  allen 

Substanzen  gleich  00   oder  einer  so  grossen  Zahl  gleich  gesetzt  werden 

j  Jq 5  ^Jq 5  7 

dürfte,  dass 7-; und -z sich  nur  weniff  noch  von  —  bezw. 

^k  4:k  4 

-•  unterscheiden. 
4 

Rechnen    wir  nach  Clausius'   Gleichung  für  Kohlensäure  vom 

kritischen  Zustande  rückwärts  zum  normalen,  so  erhalten  wir  mit  den 

obigen  Werthen  für  3r,  (p  und  den  Werthen  für  die  kritischen  Daten 

p  =  0,9991 

statt  1,  also  eine  ausgezeichnete  Uebereinstimmung.     d'  fänden  wir  zu 
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-9-  =  277 

statt  273,  was  gleichfalls  noch  befriedigen  kann.  An  sich  scheint  also 
die  reducirte  Gleichung  nach  Clausius  brauchbar  zu  sein.  Die  Be- 
deutung einer  allgemein  gültigen  Gleichung  kommt  ihr  aber  nicht  zu, 
wie  van  der  Waals  selbst  erkannt  hat. 

Nur  noch  die  ursprüngliche  Gleichung  von  Clausius  lässt  eine 
relativ  einfache  reducirte  Zustandsgieichung  ableiten,  die  aber  auch 
schon  nicht  mehr  nur  Zahlencoefficienten  enthält.  Nimmt  man  die 
Clausius' sehe  Gleichung  in  der  ihr  von  Clausius  selbst  oder  von 
anderen  verliehenen  Erweiterung,  so  gelangt  man  nicht  mehr  zu  ein- 
fachen Ergebnissen.  Die  hier  abgeleitete  Zustandsgieichung  aber  führt 
zu  einer  brauchbaren  reducirten  Gleichung  lediglich  für  solche  Zu- 
stände, welche  in  unmittelbarer  Nähe  des  kritischen  Zustandes  sich 
befinden.  Eine  vollständige  reducirte  Zustandsgieichung  liefert  hier- 
nach nur  die  van  der  Waals' sehe  Theorie,  aber  freilich  eine,  welche 
den  Thatsachen  allgemein  sicher  nicht  entspricht. 

Van  der  Waals  hat  aus  seiner  Theorie  noch  einige  Folgerungen 
gezogen,  die  das  Gesetz  der  übereinstimmenden  Zustände  selbst  be- 
treffen und  die  wir  noch  zu  betrachten  haben.  Das  Verfahren,  welches 
er  eingeschlagen  hat,  entspricht  dem  S.  451  dargelegten. 

Nach  Satz  40)  im  Abschnitt  50  haben  wir 

t>4 


i>(^i  —  ^2)  =  J  Pdv, 


Vi 

oder  reducirt: 

21)  ^(9i  —  92)  =  I  ^d(p. 

9i 
Stellt  man   mit  Hülfe   der  reducirten   Zustandsgieichung   das  yt 
unter  dem  Integralzeichen  als  Function  von   (p  und  r  dar,   so  erhält 
man,  wie  S.  450,  eine  Gleichung: 

Indem  man  dann  (pi  und  (fj  durch  zweimalige  Anwendung  der  redu- 
cirten Zustandsgieichung  eliminirt,  resultirt  zuletzt  eine  Gleichung 
7C  =  Fl  (r),  die  reducirte  Gleichung  der  Spannungscurve.  Nun  soll 
die  reducirte  Zustandsgieichung  für  alle  Substanzen  die  nämliche  sein, 
also  sind  auch  die  Functionen/ und  JP  für  alle  Substanzen  die  nämlichen 
und  hätten  nur  Zahlencoefficienten  zu  enthalten.  Aehnlich  haben  wir 
durch  Elimination  von  t  einmal  aus  der  reducirten  Zustandsgieichung 
für  9i,  das  andere  Mal  aus  der  für  (p^  die  Gleichungen 

Das  sind  die  Gleichungen  der  Aeste  der  Grenzcurve  (S.  436),  und  auch 
in  ihnen  sind  Gi  und  G2  für  alle  Substanzen  gleiche  Functionen  mit 
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nur  ZahleDCoefficienten.      Hiernaoh  ergäben  sich  die  folgenden,    von 
van  der  Waals  aufgestellten  Theoreme: 

1.  Ist  für  verschiedene  gesättigte  Dämpfe  die  absolute 
Temperatur  der  nämliche  Theil  der  kritischen  Temperatur, 
so  ist  auch  die  Spannung  der  nämliche  Theil  des  kritischen 
Druckes. 

2.  Ist  für  verschiedene  gesättigte  Dämpfe  und  Flüssig- 
keiten die  absolute  Temp'eratur  der  nämliche  Theil  der  kriti- 
schen Temperatur,  so  ist  auch  das  specifische  Volumen  des 
Dampfes  wie  der  Flüssigkeit  der  nämliche  Theil  des  kriti- 
schen specifischen  Volumens. 

3.  Die  Grenzcurven  der  verschiedenen  Körper,  in  der 
Weise  gezeichnet,  dass  ihre  Gulminationspunkte  zusammen- 
fallen, fallen  vollständig  zusammen. 

4.  Die  molekulare  latente  Wärme,  dividirt  durch  die  ab- 
solute kritische  Temperatur,  ist  für  alle  Körper  ein  und  die- 
selbe Function  der  reducirten  Temperatur. 

Wir  können  noch  hinzufügen: 

5.  Die  Isothermen  für  gleiche  reducirte  Temperaturen, 
gezeichnet  mit  reducirtem  Druck  und  reducirter  Temperatur 
als  Coordinaten,  fallen  für  alle  Körper  zusammen. 

Den  letzten  Satz  glaubt  Amagat  für  mehrere  Substanzen,  als  der 
Erfahrung  entsprechend,  bezeichnen  zu  sollen. 

Herr  SydneyYoung  hat  besonders  die  beiden  ersten  Sätze  einer 
eingehenden  Prüfung  durch  die  Erfahrung  unterzogen^).  In  sorgfältig 
ausgearbeiteten  Tabellen  hat  er  12  Stoffe,  nämlich  Fluorbenzol,  Chlor- 
benzol, Brombenzol,  Jodbenzol,  Benzol,  Kohlenstofftetrachlorid,  Zinn- 
chlorid, Aether,  Methylalkohol,  Aethylalkohol,  Propylalkohol,  Essig- 
säure mit  einander  verglichen,  indem  er  zu  gleichen  reducirten 
Drucken,  Temperaturen  u.  s.  f.  die  entsprechenden  reducirten  Tempe- 
raturen, Volumina  u.  s.  f.  der  genannten  Stoffe  neben  einander  stellte. 
Das  Resultat  ist,  dass  die  van  der  Waals^schen  Sätze  nur  in 
einer  beschränkten  Zahl  von  Fällen  richtig  sein  können, 
dass  sie  aber  unter  Umständen  zu  vollständig  unrichtigen 
Ergebnissen  führen.  Der  Beweis  scheint  mir  aus  S.  Young's  Zu- 
sammenstellungen mit  genügender  Nothwendigkeit  zu  folgen.  Wenn 
nun  auch  die  Sätze  von  den  übereinstimmenden  Zuständen  allgemein 
nicht  gelten,  so  hat  man  doch  den  Eindruck,  als  ob  sie  immer  für 
Gruppen  von  Substanzen  zutreffen,  und  zwar  für  Gruppen,  innerhalb 
deren  das  ideale  kritische  Volumen  zu  dem  wirklichen  für  alle  Sub- 
stanzen in  dem  gleichen  Verhältnisse  steht,  worauf  auch  Herr 
S.  Young  hinzudeuten  scheint.  Clausius'  Gleichung  sagt  dieses 
voraus.     Nach   unserer  Theorie   würde  das   bedeuten,   dass   die   Sub- 


^)  Physikalische  Revue,  Bd.  1,  S.  385  ff. 


476  Achtes  Oapitel. 

stanzen  gleiches  k  und  gleiche  Functionen  F  haben  müssen.  Eine 
solche  Gruppe  bilden  nach  Herrn  S.  Young  die  vier  Benzolhalogene, 
in  der  That  haben  alle  diese  nach  der  Tafel  auf  S.  470  fast  genau 

gleiches  -y*  Ebenso  sollen  die  Alkohole  unter  sich  und  von  der 
Essigsäure  weniger  abweichen  als  von  den  vorgenannten  Benzol- 
halogenen ;  wirklich  bilden  sie  unter  sich  eine  Gruppe  mit  grösserem  — j-  • 
Indessen  ist  das  noch  alles  sehr  unsicher.  Darin  nur  bestärkt  es, 
dass  in  der  That  die  Verhältnisszahl  -^  nicht  für  alle  Stoffe 

genau  gleich  gross  ist. 

Der  van  der  W aal s' sehe  Satz  unter  4)  über  die  molekulare 
latente  Wärme  erinnert  daran,  dass  auch  unsere  Theorie  eine  Gleichung 
für  diese  Wärme  ergeben  hat,  die  nunmehr  einer  Discussion  unter- 
zogen werden  kann.  Ii^  unseren  jetzigen  Bezeichnungen  war  die 
Gleichung : 

22i)  Jr  =  (B\  —  BD  d' 


[7kl— 6  7fcg— ö"! 


woselbst  B[,  B^'t  i^i,  i^2   ^^^  Werthe   der  Constanten  B*,  B  für  den 
Dampf   bezw.   die  Flüssigkeit  bedeuten  und   ähnlich   hi,  ÄJ2;  ?>i,   bj; 

^ii»  ^»'2  ^^°^  ^^  ^*®  betreffenden  Grössen  für  Dampf  und  Flüssigkeit 
beziehen. 

Gehen  wir  nun  von  Zustandsgieichungen  der  hier  gewählten  Form 
aus,  so  müssen,  wenn  Flüssigkeit  und  Dampf  nicht  bloss  im  kritischen 
Zustande,  sondern  überhaupt  in  der  molekularen  Constitution  überein- 
stimmen, 1^1,  B2  und  ebenso  hi,  &2  ™i^  einander  übereinstimmen.  Da- 
gegen können  und  werden  B^  und  B*^  von  einander  durchaus  ver- 
schieden sein.  Dieses  erhellt  daraus,  dass  ja  selbst  bei  idealen  Gasen 
die  bezeichneten  Grössen  als  proportional  der  specifischen  Wärme 
bei  constantem  Druck  mit  der  Temperatur  variabel  sind  (S.  190  f.). 
Setzen  wir 

23)  ufl-uf^  =  A,      Itl-Iil  =  B, 

SO  wird 


7kl— 6  7fcg— 6"] 

22,)         Jr  =  Ä  +  B^  +  Bll{-)  -(-)         J. 

oder  nach  9i) 

223)  Jr  =  A  +  Bd'  + 

_  Ik'  —  S  r  7kl  — 5  7^8—6"] 

2(4Ä;')2  ,      ,  ,  ^,    /d\       *fc'       /a-X    *^i        /'Ö'X    ^h 
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und  für  Ä'         oo 

224) 

Jr  —  Ä  +  Bd^  + 

11  <^^'^' 

7 

7^2—5 

Das  dritte  Glied  rechter  Hand  ist  im  Allgemeinen  sehr  klein.  Für 
Wasser  z.  B.  beträgt  es  bei  0^  etwa  0,1  Calorie,  eine  Grösse,  die  in 
Ansehung  der  bei  Bestimmung  der  Yerdampfungswärme  möglichen 
Beobachtungsfehler  kaum  in  Betracht  kommt.  Zugleich  freilich  müssen 
wir  folgern,  dass  r  fast  genau  durch  eine  lineare  Formel  nach  der 
absoluten  Temperatur  darzustellen  sein  müsse.  Regnault,  der  doch 
den  Werth  seiner  Beobachtungen  am  besten  musste  beurtheilen  können, 
hat  auch  in  der  That  eine  solche  Darstellung  für  ausreichend  erachtet. 
Späteren  Forschern  jedoch  schien  diese  nicht  zu  genügen.  Da 
Regnault  nicht  die  reine  Yerdampfungswärme  bestimmt  hat,  sondern 
diese  zusammen  mit  der  Wärme,  welche  zur  Erwärmung  des  Wassers 
erforderlich  ist,  so  muss  man  die  letztere  von  Regnault's  Beob- 
achtungszahlen abziehen.  Diese  nun  hängt  von  der  specifischen  Wärme 
des  Wassers  ab,  in  Bezug  auf  letztere  aber  sind  die  Forscher  trotz 
aller  Bemühungen  noch  nicht  zu  übereinstimmenden  Ergebnissen  ge- 
langt; und  so  lange  für  diese  Grösse  so  differente  Angaben  vorliegen, 
wie  die  von  Jamin  und  Amaury  einerseits  und  von  Veiten  anderer- 
seits ,  ist  es  ganz  unmöglich ,  zur  Klarheit  zu  kommen  ^).  Indessen 
darf  auch  nicht  ausser  Acht  gelassen  werden ,  dass  die  Grösse  B  nicht 
als  Gonstante  in  Anspruch  genommen  werden  kann,  woraus  folgt,  dass 
die  Darstellung  von  r  doch  eigentlich  keine  lineare  Function  ergiebt, 
selbst  wenn  man  nur  die  beiden  ersten  Glieder  beibehält. 

Da  im  kritischen  Zustande  r  =  0  ist,  und  die  auf  Ä  -]-  Bd' 
folgenden  Glieder  sich  aufheben,  so  hätten  wir,  wenn  der  Werth  von 
B  in  diesem  Zustande  mit  B'  bezeichnet  wird: 

A  +  B'd^'  =  0. 

Gehen  wir  nun  hinsichtlich  der  Berechnung  der  inneren  Energie 
für  die  Flüssigkeit  und  für  ihren  Dampf  vom  kritischen  Zustande  aus 
und  nehmen  an,  wozu  wir  berechtigt  sind,  dass  in  diesem  Zustande 
beide  Substanzen  gleiche  innere  Energie  haben,  so  wäre  A  =  0,  also 
müsste  auch  B'  •=v  sein.  Das  heisst,  in  diesem  Zustande  ist  22*  =  jß*, 
wie  zu  erwarten  steht,  und  es  ist  überhaupt 


225)  Jr  =  B%^'  -]-  C 

woselbst 


7fci— 6  7^2— sn 


^)   Man    sehe    die   gründliche    und   mühselige   Auseinandersetzung   bei 
Wüllner  1.  c.  8.  486  bis  506. 
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zu  setzen  ist. 

Dividiren  wir  jetzt  durch  -9*,  so  hätten  wir 


22e)  ^  =  Bt+G^ 


7fci— 5  7fcg^5~[ 


Nun  ist  das  zweite  Glied  rechter  Hand  relativ  klein,  also  können  wir 
mit  grosser  Annäherung  setzen: 

227)  w=^^^- 

Das  rechtfertigt  nahezu  den  unter  4)  angeführten  Satz  von  van  der 
Waals,  denn  B  muss  als  Differenz  der  Grössen  JS^,  J?*  umgekehrt 
proportional  dem  Molekulargewichte  sein,  und  setzen  wir 

m 
so  wäre 

228)  ''-^  =  Bx. 

Ist  nun  auch  der  früher  (S.  456)  dargelegte  Satz  von  Trouton 
richtig,  wonach  bei  der  Verdampfung  unter  normalem  Atmosphären- 
druck  und   wohl    auch    bei  Drucken ,    die    diesem    benachbart   sind, 

— ^—  für  alle  Substanzen  eine  Constante  sein  soll,  so  würde  für  diese 
v" 

Verhältnisse  wenigstens  jB  r  für  alle  Substanzen  denselben  Werth  haben, 

also  B  umgekehrt  proportional  der  reducirten  Temperatur  sein,  und 

wir  hätten  hiernach  überhaupt  für  diese  Verhältnisse 

22*   =  —  —         7?*  =  —  — 

woselbst  P  J^on  der   Temperatur  unabhängig    und  so  geartet  wäre, 
dass  Pi  —  P2  für  alle  Substanzen  denselben  Werth  besässe» 

Die  weitere  Prüfung  der  hier  abgeleiteten  Zustandsgieichung  kann 
wesentlich  nur  qualitativ  sein,  da  zu  den  numerischen  Rechnungen  die 
erforderlichen  Daten  fehlen  oder  keine  hinreichende  Sicherheit  haben. 
Zu  wie  verschiedenen  Werthen  man  auf  Grund  des  vorhandenen  Beob- 
achtungsmaterials gelangt,  kann  an  dem  Beispiele  der  Kohlensäure  ge- 
zeigt werden.  Setzt  man  äj'  =  00  und  nimmt  für  die  kritischen 
Daten  die  aus  allen  vorhandenen  Beobachtungen  abgeleiteten  Mittel- 
werthe 

y  =  74  Atm.,    ^'  =  304,20,    v'  =  0,00445, 
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80  erhält  man,  indem  noch  B  =  —  und  das  Volumen  der  Kohlensäure 

m 

unter  normalen  Verhältnissen  gleich  505  ccm  angesetzt  wird ,  in  abso- 
luten Einheiten  aus  den  Gleichungen  82)  bis  IO2): 

F^'v'    8  =  —  5485  X  105,       jpg'v'    3  _  __  12327  X  10^, 

JPa' =  —  16146  X  105,       ^'  "*",  ^  ^        =  4756,2  x  10^, 

_i 
JPi'  +  F^'v'    3  =  10688  X  105,       Fl'  =  23015  x  10^, 

Eh  T— )*  =  333  X  105,         jRb  =  13224. 

Hätten  wir  dagegen  die  kritischen  Daten  allein  nach  Amagat^s 
Ermittelungen  angesetzt  (p' =  72,9  Atm.,  '9''  =  304,35,  t?'=  0,00426), 

SO  wäre  ^2'  ^'  *  wiederum  negativ,  aber  fast  doppelt  so  gross  wie  der 
obige  Werth  herausgekommen  und  Bh  wäre  negativ  geworden,  was 
unzulässig  ist.  Wären  andererseits  die  kritischen  Daten  nach  An- 
drews eingesetzt  worden  (p'  =  75,  d^'  =  304,  v'  =  0,0066),  so  wäre 

_4 

F^  V*  8  positiv  geworden,  statt  wie  bisher  negativ,  Bh  wäre  sehr 
gross  und  auch  positiv  u.  s.  f.  Dazu  kommt  noch  die  Ungewissheit 
über  die  Grösse  Ic  selbst  im  kritischen  Zustande,  geschweige  denn  in 
allen  anderen  Zuständen  ausser  bei  niedrigen  Drucken,  woselbst  eine 
Untersuchung  wiederum  bedeutungslos  ist.  Kurz,  es  ist  im  gegen- 
wärtigen Stande  der  Wissenschaft  ein  vergebliches  Bemühen,  quanti- 
tative Entscheidungen  herbeiführen  zu  wollen.  Auch  für  die  Clau- 
sius'sche  Gleichung  kann  man  die  abweichendsten  Zahlen werthe  für 
die  Constanten  erlangen,  je  nach  den  zu  Grunde  gelegten  Beob- 
achtungen. 

Rechnet  man  die  Zustandsgieichung  für  normale  Verhältnisse  der 
Kohlensäure,  also  für 

i)  =  1  Atm.,     %^  =  273,     V  =  505,     h  =  1,3, 

und  setzt  für  Bh  den  vorhin  angegebenen  Werth  an,'  so  resultirt 

log  (pv)  =  8,70899,        log  (Bd')  =  8,71121, 


L^^  (7)' J  = ''' 


log  \  Bh(  —  )      I  =  3,91073, 
woraus  folgt: 


/' 
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7k— 6 

pv  =  611667000,  R^  =  51428900,     -R^(-)        =  ^142, 

_i 
— '  "^  ^^^       =  2630142,     Fl  +  F^v"^  =  13282  X  lO^. 

V 

pv  und  Bd"  sind  hier  selbstverständlich  die  Hauptglieder,  das  nächst- 

^    Fi+F^v    *  .  ,  ,  1       ^  ^  .       , 

grösste ist  nur  etwa  — --    davon ,    das   geringste    wenig 

mehr    als     -rr^r^r'       Im    kritischen    Zustande    überwiegt    das   Glied 
6000  ^ 

_i^ 

F '  A-  F  '  V    ^ 

-^         ,^ mit  4756  X  10^  dasjenige  p' v'  mit  nur  1592  X  10^ 

um  das  Dreifache,  und  bleibt  gegen  das  JB-ö"'  mit  5-731  X  10^  nur 

7k'  — 6 


wenig  zurück.     Auch  das  Glied  Bhl  —  ]  hat    an    Bedeutung    ge- 


wonnen, es  ist  fast  -^  von  p'  v\     Noch  mache  ich  darauf  aufmerksam, 

5 

_i 
dass  2^1  +  i^2^    ^  im  Normalzustande  von  derselben  Grössenordnung 
ist  wie  im  kritischen;   das  entspricht  der  van  der  Waals^ sehen  und 
C 1  au  sius' sehen  Gleichung. 

Die  Kechnung  ist  nur  für  ein  Gas  geführt,  für  Kohlensäure.  Man 
kann  sich  aber  auch  sonst  des  Eindruckes  nicht  erwehren,  als  ob 
überhaupt  das  vom  Stossvirial  herrührende  Glied  die  unbedeutendste 
Rolle  spielt  und  fast  nur  in  der  Nähe  des  kritischen  Zustandes,  bezw. 
bei  sehr  grossen  Drucken,  zu  berücksichtigen  ist.  Dagegen  darf  das 
von  den  inneren  Kräften  herrührende  Glied  nur  in  hohen  Tempera- 
turen und  niedrigen  Drucken  fortgelassen  werden.  Wie  sich  die  Sache 
für  ganz  niedrige  Drucke,  im  sogenannten  Vacuum,  verhält,  ist  leider 
noch  völlig  ungewiss. 

üeber  die  Art  der  Functionen  F^',  i^2  können  wir  auf  diesem 
Wege  keine  Klarheit  gewinnen.  Im  Allgemeinen  wird  man  sie  als 
von  %^  linear  abhängig  ansehen  dürfen.  Für  das  Folgende  kommt  das 
auch  nicht  in  Betracht. 

Von  den  in  unserer  Zustandsgieichung   vertretenen  Grössen  ist 

B  h  positiv.  Die  Grösse  Fi  -]-  F2V  ^  wird  positiv  sein,  wenn  zwischen 
den  Molekeln  anziehende  Wirkungen  bestehen,  negativ  im  entgegen- 
gesetzten Falle.  Wenn  wir  also  nicht  präjudiciren  wollen,  so  sagen 
wir,  dass  diese  Grösse  bei  Flüssigkeiten  positiv  ist,  bei  Gasen  positiv 
sein  kann,   aber  auch  negativ.      Glausius'  Zustandsgieichung  in  der 
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Erweiterung  nach  Glausius  selbst  oder  nach  Battelli  erfordert  in 
der  That  einen  Durchgang  der  entsprechenden  Grösse  von  positiven 
Werthen  für  niedrige  Temperaturen  durch  Null  zu  negativen.  Dieses 
ist  für  Kohlensäure,  Wasser,  Aether,  Schwefelkohlenstoff  sicher.  Die 
betreffenden  Uebergangstemperaturen  liegen  sehr  hoch,  viel  höher  als 
die  kritischen  Temperaturen,  so  nach  Glausius  für  Kohlensäure  bei 
etwa  730^0.,  für  Aether  und  Schwefelkohlenstoff  nach  Battelli  gar 
bei  mehr  als  10000^^  C.  Aber  das  Wesentliche  ist,  dass  eine  solche 
Uebergangstemperatur  vorhanden  ist,  oberhalb  deren  die  Anziehungen 
der  Molekeln  sich  in  Abstossungen  verwandeln.  Unwillkürlich  denkt 
man  dabei  an  MaxwelTs  Gastheorie,  die  ja  die  Annahme  einer  Ab- 
stossung  der  Molekeln  zur  Grundlage  hat.  Nach  Glausius  und 
Battelli  würde  diese  Temperatur  für  alle  Drucke  in  gleicher  Höhe  liegen, 
nach  der  hier  angegebenen  Gleichung  wäre  sie  von  dem  Drucke  abhängig. 
Nun  haben  wir 

7fc— 6  ^1_ 


pv  —  Bd'  ==:  Rh  (-)        — 


V 

So  lange  das  zweite  Glied  rechts  vom  Gleichheitszeichen  positiv  ist, 
kann  pv  —  Hd"  positiv  oder  negativ  sein.  Sobald  jedoch  die  Ueber- 
gangstemperatur überschritten  ist,  muss  jedenfalls  pv  —  Bd"  "^  v 
sein.     Also : 

Für  alle  Gase  besteht  bei  unveränderter  Dichte  eine 
Temperatur,  oberhalb  deren  die  molekulare  Anziehung  in 
Abstossung  übergeht.  Demnach  besteht  auch  eine  Tempe- 
ratur, oberhalb  deren  das  Product  j?v  jedenfalls  grösser  ist, 
als  es  im  idealen  Zustande  des  Gases  unter  gleichen  Um- 
ständen wäre.  Diese  Temperatur  ist  abhängig  von  der 
Dichte. 

Gehen  wir  somit  bei  bestimmter  Dichte  von  einer  Temperatur  aus, 
für  welche  pv  <^  Bd"  ist ,  und  steigen  zu  höheren  Temperaturen  auf, 
so  muss  pv  —  Bd"  immer  kleiner  werden,  zuletzt  wird  es  Null  und 
bei  noch  höheren  Temperaturen  positiv.  Für  Wasserstoff  scheint  die 
Uebergangstemperatur  bei  nicht  zu  hohen  Drucken  sogar  unter  0^  G. 
zu  liegen.  Dass  bei  anderen  Gasen  der  bezeichnete  Gang  der  Grösse 
pv  —  Bd"  wirklich  stattfindet,  davon  kann  man  sich  aus  den  Unter- 
suchungen Amagat's  überzeugen.  Als  Beispiel  führe  ich  folgende 
aus  seinen  Angaben  für  Kohlensäure  berechnete  Zahlenreihe  an.  Es 
ist  bei  einer  constant  bleibenden  Dichte,  welche  die  bei  normalen  Ver- 
hältnissen um  das  100  fache  übersteigt, 

•    in  den  Temperaturen 
0«  100  20°  30^  40®  500  qqo 

^  pv  —  Bd' 
—  0,656,  —0,593,  —0,510,-0,482,   —0,461,  —0,438,  —0,418, 
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in  den  Temperaturen 
70«  80<>  90®  100<>  1370  198o  258» 

pv  —  Bd" 
—  0,398,  —0,380,  —0,363,  —0,343,  —0,287,   —0,190,  —0,135. 

Die  Versuche  brechen  bei  258^0.  ab.  Aber  der  Gang  der  Zahlen 
lässt  deutlich  erkennen,  dass  zuletzt  für  Kohlensäure  j?t;  —  Bd"  positiv 
wird.  Ja,  die  Temperatur,  für  welche  dieses  eintritt,  liegt  anscheinend 
nicht  einmal  sehr  hoch,  etwa  bei  500«  C,  oder  noch  niedriger.  Ferner 
tritt  nach  diesen  Amaga tischen  Versuchen  der  Uebergang  um  so 
früher  ein,  je  geringer  die  Dichte  ist.  Gehen  wir  ferner  von  einer 
Dichte  und  Temperatur  aus ,  für  welche  pv  —  B^  bereits  positiv  ist, 
so  muss  diese  Grösse  bei  unverändert  bleibender  Dichte  mit  wachsender 
Temperatur  ständig  grösser  werden.  Auch  hier  kann  ich  Bestätigung 
aus  Amagat's  Versuchen  vorführen.  So  ist  j?t;  —  Bd"  für  Wasser- 
stoff in  den  Temperaturen  0«,  16«,  100«,  200«  bei  den  Dichten 
0,01069-1  bezw.  0,002 713-^: 

0,069,         0,076,         0,101,         0,126, 
0,356,         0,381,         0,503,         0,637, 

und    für   Luft    bei    den    nämlichen    Temperaturen    und    der  Dichte 

0,002  837-1 : 

0,277,         0,424,         0,601,         1,083; 

alle  Zahlen  wachsen  mit  wachsender  Temperatur.  Nehmen  wir  für 
unsere  Functionen,  entsprechend  früheren  Auseinandersetzungen  (S.373), 
lineare  Abhängigkeit  von  der  Temperatur  an,  so  wäre 

Fl  +  F^v~^  =  Äi  +  A,v~^  -  {bi  +  B^v'^)^, 

also  die  Temperatur,  für  welche  die  molecularen  Anziehungen  gerade 

verschwinden,  um  in  Abstossungen  überzugehen  (pv  —  Bd"  wechselt 

selbstverständlich  früher  das  Zeichen): 

_i_ 

Ai  +  Ä^v    ^ 
iL* 

Ob  hiernach  d'  mit  wachsender  Verdichtung  zunimmt  oder  abnimmt, 
hängt  von  dem  Zeichen  von  -^2-^1  —  -^1^2  ab,  worüber  ich  aber 
nichts  auszusagen  weiss. 

Der  absolute  Spannungscoefficient  ist 

8fc— 5 

/dp\   _  ^    ,    ^  /5\   **     /71c  — 6        J_  dh  ^\ 

\dd')^~   v   ^   v^  \v)  \     4.k       "^.  4Z;2  aa-       ^^v) 
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-^-^  und  -^-^  würden  überhaupt  constant  sein,  wenn  man  für  Fi  und 

F2  lineare  Functionen  der  Temperatur  ansetzen  dürfte,  wogegen  die 
Erfahrung  nicht  streitet.  Sehen  wir  daher  zunächst  v  als  constant  an, 
so   hängt  die   Veränderlichkeit  des    absoluten   Spannungscoefficienten 

3fc— 6 

von  dem  mit  (  —  j         multiplicirten  Gliede  ab.     - — -— —  ist  stets  posi- 

tiv,  ^  wohl  ausnahmslos  negativ,  aber  da  dieser  Differentialquotient 

an  sich  nur  klein  ist,  spielt  das  Glied 

5     ^dlc  ,       d' 


im  Allgemeinen  eine  nur  geringe  Rolle,  so  dass 

5 
wesentlich  positiv  ist.     Wenn  zugleich  Ä  <C^  —  ist,  was  zum  Theil  der 

o 

3fc— 6 


Fall  sein  wird,  so  nimmt  (  —  j  mit  wachsender  Temperatur  bei  con- 


( 


stantem  Volumen  ständig  ab,  und  demnach  wird  bei  gleichbleibender 

Dichte  der  absolute  Spanuungscoefficient  mit  wachsender  Temperatur 

stetig  kleiner.      Das  ist  nach  Amagat's  Versuchen  beispielsweise  bei 

Kohlensäure  für  höhere  Temperaturen  und  nicht    zu  grosse  Dichten 

5  \  5 

für  welche  dann  ^  >  x  ^^^^    könnte )   der  Fall.      Ist  ^  !>  ^  1    so 

dp 
kann  ;r-^  mit  wachsender  Temperatur  immer  noch  abnehmen,   wenn 

etwa  die  Abnahme  von  —z und  von  - — — -z das    Anwachsen 

4:1c  4  Ä 

der  Temperatur  übertrifft,  oder  es  kann  zunehmen.  Die  Formel  lässt 
beides  zu,  und  die  Erfahrungen,  so  weit  sie  bisher  vorliegen,  wider- 
sprechen dem  nicht.  Man  sieht  dieses  am  besten  aus  den  nach- 
folgenden Zahlen  Amagat's  für  Aethylen,  denen  die  für  Kohlensäure 
meist  congruent  sind  (s.  Tabelle  a.  f.  S.). 

Bei  niedrigeren  Dichten  gehen  die  Zahlen  in  den  Horizontalreihen 
zwar  hin  und  her,  aber  im  Ganzen  verringern  sie  sich  doch.  Bei  den 
höheren  Dichten  dagegen  ist  eine  Verringerung  mit  Sicherheit  nicht 
zu  behaupten,  die  Zahlen  in  der  letzten  Reihe  scheinen  sogar  für  eine 
Zunahme  zu  sprechen,  üeberhaupt  ist  die  Veränderlichkeit  des  abso- 
luten Spannungscoefficienten  mit  der  Temperatur  nur  gering,  wie  auch 
aus  der  Formel  folgt,  da  rechts  nur  kleine  veränderliche  Grössen 
stehen. 


